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e Introduction a la logique mathématique

Par Le Zéro

Mise a jour : 13/05/2012

Difficulté : Facile wa Durée d'étude : 3 heures

(o)
A la limite de la philosophie, la logique est une branche fondamentale des mathématiques qui permet d'établir la valeur de vérité
de propositions et de construire des raisonnements mathématiques.

Ce tutoriel constitue une initiation a cette branche primordiale des mathématiques. Nous définirons les notions de proposition et
d'opérateur, construirons des tables de vérité, expliquerons les notions d'implication, d'implication réciproque et d'équivalence
avant d'aborder les différents types de raisonnements que l'on peut suivre en mathématiques. Le tout sera saupoudré de
nombreux exercices accessibles a partir de zéro ou presque !

Cest parti !
Sommaire du tutoriel :

Propositions logiques
Opérateurs de base
Implications et équivalences
Quantificateurs

Raisonnons !

0.CM.

Propositions logiques

Une proposition logique (ou assertion) est une affirmation formée d'un assemblage de symboles et de mots, portant sur des
objets mathématiques, a laquelle on peut clairement attribuer la valeur vraie ou la valeur faux.

On note [ une proposition.
Par définition A satisfait les 3 principes (ou axiomes) suivants :

e Principe d'identité : P est PP
Autrement dit si J? est vraialors JP est vraiet si J? est fauxalors [ est faux.
Principe de non contradiction : J? ne peut pas a la fois étre vrai et faux
Principe du tiers exclus : Soit P est vrai, soit ' est faux.
IIn'existe pas d'autre valeur de vérité en logique mathématique.

Ces trois principes constituent le fondement de tout raisonnement mathématique. Le demier point mérite que l'on s'y attarde un
instant :

Soit 7 1a proposition « Le carré d'un nombre réel est strictement positif » .
Alors ? Vrai ou faux?
L'intuition premiére serait de répondre "¢a dépend du nombre", c'est le cas pour la plupart des nombres mais c'est faux pour zE&ro

car0? #0).

Le probléme est que cette réponse est en contradiction avec le principe du tiers exclus. Il faut donc attribuer clairement a cette
proposition la valeur vrai ou la valeur faux.
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Etant donné qu'il existe au moins un nombre (ici zéro) pour lequel cette proposition est fausse, on dira que la proposition [ est
fausse.

Quelques exemples

A« Le nombre de lettres dans l'alphabet frangais est 10. »
La proposition 4 est fausse.

B:«242=4»
La proposition 7 est vraie.

T i«p =1»
{~' n'est pas une proposition logique compléte car elle contient une variable libre ;. On ne sait pas ce qu'est & (un point ? un
nombre entier ? un vecteur ? une étoile de I'univers ?). On ne peut donc pas attribuer de valeur de vérité a la proposition (7.

¢ : « Soit &r un nombre réel, alors g= == 1»
La proposition ¢ est fausse. En effet ¢ est une proposition logique car on a défini la variable & comme étant un nombre réel.
Mais elle est fausse car par exemple {J est un nombre réel et (J = ].

On utilise ici un contre exemple pour prouver que la proposition C' est fausse.
Ce type de raisonnement sera approfondi dans la derniére partie.

A retenir

Les propositions logiques ne peuvent prendre que deux valeurs : VRAI ou FAUX (d'ou le nomde logique bivalente)
11 faut bien faire la distinction entre une proposition (qui est une phrase) et sa valeur (qui est soit VRAI soit FAUX).

Opérateurs de base

Les opérateurs permettent de construire de nouvelles propositions a partir d'une ou de plusieurs propositions initiales.
Commengons par le premier (et le plus simple !) d'entre eux l'opérateur « NON ».

La négation

Apprenons a dire non !

Soit A une proposition. On définit une proposition « non A » que 'on note —A (avec une sorte de petit L allongé vers le bas)
SiA est vraie alors —A est fausse.

SiA est fausse alors —A est vraie.

@ Pour ceux qui font de la programmation, l'opérateur « NON » (noté —en maths) est souvent noté « ! » en informatique.

- A

On peut établir la table de vérité de l'opérateur de négation a partir de sa définition.
Définition :

www.openclassrooms.com
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Une table de vérité est un tableau définissant la valeur d'une fonction logique pour chacune des combinaisons possibles des
entrées.

Construction :

Dans la premiére colonne, je place toutes les valeurs que peut prendre A (c'est a dire Vrai ou Faux). Dans la seconde colonne, je
place la valeur de vérité de —A correspondante.

A —A
VRAI | FAUX
FAUX | VRAI

Par convention et pour faciliter la lecture de grandes tables, on écrit 0 pour la valeur FAUX et 1 pour la valeur VRAL

A —A
110
01

f Il est important de bien comprendre comment construire une table de vérité, nous nous en servirons de nombreuses
fois dans ce cours.

Ce connecteur est assez intuitif dans la mesure ou nous l'utilisons quotidiennement.

Quelques exemples :
A : « Paris est la capitale de la France » (1)
—A : « Paris n'est pas la capitale de la France » (0)

B : «mest un nombre entier » (0)
—B: « mn'est pas un nombre entier » (1)

C: « 5 estun nombre impair » (1)
—C: « 5 estun nombre pair » (0)

Ce premier opérateur doit maintenant vous paraitre assez simple. Pour construire des raisonnements logiques on a besoin
d'utiliser des opérateurs permettant de lier deux propositions logiques entre elles (on les appelle des opérateurs binaires).

Le premier d'entre euxest l'opérateur « ET ».

Soient A et B deux propositions.

On définit une nouvelle proposition « A ET B» que I'on note « A A B» (Avec une sorte de v a l'envers)
Cette nouvelle proposition est

e vraie lorsque A et B sont vraies en méme temps
e fausse dans tous les autres cas

En informatique cet opérateur est souvent noté &&.
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AnB

On déduit de cette définition la table de vérité de la proposition « A A B»

A B AAB
1]1]1
1{0]0
0(1]0
0({0]0

Les deux premiére colonnes permettent de lister tous les cas possibles pour les valeurs de vérité de A et de B. La derniére
colonne associe la valeur de vérité de la proposition « A A B».
Il est important de bien comprendre la table de vérité de l'opérateur « ET » car il est utilisé dans de nombreuxraisonnements.

Quelques exemples :

A« 5estun nombre inférieur a 10 ET 5 est pair »
Soit A': « 5 est un nombre inférieur a 10 » A' est vraie
Soit A" : « 5 est pair » A" est fausse

La proposition A est la proposition « A' A A" »

D'apreés la table de vérité de l'opérateur binaire « ET », on en déduit que la proposition A est fausse .

B: « La lettre A est une voyelle et T est une consonne. »
En résonnant de méme, on en déduit que la proposition B est vraie.

Le deuxiéme opérateur binaire que nous allons étudier est l'opérateur « OU »

Soient A et B deux propositions.

On définit une nouvelle proposition « A OU B » que l'on note « A V B» (On retourne le symbole A).
Cette proposition est :

e fausse lorsque A et B sont fausses en méme temps

e vraie sinon

Autrement dit, la proposition « A V B » est vraie uniquement siA ou B est vraie (ou les deux!).
@ En informatique, on utilise souvent la notation ||.
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Exercice 1 :

Essayez d'établir la table de vérité de cet opérateur. Prenez un petit bout de papier sur votre bureau dérangé, armez-vous d'un

AvEB

crayon et mettez-vous au travail !
Je vous conseille de vous inspirer de la table de vérité de l'opérateur « ET »

Correction :

Secret (cliquez pour afficher)

Cette table se construit de la méme maniére que la précédente.

Jespére que vous n'avez pas eu trop de mal ! Sinon essayez de bien comprendre le fonctionnement des tables de vérité, la

prochaine fois sera la bonne !

Exercice 2 :

A B AVB

1111
1101
0f1]1
0({0]0

On considére une proposition Aj.

Ay 1« 5estun nombre inférieur a 10 OU 5 est pair »

Quelle est la valeur de vérité de cette proposition ?

Correction :

Secret (cliquez pour afficher)

Soit A': « 5 est un nombre inféricur a 10 ». A' est vraie
Soit A" : « 5 est pair ». A" est fausse
La proposition A, est la proposition "A' V A" »

D'aprés la table de vérité de l'opérateur « OU », la proposition A, est vraie

Les opérateurs binaires « NON », « ET », et « OU » notés respectivement « =» « A » et « V » sont les plus importants en
mathématiques car ils permettent de définir tous les autres opérateurs.

Lois de Morgan

ai

Combinons maintenant les trois opérateurs vus précédemment !
Comme toujours, on considere A et B deux propositions.

Cherchons les propositions équivalentes aux propositions P et Q telles que
P:—(A A B)
Q:—~(A v B)

Définition :

On dit que deux propositions sont équivalentes lorsqu'elles ont les méme valeurs de vérité.

Www.openclassrooms.com
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Exercice 3 :
M()rgan (]806—]87[) ercice

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

On commence dans les deuxcas par la proposition a 'intérieur de la parenthése, puis on réalise l'opération « NON » pour

obtenir respectivement P et Q.

A B AAB P

1[{1]1 0
1{0]0 1
0(1]0 1
0(0]0 1

De méme la table de vérité de la proposition Q s'écrit :

1{1]1 0
1{0]1 0
0f1]1 0
0({0]0 1

J’espére que vous €tes maintenant a l'aise avec les tables de vérité ! @

Exercice 4 :

Etablissez maintenant les tables de vérité des proposions P'et Q' telles que

P':-A v B
Q:"AN—B

Puis comparez les valeurs de vérités de P et P'et de Q et Q'

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

Vos tables doivent normalement s'étre un petit peu complexifiées... mais tout cecireste trés simple !

Pour cette correction, je me suis permis de faire deuxtableauxen un, voyezde vous méme :
A B -A-BPPQ Q

On va donc une nouvelle fois utiliser les tables de vérité.

Etablissez les tables de vérité des propositions P et Q

1 {1]0 (0O (O[O0 |O
1{0|j0 (1 (1 [1(0 |O
of1|1 (0 (1 |1(0 |O
Ofo|1 (1 (1 (11 |1

On remarque que P et P' (respectivement Q et Q') ont les méme valeurs de vérité. Les propositions P et P' (respectivement Q et Q')

sont donc équivalentes.

Si la proposition P est vraie alors la proposition P' est vraie.
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Sila proposition P est fausse alors la proposition P' est fausse.
Sila proposition P' est vraie alors la proposition P est vraie
Sila proposition P' est fausse alors la proposition P est fausse.
De méme avec Qet Q'.

Autrement dit on dira que P est P'et que Q est Q'.

Cette conclusion nous permet d'écrire les lois de Morgan :

—(A A B) équivaut a ~A vV —B
—~(A V B) équivaut 2 —A A -B
Les lois de Morgan

Exercice 5 :
A :«Ilest grand et a 15 ans ou plus. »

Bi«gz=d3Aa<2»
Ecrivez —A et —B.

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

Soit A': « Il est grand. »
—A'est « IIn'est pas grand. » ou bien « Il est petit. » (on considérant qu'il n'existe pas de gens moyens !)

Soit A": « Ila 15 ans ou plus. »
—A" est « [la moins de 15 ans. » (et non pas « Il a 15 ans ou moins. ». En effet le contraire de 'opérateur supéricur ou égal est
l'opérateur inférieur strict.)

La proposition A est A' A A". Donc la proposition —A que nous devons déterminer est “(A' A A")
Or d'apres les lois de Morgan, 7(A' A A")est ~"A' vV —A"
Donc "Aest ~A' vV A"

Donc —A est « [In'est pas grand ou a moins de 15 ans. »

En raisonnant de méme, on déduit que Best« g7 << 3 W o => 2»

Le contraire de l'opérateur inférieur strict (respectivement supérieur strict) est inférieur ou égal (respectivement
supérieur ou égal).

Avec les lois de Morgan vous étes maintenant capable de combiner comme bon vous semble toute proposition logique en
utilisant les trois opérateurs de base: —, A et V .

convention l'opérateur A qui est prioritaire.

O Dans le cas d'une proposition combinant les symboles A et V sans faire 'usage de parenthése sachez que c'est par
Par exemple la proposition P:A A BV C A D est la proposition (A A B) V (C A D).

Ces trois opérateurs vont nous permettre de définir I'implication et 'équivalence.

Implications et équivalences

Nous voila au coeur du sujet ! En effet les implications et les équivalences sont utilisées dans la grande majorité des
démonstrations en mathématiques. Bien les comprendre permet donc d'éviter des erreurs de raisonnement dans une copie... mais
aussidans la vie !
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L'implication, au méme titre que l'opérateur « ET » par exemple, est un opérateur binaire (c'est a dire, rappelons le, qui lie deux
propositions entre elles).

Soient deux propositions P et Q.
On note P = Q (et on lit P implique Q) la proposition qui prend les méme valeurs de vérité que la proposition =P V Q.

Un exemple
Prenons un exemple de relation d'implication : « Il pleut. » = « Le sol est mouillé. ». Cette
proposition est vraie s'il suffit qu'il pleuve pour que le sol soit mouillé. Mais attention sile sol est
mouillé il ne pleut pas forcément (le fleuriste peut avoir vidé un sceau d'eau sur le sol).

Il est important de bien comprendre cette notion. On suppose vraie 'implication précédente.
S'il pleut alors le sol est mouillé.
En revanche sile sol est mouillé, il est impossible de prévoir s'il pleut ou non.

NPT | : W
@ Trés bien, mais je ne vois pourquoi P = Q c'est la méme chose que =P v Q ?!

Je dois avouer que cette définition de l'implication n'est pas des plus intuitives.

Reprenons notre exemple précédent. Je dis : s'il pleut alors le sol est mouillé, cela veut dire bien qu'il est impossible qu'il pleuve et
que le solne soit pas mouillé.

En formalisant on obtient —(« Il pleut. » A —« Le sol est mouillé. »). Et d'apres les lois de Morgan
—« Il pleut. » V =« Le sol est mouillé. », c'est a dire —~« Il pleut. » V « Le sol est mouill¢. »

On retrouve bien que P=Q a les mémes valeurs de vérité que P vV Q
Ce n'est peut-&tre pas encore clair dans votre esprit alors prenons un autre exemple.
On considére vraie la proposition : « Sije suis fatigué, je vais me reposer. »

Clest a dire que « Je suis fatigué. » = « Je vais me reposer. »
Cela veut bien dire que « Je ne suis pas fatigué. » ou « Je vais me reposer. »

Table de verite

Exercice 6:
Apres avoir encore un petit peu cogité cette notion, je vous laisse construire la table de vérité de l'implication.

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

1|10 |1
1100 |0
o111 |1
0[O0 |1 |1

Remarque :
SiP est fausse, P = Q est est vraie.

Pour étayer votre culture, sachez que la table de vérité de I'implication était connue par les grecs de l'antiquité,

3 notamment par les stoiciens :
« Du vrai suit le vrai... Du faux suit le faux... Du faux suit le vrai... Mais du vrai, le faux ne peut s'ensuivre »

(diogéne Laérce, Vies, doctrines et sentences des philosophes illustres, livre VII, 83)

Plusieurs formulations pour une méme notion

P=Qselit aussi:

e SiPalors Q
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e [l suffit que P pour que Q
e Jlest nécessaire que Q pour que P
e [l faut que Q pour que P

Ainsi, a chaque fois que vous entendez dans le langage courant l'une des formulations précédente, c'est en fait une implications
entre deux propositions.

Exemple :
« Il suffit qu'il soit 12 pour que je sois joyeux(se). » correspond a « Il est 1a » = « Je suis joyeux(se) »

Syllogisme
On peut d'ores et déja utiliser nos connaissances sur l'implication pour construire un
raisonnement appelé syllogisme.

Soient P et Q deux propositions.

Pour montrer que Q est vraie, on utilise la régle suivante :
SiP est vraie et si P = Q est vraie, alors Q est vraie.

@ Je ne vois pas bien d'ou tu sors ce raisonnement miracle ?!

De la table de vérité de l'implication pardi !
Je vous la rappelle juste ici :

Socrate
(470 av. J-C— 399 av. J-C)
110 |1
1lo]o [0
ol1]1 |1
olo|1 |1

On remarque que les conditions initiales (P est vraie et P = Q est vraie) correspondent a la premicre ligne. Or sur cette ligne Q est
aussi vraie. Ce qui prouve que notre raisonnement est correct.

Sivous doutez encore (et c'est tout a votre honneur@ ), vous pouvez établir la table de vérité de la proposition P A
(P = Q), et montrer que cette proposition est équivalente a Q.

Exemple :

Socrate est un homme.

Tous les hommes sont mortels. (C'est a dire « Etre un homme. » = « Etre mortel. »)
Donc Socrate est mortel.

Vous le voyez, le syllogisme est un raisonnement plutdt intuitif.
11 était souvent utilisé par les grecs de l'antiquité, d'ou l'exemple de Socrate. (en savoir plus sur Wikipédia)

Implication réciproque
Encore un petit quelque chose. P et Q sont toujours deux propositions.

La proposition Q = P est appelée l'implication réciproque de la proposition P = Q.
Retenez cette expression, on va s'en resservir dans deuxlignes !

Définition, table de vérité

Le symbole de I'équivalence est <. Une double fléche quin'est pas sans rappeler la fléche de I'implication vue juste au dessus.
On dit que la proposition P = Q est vraie (et on lit P équivaut a8 Q ou P si et seulement si Q) quand l'implication P = Q et
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l'implication réciproque Q = P sont vérifiées en méme temps.
DoncP=Qest(P=Q) A (Q=P).

Exercice 7 :
Je vous laisse trouver la table de vérité de I'équivalence (Courage, c'est la derniére !).

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

P QP Q P=Q Q=P P=Q

1(1]0 (0 |1 1 1
1100 |1 |0 1 0
oOj1 |1 (0 |1 0 0
001 (1 |1 1 1

On remarque que I'€quivalence entre P et Q est vraie lorsque P et Q ont la méme valeur de vérité (toutes deux vraies, ou
toutes deux fausses).

Pour démontrer une équivalence, on utilise souvent a régle de la double implication :

e on démontre dans un premier temps une implication
e puis dans un second temps on démontre I'implication réciproque

On en déduit que I'équivalence est vérifice.

Nous avons d'ailleurs déja utilisé la relation d'équivalence dans ce cours. En effet quand on dit par exemple que la

g=. proposition P = Q prend les méme valeurs de vérit¢ que la proposition =P V Q, cela revient a dire que la proposition (P
= Q)= (—P Vv Q) est vraie.

Lorsqu'ily a équivalence entre deux propositions, on peut substituer l'une avec l'autre sans faire d'erreur de logique.
Clest ce que nous avons fait avec les lois de Morgan. (Tout s'explique ! @)

Exemples

Vous étes maintenant capable de comprendre et de justifier de nombreuses propriétés mathématiques.
Voici quelques exemples :

A, Bet Csont trois propositions
A & A (Bvident, c'est le principe d'identité, que l'on a évoqué au début de ce cours)
——.4 < A (Principe du tiers exclus, aussi évoqué au début de ce cours)

A= Bl = (E e A:l (On dit que I'€quivalence est symétrique)

A= Bl A {:B = C,') = {A N C,') (On dit que I'équivalence est transitive)

A chaque fois que vous devez donner la valeur de vérité d'une équivalence vérifiez bien la valeur de vérité de la double

Evitez les confusions ! Il ne faut pas confondre implications et équivalences.
& implication.

Exercice 8 :

Remplacez dans chaque expression le symbole « par 'un des opérateurs suivants : ==, <= ou <=
A, B et {7 sont trois points du plan.
I, Y et z sont trois nombres réels.

P: ABC est isocéle en A+« AB = AC
Qi >0%xxz>5H
Rig—3422=9
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T+ Yy+tzrkr=y
T X YX kT =1y

By b2

S:
T:

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

P: AR estisoceleen 4 « AR = A
Qr>0«x>5

Rig=3=222=09

Sszdz=yt+tzez=19

T:x ®x 2z =1y X z+— =1y (Limplication réciproque est fausse pour z=0)
Quantificateurs

Soit P la proposition « 8 est un nombre pair ». On peut remplacer le nombre 8 par un autre nombre quelconque afin de former de
nouvelles propositions. On pourra par exemple écrire la proposition P(6) « 6 est un nombre pair » qui est vraie, ou la proposition
P(3) « 3 est un nombre pair » qui est fausse.

On écrira alors la forme générale de cette proposition P(x) : « xest un nombre pair », x est appelé argument de la proposition P. La
valeur de vérité de la proposition P(x) dépend de x.

Le probléme est que je ne sais pas ce qu'est xdans la proposition P(x). Dans notre exemple, xest un nombre il faut le préciser car
sinon notre proposition n'a pas de sens (par exemple P(ABC) : « le triangle ABC est un nombre pair » n'a pas de sens).

On a donc inventé des quantificateurs pour indiquer que I'on prend notre x parmi un ensemble déterminé.

On note « pour tout x élément de Q, la proposition P(x) est vraie » ainsi « ‘g & ﬂ,{ P{.I.‘} »

Oula ! Cest quoi tous ces symboles ?!

Du calme, du calme. On s'habitue rapidement a lire les quelques symboles mathématiques.

e Lesymbole V (un A retourné) se lit "quelque soit". C'est un quantificateur, il indique que la propriété est vraie pour tous
les objets satisfaisants la condition qui suit.

e xestun objet mathématique (un nombre, un point, un vecteur...).

e lesymbole € signifie « appartient a ». C'est un opérateur qui permet de dire que x appartient & un ensemble précisé.

e [ estun ensemble d'objets. Par exemple le plan qui est un ensemble de points, ou bien I'ensemble [ qui est 'ensemble
des nombre réels.

(\I La notation V vient de l'allemand Alle qui signifie « tous » en frangais.

Exemple 1 :
On nomme @, l'ensemble des éléves d'une classe.
On note P(x) : « xest présent » (xest un éleve de la classe)

La proposition Q : « Tous les ¢éléves de la classe sont présents » s'écrit alors ' € A, P{_-r}

Exemple 2 :
On nomme [ 'ensemble des nombres réels.

La proposition Q' : « Le carré d'un nombre réel est toujours positif » s'écrit alors ' & R, IE >0

Exercice 9 :
Traduire la proposition sous sa forme mathématique équivalente (en utilisant le quantificateur et le connecteur logique adéquat).
P : « Pour tout xnombre réel, il suffit que xsoit supérieur ou égal a 5 pour que x* soit supérieur ou égal a 25 »
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Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

La formulation « il suffit que P soit vraie pour que Q soit vraie » se traduit parP = Q
Cette équivalence est vraie pour tout xnombre réel, on utilise donc le quantificateur V.

La proposition P s'écrit donc « g & R,z > H = _-1_-2 > 25>

Reprenons notre premier exemple.
La proposition Q : « Tous les él¢ves de la classe sont présents ». Essayez de
déterminer —Q (dans une phrase francaise).
Attention ! [y a un picge !
Secret (cliquez pour afficher)

Le contraire de « Tous les éléves de la classe sont présents » n'est pas «
Tous les éleves de la classe sont absents » !

En effet, il suffit qu'un seul éléve soit absent pour que la proposition Q soit
fausse.

On dira donc que la proposition contraire de Q est « Au moins un éléve de
la classe est absent »

IInous faut un autre quantificateur pour traduire « il existe au moins un ».
On pourrait noter ce quantificateur —V, car il est simplement la négation du
quantificateur universel. Mais pour simplifier la notation, on utilisera le
symbole 3 (un Ea l'envers).

O Amis germanistes je vous laisse trouver d'ou vient cette notation...

Et oui 3 vient de l'allemand Existieren (« exister » en frangais).

J s'utilise exactement de la méme fagon que V.

Exemple :

P3«E|IER,.T2 =1»

La proposition P se lit « Il existe au moins un nombre réel :r dont le carré est égala 1. ».

Voyez comme la notation mathématiques est plus pratique !

On peut utiliser deux quantificateurs (ou plus) dans une méme proposition. Dans ce cas l'ordre des quantificateurs est important.

Exercice 10 :
Traduisez en francais les proposition P et Q et donnez leur valeur de vérité :

P:¥reMdyeM <y
Q:dyeNVYreN <y

O Pour rappel B est l'ensemble des nombre entiers positifs : 0, 1, 2, 3...

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

La proposition P signifie « Pour tout entier naturel x, il existe un entier naturel y strictement supérieur a x. »

La proposition P est vraie (d'aprés le second axiome de Peano)
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La proposition Q signifie « Il existe un entier naturel strictement inférieur a tous les entiers naturels »
La proposition Q est fausse. Pour le prouver, on peut utiliser un contre exemple. En effet il n'existe aucun entier naturel
strictement inférieur a 0. (d'apres le troisiéme axiome de Peano)

En savoir plus sur les axiomes de Peano (Wikipédia)

Ces deux propositions siproches en apparence n'ont donc absolument rien a voir !
Retenez donc que changer la nature ou l'ordre des quantificateurs change le sens de la proposition.

Raisonnons !

Nous avons maintenant tous les outils en main pour réaliser des raisonnements mathématiques complets.

Un raisonnement permet d'établir une proposition a partir d'une ou de plusieurs propositions initiales admises (ou précédemment
démontrées) en suivant les régles de la logique.

Nous allons dans cette dernicre partie détailler quatre "types" de raisonnement, quatre "méthodes" pour démontrer une
proposition :

Trouver un exemple ou un contre-exemple
Démontrer la contraposée

Raisonner par l'absurde

Raisonner par récurrence

Ces différentes formes de raisonnements devront s'appliquer dans des cas bien particuliers.

Pour montrer qu'une proposition de la forme 4 & ﬂ? P{_-r} est vraie, on cherche un x pour lequel P(x) est vraie. C'est donner
un exemple.

Exercice 11 :
P«dre M,y e M Iz e N,x? =42 + %>

Démontrez que P est vraie.
Correction :
Secret (cliquez pour afficher)
Soient x=15,y =4,z=3.
X,y et zvérifient X =y?+ 7> (car 25=16+9)

Donc la proposition P est vraie.

Pour montrer qu'une proposition de la forme ' & QIP{Q:} est fausse, on montre que sa négation Jr & ﬂf'ﬁF{_r} est
vraie. C'est donner un contre-exemple.

Exercice 12 :

Soit P la proposition « ¥, € M, n? + 1 est un nombre premier »
Démontrez que P est fausse.

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)
Pour démontrer que P est fausse on va montrer que —P est vraie.

P est la proposition 3, € M, n? 4+ 1 n’est pas un nombre premier

Soit n=3.
n?+1=10
10 n'est pas un nombre premier.
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i n est un exemple de la proposition —P.
n est un contre-exemple de la proposition P.

Donc la proposition P est fausse.

J’espere que vous vous souvenez de la table de vérité de 'implication ! Comment ¢a non ?! Je vous laisse la retrouver (dans
pere q mp ¢

votre esprit sipossible sinon plus haut sur cette page) avant de passer a l'exercice suivant...

Exercice 13 :
Soient P et Q deux propositions.
Montrer que P = Q équivaut a ~-Q = —P

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

Vous l'avez deviné, on utilise une nouvelle fois une table de vérité pour justifier cette équivalence.
q

111]0 [0 |1 1
1100 (1 |O 0
oj1 |1 (o |1 1
0101 |1 |1 1

Donc P = Q équivaut a ~Q = —P.

Définition :
La proposition ~Q = —P est appelée proposition contraposée de la proposition P = Q.

Une proposition et sa contraposée sont équivalentes, ce qui signifie que I'on peut démontrer 'une pour démontrer l'autre. On
souhaite par exemple montrer que P = Q. Le raisonnement par contraposée consiste a prouver que ~Q = —P.

Exemple :
Pour démontrer que « S'il pleut, alors le sol est mouillé », je vais démontrer que « Sile soln'est pas mouillé, alors il ne pleut pas ».

Exercice 14 :
Démontrez la proposition P : ¥ & I, si n2 est pair, alors 7z est pair.

Indication 1 : Soit n un entier naturel.

* nest pair < Jk € Z.n = 2k

°* nestimpair< dkeZn=2k+1

gF Indication 2 :
On note @, I'ensemble des entiers relatifs c'est a dire ..., -4, -3,-2,-1,0, 1, 2,3, 4, ...

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

On réalise cette démonstration par contraposition. Ainsi plutét que de montrer que si ;2 est pair, alors 1 est pair. Nous
allons montrer que siz est impair alors 52 est impair.


http://sciences.v3.siteduzero.com/tutoriel-3-654283-introduction-a-la-logique-mathematique.html?pdf=1#
http://sciences.v3.siteduzero.com/tutoriel-3-654283-introduction-a-la-logique-mathematique.html?pdf=1#
http://fr.openclassrooms.com

Introduction a la logique mathématique

17/25

n est impair = dk € Z,n = 2k 4 1 (d'apres lindication)

n est impair = dk € E, n = {2,1;, + ]_}2 (on éléve au carré)

n est impair = 3k € Z, n? = 2k + 2k + 1 (on développe)

n est impair = 3k € Z,n? = 2{&2 + k) + 1 (on factorise)

n est impair = dm € Z, n = 2m -+ 1 (kest un entier relatif, donc k* + k est aussiun entier relatif)
n _est impair = n? est impair (d'aprés lindication)

n2 est pajr = 1 est pEIiI (par contraposition)

On obtient le résultat demandé.

@ A quoi bon mettre de l'absurdité dans un raisonnement logique ?!

Drole d'idée en effet ! Mais rassurez-vous, le raisonnement par l'absurde (comme
son nomne l'indique pas) n'a rien d'absurde. Il est méme tout ce qu'ily a de plus
logique ! @

Ce raisonnement repose sur le principe du Tiers-exclus, a savoir que siune
proposition n'est pas fausse, alors elle est vraie.

Imaginons par exemple que vous savez que quelque chose est vrai, mais vous ne LIABSURDE
savez pas le démontrer. En raisonnant par 'absurde vous allez commencer par
admettre par hypothése que cette chose est fausse. Puis en suivant les régles de NE IUE PAS

la logique vous allez développer les conséquences de cette hypothése et aboutir
a une contradiction irréfutable (comme 1 =2, ou 2 et 4 sont premiers entre eux).
Vous allez en déduire que votre hypothése de départ est nécessairement fausse,
c'est a dire que la chose que vous vouliez démontrer n'est pas fausse, donc qu'elle est vraie.

Définition :
Le raisonnement par 'absurde est une forme de raisonnement logique. Il consiste

e soit a démontrer qu'une proposition A est vraie en prouvant l'absurdité de la proposition —A
e soit a démontrer qu'une proposition A est fausse en déduisants logiquement des conséquences absurdes

Voyons maintenant le raisonnement par I'absurde dans toute sa splendeur a travers 'un de ses exemples les plus classiques :

l'irrationnalité de ‘\/E )

Exemple :
On souhaite démontrer que la proposition P est vraie.

P:«4/2 est un nombre irrationnel »

On raisonne par 'absurde. On va donc montrer que la proposition —P est absurde.

~P se traduit par « /9 gt un nombre rationnel
Si ﬁ est rationnel, il peut se mettre sous la forme d'une fraction.

I}
Cestadire da € Z, db € £, ‘\/’_ = E avec a et b premiers entre eux.
On simplifie cette égalité :

2
e e Z.dbec F.2 = a_z(on éleve au carré)
? L] b
Ja € Z,3b € Z, 2b% = a? (par produit de b?)

Donc a? est pair, donc a est pair (c¢f démonstration par contraposée du paragraphe précédent)
Donc dk £ Zoa= 2k (propriété vue précédemment)

En remplacant dans I'égalité précédente, on obtient 3 £ Z, Ik € £, M2 = {2};}2
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Ja € 2,3k € Z,20" = 4k”

Ja € Z,3k € Z,b* = 2k

Donc b? est pair, donc b est pair ce qui est impossible car a est pair et que a et b sont premiers entre eux.
On aboutit & une contradiction.

Donc la proposition —P est fausse.

Done 4/2 est 1un nombre irrationnel

Dans le cas ou la proposition a démontrer est de la forme P = Q, raisonner par I'absurde consiste a démontrer que la proposition
P A —Q est fausse. Pour se faire, on suppose que P est vraie et que Q est fausse, on développe les conséquences et on montre
que l'on arrive a une contradiction.

Exercice 15 :
Démontrez que sivous rangez (n+1) pulls dans n tiroirs distincts, alors il y a au moins un tiroir contenant 2 pulls.

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

On résonne par l'absurde.

Supposons qu'iln'y a aucun tiroir contenant 2 pulls ou plus.
Cela signifie que tous les tiroirs contiennent soit 1 pull soit 0 pull.

Il faudrait donc au minimum n+1 tiroirs pour ranger n+1 pulls.
Ce quiest absurde puisque l'on ne dispose que de n tiroirs.

Donc il y a au moins un tiroir contenant 2 pulls.

Exercice 16 :
- . . 3 . .
Montrez en utilisant un raisonnement par I'absurde que ', & M. n” est pair = n est pair

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

11 faut montrer que « n? est pair » ET « n est impair » aboutit & une contradiction.
Soit n? un nombre pair.

On suppose que n n'est pas pair, c'est a dire n est impair.

Donc 3’ € Z,n = 2k’ + 1

Or n? est pair, donc Jf &£ E?'ﬂ_z = 2k
Donc 3 € Z, A = Z, {EFEF + 1}2 = 2k

Ik € 2,3k € Z,4K"™ + 4K" + 11= 2k
ke Z,I € Z,2(k” + &) + 5 =

Ok’ € Z, done (k2 + k') € Z
Done 2(k"2 4+ k') + % ¢Z

Donc k ¢ Z
Or par définition, §; & F,

D'ou contradiction.
Donc I’hypothése de départ est fausse.

Donc ', € M, n? est pair = n est pair

Cet exercice nous a permis de voir que plusieurs méthodes différentes permettaient de démontrer une méme propriété (ici en
utilisant soit la contraposée, soit un raisonnement par l'absurde).


http://sciences.v3.siteduzero.com/tutoriel-3-654283-introduction-a-la-logique-mathematique.html?pdf=1#
http://sciences.v3.siteduzero.com/tutoriel-3-654283-introduction-a-la-logique-mathematique.html?pdf=1#
http://fr.openclassrooms.com

Introduction a la logique mathématique 19/25

Permettez-moi un petit exemple d'introduction.

Monsieur Pognon est un entrepreneur un peu particulier, il a lancé il y a peu un nouveau forfait téléphonique aux tarifications
alléchantes.
Sur le site internet qui présente l'offre, on peut lire :

« Les appels sont facturés a la minute.

Le prix d'un appel correspond au prix de la derniére minute.

Le prix d'une minute correspond au double du prix de la précédente minute augmentée d'un
centime.

Ainsi un appel d'une minute ne vous coiitera que 0,01 € (2 x 0 + 0,01)

Un appel de deux minutes ne vous coiitera que 0,03 € (2 x 0,01 + 0,01)

Un appel de trois minutes ne vous coiitera que 0,07 € (2 x 0,03 + 0,01)

Et ainsi de suite... »

Les tarifications de M. Pognon

Hum. Je ne sais pas vous, mais j'ai comme l'impression que cette tarification attractive (quoique un peu obscure) cache une belle
amaque...

Pour en avoir le coeur net je vous propose de trouver une formule donnant le prixd'un appel d'une durée quelconque (sans avoir
a multiplier le prixde la minute précédente par deux et ajouter un centime). Ceci s’avérera bien pratique pour calculer le prixd'un
appel de 15 minutes, d'une heure, et pourquoi pas plus !

On note x, le prixen centimes d'un appel de 7 minutes.
D'apres le site internet de l'offre, on a donc :

uy =1

up=2xu1+1=3
uz=2xus+1=7
ug=2xuz+1=156
us =2 xug+1=31

Tiens, ily a comme une logique dans cette suite de nombres. En effet il semble qu'en ajoutant 1 a chaque valeur, on obtient les
puissances successives de 2 :

u+1=14+1=2=2¢
ur+1=3+1=4=22
uz+1=T+1=8=2%
ug+1=15+1=16 =2
us+1=314+1=32=2°

O La propriété est valable aussipourn=0:
wg+1=04+1=1=2"

Nous allons supposer que cette propriété est vraie pour tout n. Cette remarque se formalise alors de la sorte :

Yne M u,+1=2"

Ce quinous permet d'exprimer .y, uniquement en fonction de 11 : ¥ € N-.. Uy = ar _ 1.
Nous pouvons donc maintenant calculer de maniére simple le prixd'un appel de 15, 60 ou 180 minutes !

pour n=180 !

@ Mais attends, ce n'est pas parce que cette propriété est vraie pour n=0, n=1, n=2, n=3, n=4 et n=5 qu'elle est aussi vraie
Cecin'est pas une démonstration !

Bonne remarque @
Clest a ce moment qu'intervient le raisonnement par récurrence.

On considére la propriété P{n} VneMu, =2" -1
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On va supposer, par hypothése, que pour un certain 11 la propriété P{n} est vraie.
On calcule alors tp41.

Un+1 = 2 X Uy + 1(Par définition)

Untl = 2 X {:2"' — 1] + 1 (Par hypothése)
Un+1 =2n+1 - 2"‘1

Upt1 = 5_,’“"'1 — ] clest a dire P(n, + l]est vraie

Nous venons de démontrer que si P{n) est vraie, alors P{ﬂ + 1) est vraie.

Or P(0) est vraie. Donc P(1) est vraie. Donc P(2) est vraie. Donc P(3) est vraie. [...] Donc P(200) est vraie.
La propriété est donc vraie pour tout 7i entier naturel (C'est ce que l'on appelle le principe de récurrence).

Nous pouvons maintenant calculer le prixd'un appel de 15 minutes :

w1y = 2'° — 1 = 32767
Un appel de quinze minutes cotte donc 327, 67€ ! Je vous laisse imagirer calculer pour un appel
d'une heure ou plus !

Définition :
Un raisonnement par récurrence permet de montrer qu'une propriété est vraie ou qu'elle est fausse pour tous les entiers a partir
d'un certain "rang".

La forme générale des propriétés que nous allons démontrer par récurrence est :
(¥n € N)n>, P(n)

Pour se faire il faudra démontrer les deux points sidessous :

> P(k)
Clest l'nitialisation. On montre que la propriété est vérifiée au rang k.
* (Vn € N)poi, P(n) = P(n + 1)
Clest I'hérédité. On montre que si la propriété est vraie au rang n, alors elle est vraie au rang n+1. (On montre une
implication)
Pour terminer la démonstration, il suffit alors d'indiquer que d'aprés le principe de récurrence, ces deux conditions prouvent la
propriété (Yn € N)pok, P(n)

Voici une illustration visuelle d'un raisonnement par récurrence :

Etape 1 : on montre que le premier domino tombe (k=1).

Etape 2 : on montre que la chute du domino n entraine la chute du domino n+1.
Etape 3 : on en déduit que tous les dominos tombent.

dit
s CH— i ' Hérédite : Conclusion :
Initialisation: IlI La chute du deming n Illll X
Tous les domings tombent
T

Le domino 1 tombe. entraine la chute dudamine n+l. ey ]

¥
‘ = : 1 1 | I I II 3 13 14 15
1 2 3 4 5 6 7 8

g i 1

Le principe de récurrence
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L'image des dominos ne doit pas vous poser de probléme, et en maths ¢a donne quoi ?

Exemple :

n(n +1)
Montrons que ¥r € M*, E p= —5

P_
T
On note E P(ctonlitsommedelan)lasomme] +24+34+... 4+ n
(\I p=1
= Pour en savoir plus sur cette notation, je vous invite a lire le tutoriel de GEoM117 .

On note p* I'ensemble B privé de 0.

Pas de panique, ne vous laissez pas inquiéter par tous ces symboles mathématiques ! Il suffit de suivre les 3 étapes du

raisonnement.
Ftape 1 : Initialisation

Montrons que la propriété est vraie pour n=1.
On calcule séparément les deux termes de I'égalité.

PUE I
(n+n 1x2 _
2 2

Donc I'égalité est vérifiée au rang n=1.

Etape 2 : Hérédité

n(n+1)
On suppose que pour un certain n, Z P = 5 (c'est a dire que n vérifie notre égalité).
1 p=t
Liny
(n+Dn+2) y o
Montrons alors que Z p= 5 (c'est a dire que n+1 vérifie notre égalité).
p=1

Pour écrire la deuxiéme expression, il suffit de substituer n+1 a n dans la premiére expression.

Puis, on démontre I'¢galité :

n+1 T

Z p= Z p+ {n + 1} (d'apres la définition de la somme)
p?-ji p=1

ZP = MHT—I_U + {ﬂ, + 1} (par hypothése de récurrence)
p=1

ez nn+1) 4+ 2(n+1)

ZP = 2

n+1

Z p= ﬂ a 1}2{ ot 2} (on factorise)

On obtient bien I'égalité demandée.
On en déduit que sin vérifie I'égalité, alors n+1 vérifie aussi l'égalité.

Etape 3 : Conclusion

On conclue que d'apres le principe de récurrence, 'égalité est vérifiée pour tous les n différents de 0.
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= 1
Clest & dire ¥n eN*,Zp — @

p=1

Oui, c'est maousse costaud !

Je vous conseille de relire plusieurs fois cet exemple pour bien comprendre la démarche de résolution. Puis, c'est & vous de jouer
!

Exercice 17 :

TE
Démontrez par récurrence que Yn e N* Z{:Zp — 1} = ﬂ2

r=1
T

Z{Zp—l}={2x1—l}—l—{2x2—1]—|—{2x3—1}—|—...—I—{Exn—l}

p=1
On rappelle aussi que (ﬂ, + ]_)2 = nﬂ + 241

Correction :
Secret (cliquez pour afficher)

In}ltialisation :pourn=1

Y p-1)=@2x1-1)=1
p=1

n’=1*=1

Donc l'égalité est vérifiée pour n=1.

T
Héréditié : On suppose que pour un certain n, Z{E}J — 1} = ﬂz

n+1 p=1
Montrons alors que Z(E}J — 1} = {ﬂ + ]_]2
p=1
nt+l T
Z(Zp — 1] = Z{Zp — 1) + 2'[:11 + 1) — 1 (d'apres la définition de la somme)
AT =
Y (2p—1) =) (2p — 1) + 2n + 1(0n développe)
S =t
Z{z‘p — 1] —n?4+2n+1 (Par hypothése de récurrence)
A
Z{Z‘p — 1] = {n + 1}2 (On factorise)
p=1
On obtient I'égalité demandée.
Conclusion : d'aprés le principe de récurrence ¥ € N*.I. E{z’p — 1} = n2
p=1

Sivous avez buté, ce n'est pas grave. Il faudra stirement vous entrainer encore pour étre a l'aise avec les différentes
étapes de ce raisonnement.
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Q.C.M.

Le premier QCM de ce cours vous est offert en libre acces.
Pour accéder aux suivants

Connectez-vous Inscrivez-vous
On appelle disjonction exclusive des propositions P et Q, et on note P VV Q la proposition qui corresponda (P vV Q) A ~(P A Q)
Complétez la table de vérité cidessous :

O1100
O1001
Qo110
Ot111o0
Qoo11

A quelle proposition correspond le symbole % ?

OAAB
OAVB
OA=B

On considére les deux propositions suivantes :
P : « Kévin gagne la partie »
Q: « Kévin est content »

Parmi les propositions suivantes, laquelle n'est pas équivalente aP=Q?

O Il suffit que Kévin gagne la partie pour qu'il soit content
O I est nécessaire que Kévin soit content pour qu'il gagne la partie

(O Si Kévin gagne la partie, alors il est content

O H est nécessaire que Kévin gagne la partie pour qu'il soit content.

1)1 ?
110 ?
0]1 ?
010 ?

1 1
1 1
0 1
0 0

(O 1l faut que Kévin soit content pour qu'il gagne la partie

Le raisonnement suivant est-il correct ?

« Tous les éléves sont charmants. Or Marc est charmant. Donc Marc est un éléve. »

O Vrai
O Faux

Soient P et Q deux propositions.

Quelle est la contraposée de la proposition P= Q ?

OQ=r
O-PvQ

(concours ESIEE 2010)


http://sciences.v3.siteduzero.com/connexion
http://sciences.v3.siteduzero.com/inscription
http://fr.openclassrooms.com

24/25

Introduction a la logique mathématique
e O—-Q=-p
° O Pe Q

Traduire en frangais la proposition P.

Pi«dy e M. Vre M.z < y»

e (O Pour tout entier naturel x, il existe un entier naturel y strictement supérieur a x.
e (O Il existe un entier naturel y strictement supérieur a tous les entiers naturels.
e (O For any integer x, there exists a natural number y strictly upper than x.

e (O Il existe un entier naturel y supérieur ou égal a tous les entiers naturels.

Etablir la valeur de vérité de la proposition suivante :

Pz eRVy eR z=y < 1° =y>»

e (O Pest vraie
e ()P est fausse
e (O P n'est pas une proposition

Correction !

Statistiques de réponses au Q CM

Vous voila maintenant initiés aux bases de la logique mathématique ! Sivous souaitez approfondir ce sujet, il exite plusieurs
systémes de logique

Logique combinatoire

Logique floue

Logique intuitionniste (rejet de la régle —A = A ce qui rend par exemple impossible un raisonnement par I'absurde)
Logique substructurale

etc.

N’hésitez pas a poser toutes vos questions dans les commentaires du tutoriel, j'y répondrai avec grand plaisir.

A bientot @

HES
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