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1 Notions sur les ensembles

1 Notions sur les ensembles

1.1 Deéfinitions

Un ensemble est une collection d’objets appelés éléments. Les ensembles sont représentés en
lettres majuscules (A, B...) et les éléments, en lettres minuscules (z, y...).
Il peut se représenter sous la forme accolade : A = {...}, par :

o extension : liste de ses éléments séparés des ",",

o compréhension : bréve description ou propriété caractéristique de ses éléments.

La notation {z; ...} signifie "ensemble des valeurs x telles que ...".
Les éléments de A = {1,2} sont 1 et 2.
OnaA={z; 22=1} ={-1,1}.
On peut écrire A = {numéros affichables par un dé} = {1,2,3,4,5,6}.

Soit A un ensemble. L’appartenance d’un élément x a A s’écrit 2z € A (prononcer "z appar-
tient & A"). La non appartenance d’un élément = a A s’écrit « ¢ A (prononcer "x n’appartient

pas a A").

Quand x € A, on dit aussi que "x est élément de A", "x est dans A" ou "A posséde z".

Soit A=1{1,2,3}.Onalec Aetd¢ A

Soient A et B deux ensembles. L’égalité de A et B se note A = B (prononcer "A égal B").
Elle est caractérisée par I’équivalence : A = B si, et seulement si, pour tout x € A, on a

x € B et, pour tout € B, on a x € A. La non égalité de A et B se note A # B (prononcer

"A différent de B").

Autrement dit, deux ensembles sont égaux si, et seulement si, ils ont exactement les mémes éléments.
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1 Notions sur les ensembles

Soient A ={1,2} et B={1,2,1,1,1,1,2}. On a A = B.

Soient A et B deux ensembles. L’inclusion stricte de A et B se note A C B (prononcer "A
inclus strictement dans B"). Elle est caractérisée par 1'équivalence : A C B si, et seulement
si, pour tout x € A, on a x € B, et il existe un y € B tel que y &€ A.

La non inclusion stricte de A et B se note A ¢ B (prononcer "A non inclus strictement dans

B”).

L’inclusion stricte de A et B se note parfois "A C B".

‘ Si A et B sont deux ensembles tels que A C B, alors A est appelé partie de B.

Une partie de A est parfois appelée "sous-ensemble de A".

L’inclusion (non stricte) de A et B se note A C B (prononcer "A inclus dans B"). Elle est

caractérisée par I’équivalence : A C B si, et seulement si, pour tout x € A, on a x € B, ou

A=DB.

Autrement dit, on a A inclus dans B si, et seulement si, tout élément de A est aussi élément de B.

SiAC Bet BC A, alorsona A=B.

L’ensemble vide est I’ensemble ne contenant aucun élément. Il est noté <.

Pour tout ensemble A non vide, on a toujours 'inclusion @ C A.

OnaA={z; z<0etz>0}=0.

‘ Un ensemble & un seul élément est appelé singleton. ‘

‘ L’ensemble des entiers est ’ensemble contenant les entiers 0, 1, 2.... Il est noté N. ‘

On pose N* = {entiers non nuls}.

L’ensemble des entiers relatifs est ’ensemble contenant les entiers 0, 1, 2...ainsi que —1,

—2.... 11 est noté Z.
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1 Notions sur les ensembles

Les entiers 0, 1, 2...sont parfois appelés entiers relatifs positifs, et les valeurs —1, —2...sont
appelées entiers relatifs négatifs.

On pose Z* = {entiers relatifs non nuls}.

L’ensemble des nombres réels est ’ensemble contenant tous les nombres positifs, négatifs ou

nuls, ayant une représentation décimale finie ou infinie. Il est noté R.

OnagcNCZcCR.

4 1
-12,5, -, ——— R.
Ona{ ,5,5, 1000,7[‘}C

Soient a € R et b € R tel que a < b. On appelle intervalle tous les ensembles suivants :
o [a,b] = {x € R; a <z <b}.

o ]a,bf ={z €R; a <z < b}.

o [a, b ={z €R; a <z < b}.

o Ja,b) ={zx €R; a <z <b}.

o [a,0] ={z € R; a < z}.

o Ja,o0[ ={z € R; a < z}.

o]—o0,al={zxeR; z<a}.

o]—o0,al ={zeR; x<a}.

Les réels a et b sont appelées extrémités de l'intervalle [a, b].
On a [1,2] C Ry.
On a |1,2[C [1,2].
On a [1,00[ ¢ [0, 8].

On pose

o R* = {nombres réels on nuls}.

o Ry = {nombres réels positifs} = [0, co].

o R_ = {nombres réels négatifs} =] — oo, 0].

o

R* = {nombres réels positifs non nuls} =]0, oo[.

(e]

R* = {nombres réels négatifs non nuls} =| — oo, 0[.
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1.2 Opérations sur les ensembles

Soient A et B deux ensembles. On appelle réunion de A et B ’ensemble des éléments qui

appartiennent & A ou B. Il est noté AU B (prononcer "A union B").

L’ensemble AU B est caractérisée par I'équivalence : x € AU B si, et seulement si, x € Aouz € B.

" n’est pas exclusif; x peut appartenir a la fois 4 A et B.

Le mot "ou
Pour tout A C B, on a AU B = B. En particulier, on a AU @ = A.

La partie colorée du diagramme suivant, appelé diagramme de Venn, représente AU B :

Soient n € N* et (Ag)reqi,...ny une famille d’ensembles. La réunion des (Ay)peqi, .. n) €st

I'ensemble des éléments qui appartiennent & A;, ou Ag, ..., ou Ay. Il se note | J;_; Ay.

L’ensemble (J;_, A, est caractérisé par 1'équivalence : z € | J;_; Ay si, et seulement si, il existe au

moins un k € {1,...,n} tel que x € Aj. Autrement écrit,
n
UJAe=4104u0...UA4,.
k=1

Soient A = {1,2}, B=1{2,3,4,5} et C ={1,2,6}. On a
AUBUC ={1,2YU{2,3,4,5} U{1,2,6} = {1,2,3,4,5,6).
Soient A =[1,2[, B=[2,5[et C =[3,6]. Ona AUBUC = [1,2[U[2,5][U[3,6]= [1,6].
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Soient A et B deux ensembles. L’intersection de A et B est I’ensemble des éléments communs

a Aeta B.Ilest not¢ AN B (prononcer "A inter B").

L’ensemble A N B est caractérisé par 'équivalence : x € AN B si, et seulement si, x € A et z € B.
Pour tout A C B,ona AN B = A. En particulier, on a ANZ = &.
Soient A ={1,2} et B=1[2,3[. Ona AN B ={1,2} N[2,3[={2}.

La partie colorée du diagramme suivant représente AN B :

Deux ensembles A et B sont dit disjoints si, et seulement si, on a AN B = &.

Soient A = {1,2} et B = {3}. Ona AN B = {1,2} N {3} = @. Par conséquent, A et B sont

disjoints.

Soient n € N* et (Ag)req1,...ny une famille d’ensembles. La réunion des (Ag)req1,...n} €st

77777

I'ensemble des éléments communs & Aj, et A, ..., et A,. Il se note (;_; Ag.

L’ensemble (;_; Aj est caractérisé par 1'équivalence : x € (;_; Ay si, et seulement si, pour tout

ke{l,...,n}, on ax € Ag. Autrement écrit,

ﬂAk:AmAzm..ﬂAn.

k=1
Soient A = {1,2}, B=1{2,3,4,5} et C =[2,3[. Ona ANBNC = {1,2}N{2,3,4,5}N[2, 3[= {2}.
Soient A = {nombres impairs}, B = {nombres multiples de 3} et C' = [1,20]. On a

ANBNC = {3,9,15}.
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1 Notions sur les ensembles

Les ensembles (Ak)k€{17.,,’n} sont dit disjoints deux a deux si, et seulement si, pour tout

Ee{l,...,n}ettout l € {1l,...,n} telque k #1l,ona Ay N A = 2.

Soient A, B et C trois ensembles. On a
o (AUB)NC=(ANnC)U(BNCO).
o (ANB)UC =(AUuC)N(BUCQC).
La partie colorée du diagramme suivant représente a la fois (AUB)NC et (ANC)U(BNC), illustrant

ainsi ’égalité du premier point :

N

Soient n € N*, (Ak)ke{l,...,n} une famille d’ensembles et B un ensemble. On a
o (Up=1 4Ax) N B = U (A4 N B).
o (Nr—; Ax) UB =i, (Ax UB).

Soit E' un ensemble. L’ensemble des parties de E est noté P(E) (prononcer "P de E"). Il
est défini par

P(E) = {A; AC E}.

L’ensemble des parties de E est parfois noté B(E) ou P(E).

On aP({1,2,3}) ={@,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}.
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Soit E un ensemble. Soient n € N* et (Ay)peqi,... n) une famille de parties non vides de E.

On dit que (Ag)ge(i,...,n) forme une partition de E si, et seulement si,
o pour tout k € {1,...,n} et tout I € {1,...,n} tel que k # 1, ona Ay N A = 2.

oonalj,_, A =E.

Soient A = {1,2}, B ={3,4,5} et C = {6,7}. Comme ANB =0, ANC =g et BNC = &,
avec AUBUC = {1,2}U{3,4,5}U{6,7} ={1,2,3,4,5,6,7}, la famille (A, B, C') forme une partition
de E = {1,2,3,4,5,6,7}.

Soient A = {1,2} et B = {2,3}. La famille (A4, B) ne forme pas une partition de £ = {1,2, 3}
car ANB = {2} # @.

Un exemple graphique de partition est donné ci-dessous :

Soient E un ensemble et A est une partie de E. Le complémentaire de A dans F est I’ensemble

des éléments de E qui ne sont pas dans A. Il est noté CgA.

L’ensemble Cg A est caractérisé par ’équivalence : x € CgA si, et seulement si, x € F et © & A.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur E, le complémentaire de A est noté C'A, ou A, ou A°.
Par définition, on ad= A ANA=0et AUA=E.

Soient A = {1,2} et £ ={1,2,6}. On a CpA = {6}.

Soient A = {1,2} et E =R. On a CgA =] — o0, 1{U]1, 2][U]2, o[-
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1 Notions sur les ensembles

Soit A = {0}. On a A = R*.

La partie colorée du diagramme suivant représente Cp A :

Soient A et B deux ensembles. On a

I
|
o

o AUB

N
U

|
|

o ANB=

Soient n € N* et (Ak)keq1,....ny une famille d’ensembles. On a
o Upz1 Ak = Ni=y Ak
o Mzt Ar = Upzy Ak

Soient F un ensemble, et A et B deux parties de E. La différence de A et B est 'ensemble

des éléments communs & A et & B. Il est noté A\B (ou A — B) (prononcer "A moins B").

L’ensemble A\ B est caractérisé par I’équivalence : x € A\B si, et seulement si, v € A et x & B.
On peut remarquer que A\B = AN B.

Soient A = {1,2} et B =1{2,3,4,5}. On a A\B = {1}.

Soient A =7 et B =] — 00,0]. On a A\B = N*.

Soient E et F' deux ensembles. Le produit cartésien de E et F' est ’ensemble de tous les
couples, dont la premiére composante appartient & F et la seconde a F'. Il est noté E x F

(prononcer "E croix F'").
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1 Notions sur les ensembles

Autrement dit, E X F est défini par E x F = {(z,y); t € E, y € F}.
On note E x E = E?. En particulier, R2 =R x R et N> = N x N,
On a {0,1} x {1,2,3} = {(0,1), (0,2), (0,3), (1,1), (1,2), (1,3)}.
La partie colorée du diagramme suivant représente A x B avec A = [1,4] et B = [2,4] :

Y,
5+

~ 4A»

Bl 3+ ' Ax B

—_
[N}
w

L o~ 1
o+
S

Soient n € N* et (Ek)peq1,..ny une famille de n ensembles. Le produit cartésien de

(Ek)kef1,...n) €St noté By X ... x E,. Il est défini par

Eyx...x E, ={(x1,...,zy,); pour tout k € {1,...,n},on a xz; € Ex}.

On note parfois

n
Elx...xEn:HEk
k=1

ou By X ... X By = Xpeqr,.. o} Bk En particulier, si tous les ensembles sont égaux, alors on pose

E1X...XE1:E?.
~—_——

n ensembles

C. Chesneau 13
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1.3 Introduction au dénombrement

On dit qu’un ensemble est fini s’il est vide ou s’il contient un nombre fini d’éléments distincts deux

A deux.

Dénombrer un ensemble fini non vide consiste & déterminer le nombre de ses éléments.

On dit qu'un ensemble est dénombrable si on peut indexer ses éléments par les entiers naturels.

Soit E un ensemble fini. Le nombre des éléments de E est appelé cardinal de E. Il est noté

Card(E).

Soient A = 0, B = {1,2,3,4,5,8,9} et C = {mois dans une année}. On a Card(A) = 0,
Card(B) =7 et Card(C) = 12.

Soient A et B deux ensembles finis. On a

Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(A N B).

En particulier, si A et B sont disjoints, alors Card(A U B) = Card(A) + Card(B).
Soient A et B deux ensembles tels que Card(A) = 4, Card(B) = 3 et Card(AN B) = 1. La
formule du crible implique Card(A U B) = Card(A) + Card(B) — Card(ANB) =4+3—1=6.

Soit F un ensemble. Soient A et B deux parties de E. On a

o

Card (A) = Card(E) — Card(A),

e}

Card(A) = Card(A N B) + Card (AN B),

o

Card(A\B) = Card(A) — Card(A N B),

o si A C B, alors Card(A) < Card(B).
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1 Notions sur les ensembles

Dans un cadre concret, pour rédiger la réponse d’un probléme de dénombrement, 1'utilisation des
cardinaux n’est pas obligatoire; cela peut se faire par le biais de phrases.

Dans un lot de 15 produits, on extrait au hasard, successivement et avec remise 2 produits. On
suppose que le nombre de possibilités pour tirer 2 produits est 225, et que le nombre de possibilités pour
ne tirer aucun produit défectueux est 144. On cherche a calculer le nombre de possibilités pour tirer
au moins un produit défectueux. Le nombre de possibilités pour tirer au moins un produit défectueux
est égal au nombre de possibilités pour tirer 2 produits moins le nombre de possibilités pour ne tirer
aucun produit défectueux, donc 225 — 144 = 81.

Raisonnement utilisant les cardinauz : on pose A={tirages avec remise de 2 produits contenant au
moins un produit défectueux}. On cherche & calculer Card(A). Comme la définition de ’ensemble A
fait apparaitre "au moins un", il est arrangeant de considérer son complémentaire. On a A= {tirages
avec remise de 2 produits ne contenant aucun produit défectueux}= CgA ou E ={tirages avec remise

de 2 produits}. Par conséquent, on a Card(A) = Card(E) — Card (A) = 225 — 144 = 81.

Soient £/ un ensemble fini, n € N* et (Ax)peq1,.. ny une partition de £. On a

Card(E) = i Card(Ag).
k=1

On considére une situation qui nous améne a faire un choix parmi n cas différents et exclusifs :
le cas 1, ou le cas 2, ..., ou le cas n. Si, pour tout k € {1,...,n}, il y a ug possibilités pour

le k-éme cas, alors le nombre total de possibilités est

n
>
k=1

Sur un étalage, il y a 85 fruits dont 50 pommes de la variété Delbard Jubilée, 30 pommes de la
variété Coz Orange Pipin et 5 oranges. Il y a donc 50 4+ 30 = 80 fagons différentes pour choisir une

pomme.
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Soient E et F' deux ensembles finis. On a

Card (E x F') = Card(E) Card(F).

Soient k € N* et (E;);c(1,... ky une famille de k ensembles finis. On a

k k
Card (H E) =[] card(E).

=1

En particulier, on a Card(E*) = (Card(E))".

On considére une situation conjuguant k étapes : une étape 1, et une étape 2, ..., et une
étape k. Si, pour tout i € {1,...,k}, il y a n; possibilités pour la k-éme étape, alors le

nombre total de possibilités est

On le lance 3 fois un dé a 6 faces et on s’intéresse, & chaque lancer, au numéro affiché. Combien
y-a-t’il de possibilités? Il y a 6 possibilités pour le premier lancer, 6 pour le deuxiéme, et 6 pour le
troisiéme. Par le principe multiplicatif, le nombre total de possibilités est 6 x 6 x 6 = 216.

Un code secret se compose de deux symboles : le premier doit étre choisi dans la grille A et le

deuxiéme, dans la grille B.

Grille A
Grille B

' MY
Hlo|®

O | 40| %

On cherche & calculer le nombre de codes différents. I1 y a 10 possibilités pour le premier symbole,

et 3 pour le deuxiéme. Par le principe multiplicatif, le nombre de codes différents est 3 x 10 = 30.
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Soit E un ensemble fini. Une k-liste de E est une liste de k éléments de E. Celle-ci est de la

forme

(e1,...,ex),

ou, pour tout ¢ € {1,...,k}, ¢; € E.

Les éléments d’une k-liste ne sont pas nécessairement distincts deux & deux; ils peuvent apparaitre
plusieurs fois. L’ordre des éléments est important.
On pose E = {1,2,3,4,5}. Alors (1,2,3), (1,2,2), (5,2,1) et (1,2,5) sont des 3-listes de E.

Celles-ci sont toutes différentes; (5,2,1) n’est pas égale a (1,2,5).

Soient (n, k) € (N*)? et E un ensemble fini & n éléments. Le nombre de k-listes de E est nF.
Autrement écrit,

Card({k-listes de E}) = n*.

Combien de numéros de téléphone différents & 8 chiffres peut-on faire 7 Il y a 10 possibilités pour
le premier chiffre, 10 pour le deuxiéme, et ainsi de suite jusqu’au huitiéme. Par le principe multiplicatif,

le nombre de numeéros de téléphone différents a 8 chiffres est 10 x ... x 10 = 10® = 100000000.
————

8 termes
Autre formulation : on s’intéresse au nombre de 8-listes d’un ensemble & 10 éléments. Le résultat est

10% = 100000000.

Soit £ un ensemble fini. Un arrangement de k éléments de E est une k-liste de E constituée

d’éléments distincts deux & deux.

Ainsi, (1,2,3) et (3,2,1) sont deux arrangements de 3 éléments de E = {1, 2, 3}. Ils sont différents :
on a (1,2,3) # (3,2,1). Par contre, (1,3,3) n’est pas un arrangement de 3 éléments de E car deux
éléments sont égaux.

Un arrangement de k éléments d’un ensemble fini F & n éléments se construit par des choix successifs

ordonnés et sans répétition de k éléments parmi n.
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Soient n € N* k € {1,...,n} et E un ensemble & n éléments. Le nombre d’arrangements de

k éléments de E (ou parmi n) est

Af =nx(n—1)x...x (n—k+1).

Autrement écrit,

Card({arrangements de k éléments de E}) = A =nx (n—1) x ... x (n —k+1).

Au jeu du Tiercé, il y a 12 chevaux au départ d’une course, et on ne classe que les 3 premiers ayant
franchi la ligne d’arrivée. On cherche a calculer le nombre de classements différents. Il y a 12 possibilités
pour le premier arrivé, 11 pour le deuxiéme et 10 pour le troisiéme. Par le principe multiplicatif, le
nombre de classements différents est 12 x 11 x 10 = 1320.

Autre formulation : on s’intéresse au nombre d’arrangements de 3 éléments parmi 12. Le résultat est

A3, =12 x 11 x 10 = 1320.

Soient n € N* et £ un ensemble fini a n éléments. Une n-liste d’éléments distincts de E est

appelée permutation de E.

Soient n € N* et E un ensemble fini & n éléments. Le nombre de permutations de FE est

Al =nx(n—1) x...x3x2x 1. Autrement écrit,

Card({permutations de E}) = Al =nx (n—1) x ... x3x2x 1.

Soit E' un ensemble fini. Une combinaison de k éléments de E est une partie a k éléments

de E. Celle-ci est de la forme

{61, .. .,ek},

ou, pour tout i € {1,...,k}, e; € E. Les éléments sont tous distincts deux a deux.

C. Chesneau 18



1 Notions sur les ensembles

Ainsi, {1,2,3} est une combinaison de 3 éléments de F = {1,2,3,4}, {1,2,2} n’est pas une com-
binaison de 3 éléments de E, et {3,2,1} = {1,2,3}.
Une combinaison de k éléments d’un ensemble fini E & n éléments se construit, par exemple, en
choisissant simultanément k éléments parmi n.
Tous les arrangements et combinaisons de 2 éléments de £ = {a,b, c} sont reportés dans le

tableau suivant :

(a,b) (a,c) (b,a)
(b,c) (c,a) (c,b)
Combinaisons {a,b} {a,c} {b,c}

Arrangements

Soient n € N*, k € {1,...,n} et E un ensemble fini a n éléments. Le nombre de combinaisons
de k éléments de E (ou parmi n) est donné par un entier appelé "coefficient binomial" noté

n
< k:> Pour une premiére approche, on le défini par

n\ Ak
k) kx(k—1)x...x2x1

Autrement écrit,

Ak

n n

k)zkx(k—l)x...x2><1'

Card({combinaisons de k éléments parmi n}) = <

Lors d’un spectacle, un magicien demande & un spectateur de tirer au hasard et simultanément
3 cartes dans un jeu standard de 32 cartes. On cherche a calculer le nombre de possibilités.

Comme on s’intéresse au nombre de combinaisons de 3 éléments parmi 32, le résultat est

= 4960.

<32> A3, 32x31x30

3) 7 3x2x1 3x2x1

Soit E un ensemble fini & n éléments. Le nombre de parties de E est 2™. Autrement écrit,

Card (P(E)) = 2".
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1.4 Application - fonction

Une application f est la donnée de deux ensembles, I'ensemble de départ E et I’ensemble
d’arrivée F', et d’une relation associant & chaque élément x de E un et un seul élément de

F. Cet élément est appelé image de = par f. On le note f(z). On dit alors que f est une

application de F dans F notée f : £ — F.

En général, quand F' = R ou quand F' est un intervalle de R, alors on emploie plutét le terme
"fonction" au lieu de "application".
Quand il n’y a aucun intérét a préciser I'ensemble d’arrivée F', on adopte parfois la notation

"f(zr)=..,x € E".

Le domaine de définition d’une fonction f est I’ensemble de tous les réels x pour lesquels f(z) existe

ou est calculable. Il est noté Dy.

Soit I C R et xg € I. Une fonction f : I — R est dite continue en xg si, et seulement si, on a

lim f(z) = f(zo).

Tr—xT0

Elle est dite continue sur [ si, et seulement si, elle est continue en tout point de I.

On présente ci-dessous plusieurs fonctions f : E — F' usuelles avec £ =Dy et F' C R.
Les fonctions présentées seront toutes continues sur Dy.
Fonction valeur absolue.
La fonction valeur absolue est application f : R — [0, oo définie par
T six >0,

f(x) = max(z, —z) =
—x siz <O0.

C. Chesneau 20



1 Notions sur les ensembles

Elle est notée f(x) = |z|.

La courbe de f(x) = |z| est représentée ci-dessous :

f(z) = ||
2.5 ¢
2 1
1.5
1 1
DT
2 -1 12
Propriétés de la valeur absolue.
o Pour tout = € R et tout y € R*, on a
x| _ |zl
zy| = || x |yl —| =17
yl 1yl
o On a |z| = a si, et seulement si, z = a ou z = —a.
o On a |z| < a si, et seulement si, —a < z < a.

o

On a |z| > a si, et seulement si, > a ou x < —a.

Pour tout x € R et tout y € R, on a

o

2| = lyll < o=yl < || + |y

Cette inégalité est appelée "inégalité triangulaire".
Fonction puissance entiére.

Soit n € N*. La fonction "puissance entiére" est 'application f : R* — R définie par

f(x) =2
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1 Notions sur les ensembles

Pour n = 2, la courbe de f(z) = 2™ est représentée ci-dessous :

Hz) = a*

Propriétés des puissances entiéres.
Soient x € R* et y € R*.
o Ona ¥ =1.

o Pour tout entier n, on a " =z x ... X z (n fois),

Fonction logarithme népérien.
La fonction "logarithme népérien" est I'application f :]0, co[— R continue, non constante telle que,

pour tout z €0, oo[ et tout y €]0, c0[, on a

flzxy)=f(z)+ fy).

Elle est notée
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1 Notions sur les ensembles

La courbe de f(x) = In(x) est représentée ci-dessous :

Propriétés du logarithme népérien.
o On aln(1) = 0.

o Pour tout x €]0, 0o[ et tout y €]0, 00, on a

In(zx x y) = In(z) + In(y), In <) = In(z) — In(y).

o Pour tout x €]0, 00[ et tout & > 0, on a In (z%) = aIn(x).
Fonction exponentielle.

La fonction "exponentielle" est 'application f : R —]0, oo[ vérifiant

In(f(z)) ==,
fln(z) =z .
Elle est notée
f(z) =¢€"
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1 Notions sur les ensembles

La courbe de f(x) = e est représentée ci-dessous :

flx) =e”
10+
8 1
6 1
4 1
2 1
-2 -1 1 2
Propriétés de I'exponentielle.
o Onae=1.
o Pour tout z € R et tout y € R. On a
—z 1 T+y T Y z TX
et =— eV =¢"xe (") =",
ex ) )

Fonction puissance réelle.

Soit a € R. La fonction "puissance réelle" est I’application f : R} — R définie par

Propriétés des puissances réelles.
3 * *
Soient x € R et y € RY.

o Pour tout réel a > 0, on a

¢ =—, (x xy)* =a% xy*
x
o Pour tout réel a et tout réel 3, on a
% x 2P = goFP, (x%)P = x5,
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1 Notions sur les ensembles

A ces applications élémentaires, il faut rajouter toutes les fonctions circulaires (cosinus, sinus,

tangente. . . ).

Soient F et F' deux ensembles. Soit f : E — F une application. Soient A une partie de F,
et B une partie de F.

o L’image de A par f est un ensemble noté f(A). Elle est définie par

f(A) ={y € F; il existe x € A tel que y = f(x)}.

o L’image réciproque de B par f est un ensemble noté f~'(B). Elle est définie par

f7H(B)={z € B; f(x) € B}.

Ona f(@)=2et f71(2)=09.

Soient E et I deux ensembles. Soit f : £ — F une application. Soient A et B deux parties de F.
On a

o f(AUB) = f(A)U (B).

o f(ANB) C f(A)N f(B).

Soient n € N* et (Aj)geq1,. .y une famille de parties de F. On a
o f (Uk=1 Ar) = Upzr f(AR).
o f(Me=1Ar) € Ny f(Ar).
On considére I'application f : R — [0, oo[ définie par f(z) = y/]z|. On a
f([=4,9]) = f([—4,0[V[0,9]) = f([-4,00) U f([0,9]) =]0,2] U [0, 3] = [0,3].

Soient E et I' deux ensembles. Soit f : E — F une application. Soient A et B deux parties de F.
On a

o [THAUB) = f"Y(A)Uf(B).

o f[THANB)=f"HA)nf(B).
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1 Notions sur les ensembles

Soient n € N* et (Aj)eq1,. n) une famille de parties de F. On a
o f7H Uizt A) = Uiy £ (AR).
o fTM Mz Ak) = M=y FH(Aw).
On a également f~! (4) = f~1(A).
On considére application f : {1,2,3} — {a,b,c,d} définie par f(1) = a, f(2) = c et f(3) =d.
Ona f'({a,b}) = f({a} U{b}) = fFHa)U F(0) = {1} U = {1}.

Soient F et F' deux ensembles. Soit f : £ — F une application. On dit que f est injective

si, et seulement si, l'égalité f(z) = f(y), avec x € E et y € E, entraine = = y.

L’application f : N — [0, oo[ définie par f(z) = 22 est injective.

L’application f : R — [0, oo[ définie par f(z) = 22 n’est pas injective. On a f(1) = f(—1) =1et
1#—1.

L’application f : N — N définie par f(z) = § si = est pair, et f(z) = xTH sl x est impaire n’est
pas injective. On a f(1) = f(2) =1et 1 # 2.

Le diagramme suivant illustre une application f : F — F qui n’est pas injective :

E F

En effet, on a f(a) = f(d) =3 et a # d.

Soient F et F deux ensembles. Soit f : E — F une application. On dit que f est surjective

si, et seulement si, on a f(F) = F.
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1 Notions sur les ensembles

Autrement dit, f est surjective si, et seulement si, pour tout y € F, il existe au moins un ¢ € E
tel que f(x) =y.
L’application f : R — [0, 00[ définie par f(z) = 22 est surjective.
L’application f : N — N définie par f(x) = 2z n’est pas surjective. Par exemple, il n’existe pas
de z € N tel que f(x) = 1.
L’application f : N — N définie par f(z) = % si @ est pair, et f(z) = ZHL si 2 est impaire, est
surjective.

Le diagramme suivant illustre une application f : F — F qui n’est pas surjective :

En effet, pour y = 3, il n’existe pas de x € F tel que f(z) = y.

Soient F et F' deux ensembles. Soit f : £ — F une application. On dit que f est bijective

si, et seulement si, elle est injective et surjective.

Les fonctions logarithmique et exponentielle sont bijectives sur leurs ensembles de définition.

Le diagramme suivant illustre une application f : E — F bijective :

E F
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1 Notions sur les ensembles

Soient E et F' deux ensembles. Soit f : E — F une application bijective. On appelle appli-

cation réciproque de f lapplication f~!: F — E telle que, pour tout z € E, on a

FH(f@) =a

L’application f :]0, co[— R définie par f(z) = In(x) est bijective. Son application réciproque est
'application f=!: R — [0, oo[ définie par f~1(z) = e®.
L’application f : [0, 00[— [0, 00 définie par f(x) = 22 est bijective. Son application réciproque

est Papplication f~! : [0, 00[— [0, co[ définie par f~1(z) = /=

Soit f : R — R une fonction. On dit que f est paire si, et seulement si, pour tout € R, on

a

La fonction f : R — [0, oo[ définie par f(z) = 22 est paire.

La fonction f : R — [—1,1] définie par f(z) = cos(z) est paire.

T

La fonction f : R — R définie par f(x) = (1575”)2 est paire. En effet, pour tout z € R, on a
e
e % e~ 2x e
J(=2) = Ite2 (Iteo)? e (er+1)2 J(@).

Soit f : R — R une fonction. On dit que f est impaire si, et seulement si, pour tout « € R,

on a

La fonction f : R — R définie par f(z) = 2° est impaire.

La fonction f: R — {Z + km; k€ Z} — R définie par f(z) = tan(z) est impaire (on rappelle
sin(x)
t = .
que tan(x) Cos(x))
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2 Calcul de sommes et de produits

2.1 Fondamentaux

Soit (ax)gez une suite de réels. Soient m € Z et n € Z tel que m < n.
o On pose

n
Zak:am+am+1—|—...+an,1+an.

k=m
o On pose

n
Hak:amxam+1x...xan_1xan.

k=m

L’indice k est une variable "muette" qui n’a aucune signification en dehors du symbole Z ou H

On peut lui substituer n’importe quelle autre variable qui n’a pas été utilisée.

n n
Ainsi E ak:E a; =....
k=m i=m

Soit (ak)kez une suite de réels. Soient m € Z et n € Z tel que m < n. Par les propriétés des

fonctions logarithmiques et exponentielles, sous réserve d’existence, on a

oln (H ak> = Z In(ag),
k=m

k=m
n

D@k
o ek=m = H €.

k=m

Soient (ax)kez et (bg)rez deux suites de réels. Soient m € Z et n € Z tel que m < n.

o Pour tout p € {m,...,n}, on a

p n n
E ap + E ap = E ag.
k=m k=m

k=p+1
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2 Calcul de sommes et de produits

o Pour tout A € R, on a

i Aap = A i ak
k=m k=m

o On a
n

D ak+bp) = ax+ Y by
k=m k=m

k=m

Soient (ay)kez une suite de réels. Soient m € Z et n € Z tel que m < n.

o Pour tout p € {m,...,n}, on a
p n n
(H ak> X H ar | = H ag.
k=m k=p+1 k=m

o Pour tout A € R, on a

n n
H Aaj = NPl H a.
k=m k=m

Soit n € N. On appelle factorielle n 'entier

n! = ﬁ k.
k=1

Autrement écrit, n! =n x (n —1) x ... x 2 x 1.
On adopte la convention 0! = 1.
Le factorielle n vérifie la relation de récurrence n! =n x (n — 1)L

Onadl=5x4x3x2x1=120.

Soient n € N et k € {0,...,n}. On appelle coefficient binomial d’indices n et k 'entier

(1) =

On adopte la convention, pour tout k ¢ {0,...,n}, <Z> = 0.
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2 Calcul de sommes et de produits

On a
6\ 6! 6! 6x5x4x3x2x1 _ 90
3/ 3(6-3) 3131 (3x2x1)x(3x2x1)
Le coefficient binomial d’indices n et k se prononce parfois "k parmi n". Il est parfois noté C¥.
k—1
En remarquant que n! = (n — k)! H(n — 1), on peut écrire
i=0

<Z> = klvlij:(” — ).

Les propriétés suivantes sont vérifiées.

o Pour tout n € N, on a

o

Pour tout n € N, on a

o

Pour tout n € N et tout k£ € {0,...,n}, on a

Cette égalité est appelée "propriété de symétrie".

o

Pour tout n € N* et tout k € {1,...,n}, on a

(b =500

Pour tout n € N* et tout k € {1,...,n—1},on a

o)) =)

Cette égalité est appelée "formule du triangle de Pascal".

e}
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2 Calcul de sommes et de produits

2.2 Formules de sommes finies

Pour tout n € N, tout m € N et tout k € {0,...,n+m}, on a

L))"

Par la formule de Vandermonde, on a

200626

Pour tout n € N, tout x € R et tout y € R, on a

(x4+y)" = z”: (Z) aFyn k.

k=0

n
n
En inversant les variables z et y, on a également (z + y)" = Z ( )x”_kyk.
k=0

La formule du binéme de Newton est parfois utilisée pour calculer des sommes. Il faut donc la

n
n
rendre sous la forme zFy"F = ( "
p > (3)av =+
On cherche & déterminer le coefficient du terme 2% dans le développement du polynéme (z + 2)%.
8

8
Par la formule du binéme de Newton, on a (z + 2)% = E (k) 28772k Le coefficient du terme z9
k=0

8 8!
s’obtient quand k = 2. Par conséquent, ce coefficient est 2= — _x4=112.
2 21(8 — 2)!
3n
. 3n .. .
On cherche a calculer g < I > En utilisant la formule du binéme de Newton, on a
k=0
3n 3n 3n 3n
_ E : 1k13n7k — (1 1 3n _ 23n — 8",
k=0 k=0
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2 Calcul de sommes et de produits

o Pour tout n € N*, on a
i b — (n+1)
k=1 2
o Pour tout n € N*, on a
ikQ (n+1)(2n+1)
k=1 6
o Pour tout n € N*, on a
" 13— (n(n+1)>2
k=1 2

n
On cherche & calculer, pour tout n € N*, Z k(1 —E).
k=1

n

Pour tout n € N*, on a

+1) nn+1)(2n+1)
BO—k) = Sh—k) =S k-S k2=
(1=k) -y Z 6
k=1 k=1 k=1
~ n(n+ )(3—(2n+1)) B (n+1)(2—2n) _(n—l)n(n+l)
B 6 B 6 B 3 '
o Pour tout n € N et tout z € R\{1}, on a
ixk_ 1_xn+1
11—z
k=0
o Pour tout n € Net x =1, on a
n
Zxk:n+1
k=0
1 —2ntl
0 ok = =2mt 1.
naz 5
Pour toutxe]fl,l[, comme lim 2"t =0, on a
n—oo
n
1_$n+1 1
. k_ . _
Jim ) ot = lim =

c. 33
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2 Calcul de sommes et de produits

2.3 Formules de sommes infinies

o
Soit (ax)ken+ une suite de réels. Soit m € Z. On dit que Z ap est convergente si, et

k=m

n
seulement si, lim E ay. existe et est finie. Dans ce cas, on pose
n—oo

k=m

o n

E ap = lim E ag.
n—oo

k=m k=m

Pour tout o > 0, on appelle série de Riemann la série

S(a) = Z k:ia
k=1

Celle-ci converge si, et seulement si, o > 1.

En particulier,

1
o la série Z z diverge,

k=1
00

o la série E 2 converge.
k=1

Pour tout €] — 1,1[, on a
S 1
k _
B P
k=0

o0 1
o g A —
2
— (1—x)

ad i 2
o ;kz(k‘l)l‘k QZW.
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2 Calcul de sommes et de produits

Pour tout x €] — 1,1] et tout p € N*, on a

i (p) < > (»)
1—2 ’

=0

otl, pour toute fonction f admettant une dérivée d’ordre p, (f(x))®) désigne la dérivée p-éme de la

fonction f(z). On a donc

D —ppil : 1 () p!
= TIk-0 (755) = g

1=0

La notion de dérivée sera rappeler dans une section ultérieure.

= > 1 1 5
— k _k = — -1 k = e = -
Ona» (-1)" > (=57 T E D " I35 " 6
k=0 k=0
Ona k(k—1)2°"%= BN T

Pour tout r € N et tout €] —1,1], on a

> (1)

k=r

> /k 1
0) P —— | — V)
nakz_5)<5)

(1=

Pour tout x € R, on appelle série exponentielle la série

>0 ZE
> =
k=0

Onaz 1n2 g :iﬂ:€_1n2:eln(2_l):2_l.
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2 Calcul de sommes et de produits

Pour tout = €] — 1, 1[, on appelle série logarithmique la série

© _1\k
Onaz( ]:) = —1In(2).
k=1

2.4 Somme d’une famille de réels

Soient (a;);ez une suite de réels et (r;);cz une suite d’entiers relatifs. Soient m € Z, n € Z

telquem <netlI={rg k€{m,...,n}}. Ona

n
E a; = E Qr), -
k=m

el

En particulier,

o0
o si I ={ry; k€ N}, alors on a Zai = Zam~
k=0

el
'€ o0 o0 o0
o si [ ={ry; k €Z}, alors on a Zai = Z ar, = Zark —|—Zahk.
el k=—o00 k=0 k=1
Si, pour tout k € {m,...,n} on a rp1; —rp =1, alors il convient de poser r = k.
3
Soient a; = 1,3, a2 =2,2 et ag =2,7.Ona » ap=a1+az+ag=1,3+2,2+2,7=6,6.
k=1
Soit I = {entiers impairs}. On cherche & calculer Z 5% Onal={2k+1; k€ N} Il vient
el

25—1‘ _ i5—(2kz+l) _ 5! i (5—2)k — 51 1 _ 3
Pt — 1-52 24

el k=0
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Soit (a;);ez une suite de réels. Soient m € Z et n € Z tel que m < n. Pour tout u € Z, on a

n n—u
E ap = E Aty
k=m k=m—u

n
Ainsi, on a Zak :Zai, avec I ={k; ke {m,...,n}}={k+u; ke {m—u,...,n—u}}.
k=m i€l
Ci-dessous un exemple de changement d’indices trés utile :

On a, pour tout n € N*,

i(k—s)?’ :gkg _ ((n—8>((n—8>+1)>2 _ (=8 -7
k=1

2
k=9

Soit m € N. Pour tout x €] — 1,1[, on a

[e.9] [e.9]

_ e 1 1
Z xk:kgowk M=y mkgoxk:w ml—x:xm(l—x)'

k=—m

Soit (a;)iez une suite de réels. Soit I C Z.

o Si, pour tout ¢ € I, on a a; > 0, alors, pour tout J C I, on a
SasYn
icJ icl

o Soient U € Z et (Jy)ucy une famille de parties de I disjointes deux a deux. En posant

J = Uyer Ju, on a

PILED B DI

i€J uelU \j€Ju
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2.5 Somme double

Soit (aij) (i j)ez2 une suite de réels. Soient n € N*, p e N* et I = {1,...,n} x {1,...,p}. On

S 0y =3 (e, =3 (Zl]) |

(3,9)€l i=1 \j=1 j=1

Si, pour tout (7, ) € I, il existe deux réels b; et ¢; tels que a; ; = b;c;, alors on a

> ai, = <Z:;b> jécj

(i,9)€l

Pour tout n € N*, on a

2
- . = = n(n+1)\?> n%(n+1)>2
ZDJ:< ) 3 :< ) - (nlre DY e
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1

Soit (ai;) (i j)ezz une suite de réels. Soient n € N* et I = {(i,j) e N 0<j<i<n}. Ona

n A n n
> ag=y D ag | =D ai

(ij)el i=0 \ j=0 j=0 \ i=j

Pour tout n € N, on a

n o n i n o1 i n ii ~ n . 1_2_(2-4_1)
DB BT N e S
7=0 i=j =0 5=0 =0 j5=0 =0
n n 1 n+1
= 2) 2-) 1=2x — —(n+1)=2""2_n—3
=0 1=0
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3 Calcul intégral

3.1 Dérivation

Soient I C R et xg € I. Soit f: I — R une fonction. On dit que f est dérivable en x si, et

seulement si, on a

lim f(zo+h) — f(zo0)
h—0 h

= t(zo0),

avec t(xg) fini. Si, pour tout = € I, f est dérivable en x, alors la dérivée de f est la fonction

f': I — R définie par

La dérivée d’une fonction f se note parfois %(Jc) (notation de Leibniz) ou D, f(x) (notation d'Eu-

ler).

Les dérivées qui suivent sont valables dans les domaines de définitions de chaque fonction.

(c) =0 (cos(z)) = —sin(z)
(%) = az®L, (a € R) (tan(z)) =1 + tan?(z) = Cosi(x)
RV an’x
(e¥) =e (cotan(x)) = — 1,;1:2(@ = _sin2(a})
(In(z)) = ; !
(arcsin(x))” = !

(arcos(z)) = ——F—
(sin(x))” = cos(x) v 1 -’
(arctan(z)) = 2

C. Chesneau 39



3 Calcul intégral

Quelques dérivées usuelles de fonctions puissances sont confectionnées dans le tableau suivant :

1 1
2
f@) | 1a e Ve z x? x3 LS
1 1 2 3 1 _s
/ _92
F@) | 0|12 ) 5o | —5 |~ 3 |~ | 3"

Soient I C R et x € I. Soient w: I — R et v : I — R deux fonctions. On suppose que u et v sont
dérivable en x.
o Pour tout A € R, on a

Au(z)) = M (z).

o On a

(u(z) +v(z))" = u'(z) + /()
o On a

(u(@)ola)) = o (2)o() + u(x)'(2)
o On a
<U($)>' _ v (@)v(x) — u(x)v'(x)

v(z) v3(z)

o On a

f(x) u(lac) u(xz) | Inu(z) @) cos(u(x)) sin(u(z))
"(x _vi@) v(z) v(w) u'(z)e"® | —u/(x)sin(u(z)) | o (z) cos(u(z
1@ | e | s | e | @ () sinu(@)) | w'(2) cos(u(a)
Pour tout z > 0, on a (cos(y/x)) = —2\1/5 sin(v/z).
Pour tout x € R, on a (zarctan(z))’ = arctan(x) + 1f7
Pour tout z € R, on a (In(1 + 22))" = 1 ixe.
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3.2 Primitive

Soit I C R. Soit f : I — R une fonction. On dit qu’'une fonction F' est une primitive de f

sur [ si, et seulement si, pour tout x € I, on a

Une primitive de f(x) se note /I f(t)dt ou /f(t)dt.

Soit I C R. Soient f : I — R une fonction et F' une primitive de f sur I. Alors, pour tout k € R,
la fonction G = F + k est aussi une primitive de f.
Soit I C R. Soient f: I — R, g: I — R, F une primitive de f sur I et G une primitive de g sur I.

Alors, pour tout ¢ € R et tout A € R, uF' + AG est une primitive de puf + Ag.

Les primitives qui suivent sont valables dans les domaines de définitions de chaque fonction :

a+1

Sia#l, / todt = = / cos(t)dt = sin(z)
a+1

ax

Sia;éO,/ eotdt = <
a

/ ’ %dt = In(x)

/
/
/ In()dt = zn(z) — 2 / "L - cotan(a)
/
/

sin(t)dt = — cos(z)

dt = tan(z)

o1
/ mdt = arctan(x)

* 1
/ dt = arcsin(x)
/1 —12

On aurait pu ajouter & toutes ces primitives "+k" avec k € R.
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3 Calcul intégral

Quelques formules sur les primitives de fonctions composées sont présentées dans le tableau suivant :

x _u’(a:) w(z) u(z) o (2)e* @ | o/ (z)sinu(z) | v (x) cosu(x
fo) | s | A S @) | wie)sinuta) | o) cosuto

/I f(t)dt u(lac) 2v/u(z) | In(u(zx)) eu() — cos(u(x)) sin(u(z))

Y ) )
On a / mdt = In(z” + 1) (plus un réel k).

T 2 22
On a / tezdt=e? (plus un réel k).

T :.6
On a / cos(t) sin®(t)dt = sm6(ac) (plus un réel k).

3.3 Intégrale simple

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soient f : [a,b] — R une fonction continue et F' une

primitive de f sur [a,b]. On appelle intégrale de f sur [a,b] le réel

b
/ f@)dz = F(b) — F(a).

b
On adopte la notation [F(z)]2 = F(b) — F(a). Ainsi, on a / f(@)dz = [F(2)]° = F(b) — F(a).

a

2 272 2 2
2
Ona/a:dx:[:v} :——0—22.
0 2 ]y 2 2

1
Ona/ edr = [e"]f =e' — ¥ =e— 1.
0

|
o
Il

SN
NS

1
On a /0 . —i—le dr = [arctan(:c)}(l) — arctan(1) — arctan(0) =

Il y a un lien fort entre les intégrales et le calcul d’aire d’une région du plan. Un exemple est décrit

ci-aprés. Soient a € R et b € R tel que a < b. Soit f : [a,b] — [0, oo une fonction continue.
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3 Calcul intégral

Si on pose S = {(z,y) € [0,0[% a < x <b, 0 <y < f(x)}, alors l'aire de S est l'intégrale

Aw@m

La zone colorée du graphique suivant représente S = {(m,y) €0,00% 0<2 <

| W

,Oéyéx2},

w

3
dont l'aire est donnée par 'intégrale / 2 dx (que l'on pourrait calculer) :

0
)
72
3
2,25 1
2
1
3
2
/ r2dz
0
i T
1 1,5 2 3

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soient f : [a,b] = R et g : [a,b] — R deux fonctions continues.
b a
o Ona / f(z)dz = —/ f(z)dz.
a b
On a / f(x)dx = 0.

o

b b
o Pour tout A € R, on a / M (z)dr = )\/ f(z)dx.
o On a

/ab (f(z) +g(z)) dz = /ab f(x)dz + /abg(x)daf.

L%@mzlﬂ@m+lvww.

Cette égalité est appelée "relation de Chasles".

o}

Pour tout ¢ €]a, b[, on a
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3 Calcul intégral

On a

2 2 2 2 23172 2212
/(31’2—21‘+1)d3} = 3/ l‘zdl‘—2/ :cdx—i—/ dsz[} —2{] + [z]?
1 1 1 1 311 2]
2513 22 12
= 3(2 -2 )-2(Z -2 )+@2-1)=5.
s(5-3)2(F-7)re-n-s

/1$+x3+1d /1 x+x3+ 1 J /1 N 1 p
o 1422 o \1+22 1+22 0 1+ 22
+

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soient w : [a,b] - R et v : [a,b] — R deux fonctions

dérivables et de dérivées continues. On a

1 1 1
On cherche a calculer / ze®dx. On a / zetdr = / v (z)v(z)dz avec v/ () = €% et v(z) = .
0 0 0

On considére u(z) = e® et v'(x) = 1. En faisant une intégration par parties, on obtient

/01 redr = /01 o (z)v(z)dr = [u(z)v(z)]) — /01 w(@) (z)de = [ze®]s — /01 ol

= e—0—[e"g=e—(e—1) =1

e e e
On cherche a calculer / 2% In(z)dz. On a / 22 In(z)dr = / o (x)v(z)dz, avec u'(x) = 22 et
1 1 1

v(z) = In(z). On considére u(z) = ‘”—; et v/(z) = 1. Par une intégration par parties, il vient
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3 Calcul intégral

Soient a € R et b € R. Soient f : [a,b] — R une fonction continue et u : R — [a,b] une

fonction dérivable dont la dérivé est continue. On a

b u(b)
w(x))u (x)dz = dy.
/af<<>> (2) /u@ f(y)dy

b
On dit alors que l'on a fait le changement de variable y = u(x) dans l'intégrale / f(x)dx.

Ainsi, on remplace u(z) par y dans l'intégrale de départ, ce qui entraine dy = u'(x)dx et on
détermine les bornes d’intégration pour y, i.e. u(a) et u(b).

Si on arrive & déterminer une primitive F' de f, alors on a
b
/ fu(@)) (z)de = [F(u(x))], = F(u(b)) - F(u(a)),

2
1
On cherche a calculer / ————dx. En faisant le changement de variable y = /z, avec z = 1
1 X + \/E

implique y = 1, = 2 implique y = v/2, et (\/z)' = ﬁ, il vient

V2 + 1) ‘

- 2(1n(f2+1)—1n(2)):21n< 5

1 1 1
On cherche a calculer / e” cos(e”)dzr. On peut poser / e” cos(e”)dx = / fu(2)u/ (z)dx, avec
0 0 0

f(z) = cos(x) et u(x) = e®. Une primitive de f est F(x) = sin(z). Par conséquent, on a

1
/0 e’ cos(e”)dx = [sin(ex)]é = sin(e) — sin(1).
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3 Calcul intégral

3.4 Compléments sur 'intégrale simple

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue positive.

o On a

/abf(:c)da: > 0.

o Pour tout ¢ € [a,b] et tout d € [a,b] tel que ¢ < d, on a

[ sy < [ sy

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue positive ou

b
négative. On a / f(x)dx = 0 si, et seulement si, f(z) =0, = € [a, b)].

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soient f : [a,b] = R et g : [a,b] — R deux fonctions

continues.
o On a
b b
[ t@is| < [C1r@lde < (b-a) o 11(a)
a a xE|a,
o On a

< \/ / b f2(x>dx¢ / ' P

Cette inégalité est appelée "inégalité de Cauchy-Schwarz".

[ s

o Si, pour tout z € [a,b], il existe un réel m > 0 tel que f(z) > m, alors on a

b
/ f(z)dx > m(b—a).
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3 Calcul intégral

Soit a €]0, oo[. Soit f : [—a,a] — R une fonction continue.

_a f(x)dx = 2/0(1 f(x)dx

’ f(z)dz = 0.

—a

o Si f est paire, alors on a

o Si f est impaire, alors on a

1

(1:2
On cherche a calculer / |z|e 2 dz. Comme la fonction f(z) = |z|ez, z € [-1,1], est paire, on
-1

1 »2 1 »2 2 1 L
/ |x|e 2 dx = 2/ xre 2 dr =2 [62] =2(e2 —1).

1

On cherche a calculer / ze® In(1 + |#|)dz. Comme la fonction f(z) = zel*lIn(1 + |z|),
-1
1

€ [—1,1], est impaire, on a / ze® In(1 + |z])dz = 0.
-1

8
ofis

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On appelle

— % de Vintervalle [a,b] la

somme de Riemann de f associée a une subdivision de pas

somine

b—a b—a

Une somme de Riemann vérifie la convergence :

hm

|

) - [ e

1 k
On cherche a calculer lim — E — . Pour tout n € N¥, on peut poser
n—oo n prt n

I~ (BN 1<, (k
n;<n> :nkzlf<n>,avec f(x) =22
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3 Calcul intégral

Comme f est continue sur [0, 1], E f ( ) est une somme de Riemann de f associée & une

1
subdivision de pas — de l'intervalle [0, 1]. 11 vient
n

La plupart des définitions et propriétés précédentes peuvent étre étendues a des fonctions dites

continues par morceaux. Nous donnons cette définition & titre informatif.

Soit I C R. Soit f : I — R une fonction. On dit que f est continue par morceaux si, et
seulement si, pour tout intervalle fermé borné [a,b] C I, avec a € R et b € R tel que a < b,
o f est continue sur [a, b] sauf au plus en un nombre fini de points,

o f admet une limite & gauche et a droite en chaque point de [a, b].

3.5 Intégrale généralisée

Dans tout ce qui suit, on peut remplacer "continue" par "continue par morceau".

[e.e]
Soit a € R. Soit f : [a,c0[— R une fonction continue. On dit que 'intégrale / f(z)dz est
a

convergente si, et seulement si, lim / f(x)dx existe et est finie. Dans ce cas, on pose
{—00

[ o= o [ s

14

_ —0
Ofl—e . Par

0 0
On cherche & calculer / e *dx. On a, pour tout ¢ > 0, / e *dx = [—e*x]
0 0
conséquent, on a

00 l
/ e Ydr = lim e %dr = lim (1 —e %) =1.
0

l—o0 J £—00
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3 Calcul intégral

oo
1
On cherche & savoir si 'intégrale / dx converge. On a, pour tout £ > 0,
. o Vx+1 &
1
der = |2v/x + 1|, = 2vV{+ 1 — 2. Par conséquent, on a
[ =] Ve

L

lim

1
dx = lim (2v/ —2) =oo0.
=00 Jog Vx+1 * Eiglo( + ) >

Donc l'intégrale n’est pas convergente ; elle diverge.

Soit a € R. Soit f :] — 0o,b] — R une fonction continue. On dit que 'intégrale / f(z)dx

b

est convergente si, et seulement si, , lim f(z)dz existe et est finie. Dans ce cas, on pose
——00 YA

/b f(z)dx = elim bf(w)dx
oo ——00 Jy

1

1
On cherche a calculer / e*dxz. On a, pour tout £ < 1, / e“dr = [e’“‘]é = e —e’. 1l vient
Y4

— 00

1 1
e*dr = lim e’dr = lim (e — eg) =e.
—0o0 l——o0 Jy L——00

Soit f : R — R une fonction continue. On a, pour tout ¢ € R, sous réserve de convergence,

/Z fz)de = /; fz)dz + /COO f(z)dz

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soit f :la,b] — R une fonction continue telle

que lim |f(z)| = co. On dit que l'intégrale / f(x)dx est convergente si, et seulement si,
Tr—a
a

lim/ f(z)dz existe et est finie. Dans ce cas, on pose

l—a YA
b
/ x)dx = hm/ f(x
a l—a
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1 1
1 1 1
On cherche a calculer / ——dz. Pout tout a €]0,1], on a / —dz = [2/z] =2 —2v/a. Par

0 \/5 ] ] " \/5 [ ]a

conséquent, on a

1
/de_ig%/ fdx_i%(2_2f)_2

Soient a € R et b € R tel que a < b. Soit f : [a,b[— R une fonction continue telle

que lin}) |f(z)] = co. On dit que l'intégrale / f(z)dz est convergente si, et seulement si,
T— a

lim / f(x)dx existe et est finie. Dans ce cas, on pose

£=b Jq
b L
| sarda =i [ peyas

dx. Pout tout b € [0,2], on a

2
1
On cherche a calcul
n cherc eacacuer/o Noy:

b
1
/ do = [-2 2—xg:2\/§—2\/2—b.D’of1
0

2—x

2 |
dx = li t=1lim(2v2 —2v2 —b) = 2V2.
f, et =l ) et = Va2 =V

Soit f : R — R une fonction continue.

o Si f est paire, sous réserve de convergence, on a

[:f@Mx:2Amf@Mx

o Si f est impaire, sous réserve de convergence, on a

[:f@ﬂm:

© x
En admettant que I'intégrale / ——dx converge, comme la fonction f(x) = eR
1+ ’ 1+ 2200 ’
o0
. . x
est impaire, on a / T —5pdz =0.
oo 1+
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3 Calcul intégral

Soit a €]0,00[. Soit f :] — a,a]— R une fonction continue telle que lim |f(z)| = oo et
r—a
lim_|f(x)| = oo.

o Si f est paire, sous réserve de convergence, on a

_a f(z)dz = 2/0a f(z)dz.

o Si f est impaire, sous réserve de convergence, on a

' f(x)dx = 0.

—a

1
On cherche & calculer / dx. En admettant que cette intégrale converge, comme la
-1

1
V1= 2|

fonction f(z) = x €] — 1,1], est paire, il vient

1
V1= ol

! 1 L | S|
——dx = 2/ dr = 2lim dx
/—1\/1—\x| 0o Vi—=z =1 )y V1—2x
— 2lim [-2v1— 2], = 4lim(1 — VI — ) = 4.
£—1 -1

1
En admettant que l'intégrale / dx converge, comme la fonction f(x) =
-1

x
V1= |zl V1=l

1
x
x €] — 1, 1], est impaire, on a / ———dz = 0.
—1 \/1 — ’.’B‘

3.6 Convergence des intégrales de références

o L’intégrale

converge si, et seulement si, o > 1.

o L’intégrale

converge si, et seulement si, 5 < 1.
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o Pour tout a € R et tout b € R tel que a < b, l'intégrale

b 1
Ko = | (e (b a)?

converge si, et seulement si, a < 1 et g < 1.

o L’intégrale
o0 1
U(O"B)‘/Q ()P "

converge si, et seulement si, a > 1,oua=1et > 1.

o L’intégrale
1
2 1
= —d
Vi) /0 (@)

converge si, et seulement si, a < 1,oua=1et > 1.

1
Cas particulier : / In(z)dr = —1.
0

Pour tout a@ > 0 et tout 8 > 0, I'intégrale
o 8
Y(a,B) = / x%e " dx
0

converge.

dzx
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