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APPRENTISSAGES MATHEMATIQUES DE BASE

Nombre, numération, opérations

Ce document ne remplace en aucun cas la participation
active a 'ensemble de la formation proposée.

Il n’a qu’une modeste fonction d’aide-mémoire.

Sans aucune prétention a [I'exhaustivité dans le
domaine complexe du nombre, de la numération et des
opérations, il propose seulement quelques éléments,
quelques «points forts» pouvant guider les formateurs
dans la pédagogie des apprentissages de base.
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PREAMBULE

| - ’ATTITUDE DU FORMATEUR

Elle est essentielle.

A propos de l'organisation des structures opératoires, Bernadette GUERITTE-HESS en résume
les aspects fondamentaux:

«Dans l'organisation des structures mentales, ce n'est :

— ni en commentant,

ni en expliquant,

— ni en montrant,

— nien voulant prouver,

que nous ameénerons l'apprenant a concevoir I'évidence.

L'éventail de nos moyens est large. Encore faut-il les connaitre, les étudier et pressentir lesquels
utiliser.

Pour chaque exercice proposé tous les cheminements possibles doivent étre envisagés pour
accompagner l'apprenant dans les détours de la logique de sa pensée et de ses raisonnements.

— les questions posées,

— le dialogue précis sur la situation,
—  la symbolisation,

— le travail sur les symboles,

— l'utilisation de l'erreur,

— la confrontation a ses contradictions,
— la simplification de la situation,

— l'étude des cas limites,

— l'étude des contre-exemples,

— les modifications de la situation,
I'utilisation du «Pourquoi»,

voila autant d'atouts a notre disposition.

Mais deux démarches sont a exclure :

— donner la réponse,

— et porter un jugement de valeur systématique sur la réponse, qu'elle soit juste ou
fausse.

Ceci n'est pas si simple et c'est peut-étre ce qui nous est le plus difficile a mettre en pratique».
(Nombre et numération, ISOCEL, 1990)
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Il - PROPOSER OU NON LA MANIPULATION D’OBJETS ?

Pour beaucoup d'apprenants, le nombre et la numération ne sont souvent associés qu'a
des mécanismes qui ne font pas sens pour eux.

L'art du formateur est de «rendre visibles» les choses afin que I'apprenant puisse
élaborer des concepts.

Pour cela, il nous semble indispensable de proposer a l'apprenant la manipulation
d'objets comme support d'action.

Mais cette manipulation, dont nous pensons qu'on ne peut faire I'économie, n'est qu'une
étape, un tremplin qui va permettre a I'apprenant d'élaborer des concepts.

Les grandes phases de cette approche pédagogique peuvent étre reprises a chaque fois
qu'on aborde des concepts nouveaux.

MANIPULATION : > LANGAGE
1 A < . A

Vv L =
]
SYMBOLISATION <|: >REPRESENTATION
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Citons encore Bernadette GUERITTE-HESS a propos du «passage au symbolisme» (op.
cité).

«Si nous voulons noter toutes les étapes du passage de l'objet réel au symbolisme, on peut
développer la progression suivante :

1. Objets réels exemple, 3 jetons

2. Photographie de ces 3 jetons Avec un appareil photo, on a presque
instantanément la reproduction la plus

proche, I'image la plus représentative de
ces objets.

3. Dessins En s’éloignant de la similitude, on accede

O O O au remplacement de I'objet par son image.

4. 3 unités, 3 uns Il n’y a plus de correspondance visuelle :
I I I - je compte en «uns»
I I I -dans ce casil y en a trois.

5. 1 trois .
Je les rassemble. Ils sont encore visibles.

I I"I I L’unité choisie est le trois.
J’en compte «1».

6. 1 Trio Le trio ne laisse plus apparaitre les objets
gu’il contient.
II Le mot est lui-méme chargé

numériqguement.
7. Dénomination orale «Trois»

8. Ecriture symbolique et lecture Aboutissement du principe de
«3 » ou «trois» symbolisation

Tout notre travail de formateur consiste a accompagner I'apprenant dans les passages
d’'une étape a l'autre.

Ce qui nous semble important, c’est que nous sachions, a travers tout exercice, auquel
de ces passages nous faisons appel.

De plus, ce découpage en étapes successives nous rappelle que dans chaque situation
il nous faut parcourir tous les chemins possibles. Omettre un des passages ou travailler
électivement dans un sens en négligeant le sens inverse, c’est risquer un échec du
«passage au symbolisme».
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LE NOMBRE ET LA NUMERATION

Références : travaux de B. GUERITTE-HESS
ERMEL

. LE NOMBRE
1. Définitions

ROBERT :

«Concept de base des mathématiques, une des notions fondamentales de
I'entendement, que l'on peut rapporter a d’autres idées (de pluralité, d’ensemble, de
correspondance) mais non définir».

LAROUSSE :

«Rapport entre une quantité et une autre prise comme terme de comparaison et que
I'on appelle unitéy.

2. La notion de nombre

Elle fait appel aux notions de : symboles, ensembles, relations, espace, classement,
rangement...

3. La notion de nombre repose sur des structures logico-mathématiques

-permanence ou invariance de : la matiere, des liquides, des longueurs, de la masse,
du volume, des nombres, de I'horizontalité des liquides.

-classification

-sériation

-correspondance terme a terme

-équivalence

4. Nombre ordinal et nombre cardinal

ERMEL : «Le nombre ordinal est associé a I'idée d’éléments d’'une suite ordonnée : un
nombre ordinal est une sorte de numéro, et 'ensemble des nombres ordinaux une sorte
d’index infini construit de telle fagon que chaque ordinal ait un et un seul successeur...»

«Un nombre cardinal est le représentant de toutes les collections qui aprés
comparaison deux a deux, ne sont pas différenciables (du point de vue du critére de
comparaison retenu, a savoir I'existence ou la non-existence d’'une bijection entre deux
collections)».

Nombre ordinal : 1er, 2éme, 3éme, 4éme, 257éme,...
Nombre cardinal : 1, 2, 3, 4, 257...
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CARDINAL

CLASSIFICATION SERIATION

PERMANENCE
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CORRESPONDANCE
NOMBRE TERME
A
CONCEPT

TERME

SYMBOLE ‘

LES NOMBRES SONT A
LA FOIS DES OUTILS ET
DES OBJETS
Ex : jeu de l'oie

La construction de la notion de nombre est un processus complexe qui intégre

I’ensemble de ces aspects.
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Il. LA NUMERATION

C’est un systéme.

1. Définitions

«Facgon d’écrire et d’énoncer les nombres». LAROUSSE

«Maniere de rendre accessible la notion abstraite de nombre et d’en conserver la
mémoire». ROBERT

2. Les quatre régles de la numération sont :
— labase
— la position
— les lettres numérales
- le zéro

3. Notre numération

Différents systéemes de numération ont été, depuis trés longtemps, inventés par les
hommes (voir «Tableau de numérations comparées»).
Nous utilisons la numération dite «arabey :
— C’est une numération de position : les trois «2» de 222 n’ont pas la méme
valeur
— le zéro y est présent
— les lettres numérales sont: 1,2, 3,4, 5,6,7,8,9,0
— la base utilisée est la base dix : c’est a dix qu’on dit «stop !», qu’on fait un
groupement qui est porté a gauche et nommé autrement (dizaine, centaine, mille,...)

4. Numération écrite et numération orale
— On utilise 26 mots et 10 signes.
Parfois on utilise moins de mots que de signes : 10 : 2 chiffres, 1 mot «dix»
1000 : 4 chiffres, 1 mot «mille».
Le plus souvent, on utilise plus de mots que de signes : 99 : 2 chiffres, 4
mots (quatre-vingt-dix-neuf).

— La numération orale est :
e soit additive : 1 143 = 1000 + 100 + 40 + 3
»  soit multiplicative : 2 000 = 2 x 1000
* soitles deux: 298 = (2 x 100) + ( 4x 20) +10 + 8.

— les pieges de la numération orale :
exemple, on ne dit pas «un cent» pour 100, mais on dit «deux cents» pour
200...
probléme des 70, 80, 90.
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JEUX D’ECHANGES
GROUPEMENTS

POSITIONNEMENT

NUMERATION |

SYSTEME

LETTRES NUMERALES

NUMERATION

ECRITE NUMERATION

ORALE
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5. Quelques éléments de progression

Matériel utilisé: allumettes, élastiques, cadre

1) Les nombres de 0 & 9

- numération orale: dire et faire (dire combien d'objets il y a, mettre un nombre d'objets
demandé oralement)

- numération écrite: lire et écrire (associer une quantité a un nombre écrit)
- travailler le «zéro»

2) Le passage a la dizaine
C'est le passage-clé de notre numération: chaque fois que j'ai dix .... , je fais un nouveau
groupement, que je place a gauche et que je nomme autrement.

La difficulté pour certains apprenants est de nommer la méme chose de 2 fagons
différentes: 1 (dizaine), 10 unités.

D'ou la nécessité de proposer 4 étapes importantes:

« dire en montrant: 1 dizaine, 10 unités. Poser a I'apprenant des questions telles que
«est-ce-que c'est pareil? ou bien y en a-t-il plus la que la ? »

+ lire, écrire
+ cacher le nombre

1 (dizaine 10  |unités

et demander: «des dizaines, il y en a combien? des unités, il y en a combien ?»
+ cacher I'entité

1| dizaine 10 unités

et demander: «1, c'est quoi? 10, c'est quoi?»

3) Travailler particulierement + 1, + 10, -1, - 10
Solliciter I'apprenant avec des questions telles que : «dans 32, 3, c'est 3 quoi? 2, c'est 2
quoi? Et si j'ajoute 1 ? et si j'enléve 10 ? que faire pour avoir 31 7427?7227 »

4) Démarche
Proposer a l'apprenant:

1. de manipuler, de faire,

2 de dire ce qu'il a fait,

3. d'écrire le nombre en chiffres (et l'inverse, lire un nombre, mettre la quantité
correspondante)

Proposer toutes ces étapes et les passages de I'une a l'autre, jusqu'a ce que le matériel
puisse étre abandonné, I'apprenant se représentant mentalement le nombre, associant
par exemple sans difficulté 426 a «4 centaines, 2 dizaines, 6 unités».

Nombre, numération, opérations, E. Pelloquin, 2011
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Un court extrait de I'ouvrage «Nombre et numération» de Bernadette Guéritte-Hess

h)je dis 1, je dis 10

Tout ce jeu, qui améne ultérieurement au calcul mental, se cons-
truit sur ce passage continuel du 1 au 10, et du 10 au 1.

Cela est devenu tellement automatique pour chacun d’entre nous
qu’il est difficile d’imaginer, lorsque nous calculons 25 + 10, que ce
n’est pas (+ 10) que nous réalisons, mais bien (+ 1) dans les dizaines.
Avec Eric, & la séance suivante, c’est cet aspect que nous travaillons._

M — Donne-moi une allumette.
1l s’exécute.

M — Donne-moi 10 allumettes.
1l Jes compte une a une.

M — Quelle est la régle du jeu ?

E — Quand on en a 10, on en fait un paquet.

M — Fais-le. '

1l s’exécute. Trois fois de suite je lui demande la méme chose. A chaque
fois il compte 1 4 1 jusqu’a 10, puis fait un paquet maladroitement.

E (brutalement) — Ce n’est pas la peine que je les fasse, ils sont tout
préts d’avance, les paquets.
M — Alors donne-moi 10 allumettes.

Il donne un paquet.

M — Donne-moi une dizaine.
Il donne un paquet.
Puis il faut travailler I'autre aspect.
M (tenant un paquet en main) — En parlant de ¢a,je dis « il y ena 10 ».
De quoi est-ce que je parle ? b
" E — D’allumettes.
M — En parlant de celaje dis il yena « 1 » », en quoi est-ce que je parle ?

E — En dizaines. 1 | dizaine
Puis avec le tableau précédent !H“H”[
et le paquet (Fig. 7))
Je cache tout ce qui est écrit pour ne laisser que les nombres.
M- Jedisilyenal,unquoi?

Je digil y en a 10, dix quoi ?
Inversement je cache les nombres et ne laisse apparaitre que les mots.
M — Des dizaines, il y en.a combien ? :

Des allumettes, il y en a2 combien ?
Puis, avec des ciseaux, je découpe en suivant les pointillés et je demande
de reconstituer les équivalences.

En comptant le nombre de séances pass€es autour de ce (10), on
réalise combien cette notion est complexe. En revanche, il est sir que
les fondations étant solides la suite a des chances d’aller plus vite.




TABLEAU DE NUMERATIONS COMPAREES

Extrait de «Le livre compagnon», Hachette 1983
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LES OPERATIONS

Références : travaux de B. GUERITTE-HESS

|. OPERATIONS : SENS ET TECHNIQUES

Dans toute opération mathématique, il y a 2 aspects :
— les techniques opératoires (savoir faire une addition, une multiplication...)

— le sens des opérations (dois-je faire une division, une multiplication, une
addition...)

C’est ce dernier aspect qui fait le plus souvent probleme, c’est pourquoi il convient d’y
porter une attention particuliére.

Il. OPERER, C’EST AGIR

Une opération, c’est quelque chose qu’on fait, une action... qui se déroule dans le temps,
qui ne se voit pas : on ne garde trace que de I'état initial et de I'état final.

Par exemple, onvoit2+3=5,0u7-4=3,0u2x3=06;on voit dans I'état initial 2, 3, 7,
4, 2, 3, dans I'état final 5, 3, 6 ; mais I'action ne se voit pas, elle est symbolisée par des
signes.

lll. DEUX STADES DANS L’OPERATION

— L’opération est d’abord calquée sur les faits : javais 310 euros, jai perdu 100
euros, combien ai-je maintenant ?

— Puis devient instrument de recherche : il y avait 100 euros, maintenant il y a
310 euros, combien a-t-on ajouté ?

IV. ADDITION ET SOUSTRACTION -COMMENT ABORDER CES
OPERATIONS ?

a - Pour travailler le sens des opérations, il convient d’utiliser d’abord des
objets non-numériques. A partir de ces objets, vont étre proposées de
nombreuses activités sur état initial, geste(s), (opérations), état final.

Les étapes sont les suivantes :
— l'apprenant observe et décrit I'état initial, I'action, I'état final :

Qu’est-ce qu’il y a sur la table ? Un bocal.

17
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Qu’est-ce que je fais ? Vous mettez un bouchon.
Qu’est-ce qu’il y a maintenant sur la table ? Un bocal avec son bouchon.
- méme chose avec une symbolisation (dessins sur des cartons)

O = A

# o

'apprenant place les cartons au fur et a mesure.

- L’apprenant observe (état initial, action, état final), décrit «en différé», puis
symbolise.
- Reprise des 3 étapes, mais cette fois le formateur place les cartons,
I'apprenant doit comprendre le message.

Exemple, le formateur place les cartons :

~Joe

# -

I'apprenant agit.

—L’apprenant maintenant invente seul, doit faire, décrire et symboliser.
—Apprentissage du signe + qui signifie «mettre», «ajoutery», et du signe = qui
signifie I'état final.
—Les 6 mémes étapes avec «enlever» et le signe -
—Reévision et combinaison de tout ce qui a été vu.
Exemple :
Qu’y a-t-il sur la table ? Une boite avec des ciseaux dedans.
recherche du carton correspondant)
Qu’est-ce que je fais ? Vous enlevez les ciseaux.
recherche des cartons - et <)
Qu’y a-t-il maintenant ?
Une boite (recherche des cartons = ¢] )
Regardez bien les cartons et faites ce qui est dessiné.

= 1 = |

= e
=

Inventez seul avec les objets et les cartons

b - Puis travailler de la méme fagon avec :

- des objets semi-numeériques, exerl:l I:I [I OO + I:l O

- puis des objets numériques, exetOQ OO + OO

- enfin avec des nombres, exemple : 3+2
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c - Porter une attention particuliére a la réversibilité
- je vois I'état initial, je fais une action, quel est I'état final ?
- je vois I'état initial, je vois I'état final, que s’est-il passé ?
- je vois I'état final, je sais ce qui s’est passé, quel était I'état initial ?

d - Opérations temporalisées et spatialisées

» Approche temporalisée :

addition : - j’avais soustraction : - javais
- je mets, j'ajoute - jenleve
- maintenant, jai... - maintenant, jai...

» Approche spatialisée :
addition :
17 personnes dans la petite salle,
25 personnes dans la grande salle
Combien de personnes dans le Centre ?

naingings

soustraction :
42 personnes dans le Centre
17 personnes dans la petite salle
Combien de personnes dans la grande salle ?

)

42

Cette approche spatiale requiert le sens de l’inclusion.

e - Techniques opératoires pour addition et soustraction :

Nombre, numération, opérations, E. Pelloquin, 2011
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Reprendre le matériel et la progression utilisés pour la numération

L’apprenant peut alors comprendre les fameuses «retenues»...

V. MULTIPLICATION ET DIVISION

a- Multiplication
1- Toute multiplication est un rapport entre deux entités de nature différente.
L'un est du contenu, 'autre du contenant.

Dans l'addition, tout se voit, et on n'additionne que des choses de méme nature.
Dans la multiplication, au contraire, il y a toujours un «1» caché (3 kilos d'oranges a 2 € l'un,
chaque enfant recoit 6 carrés de chocolat, on met 8 personnes par table ... ), et on multiplie
des nombres de nature différente (des kilos (contenants) par des euros (contenu), des
enfants (contenant) par des carrés de .chocolat (contenu), des personnes (contenu) par des
tables (contenant) ... ).

Dans la multiplication, il y a toujours un facteur spatial (le contenu) et un facteur temporel
(le nombre de fois).

De plus, I'écoulement temporal du langage est l'inverse de I'écoulement temporel des
mathématiques, on ne dit pas 2 8 pris 3 fois, mais «3 kilos d'oranges a 2 €». Il faut donc
mettre en valeur le «1 », le «chaquev, le «par » ...

On peut dire que l'apprenant a acquis le sens de la multiplication quand il est capable
d'inventer des problémes faisant appel a la multiplication (avec notamment I'utilisation des
termes «chaque», «chacun» ...).

2- Eléments de progression
* Multiplication temporalisée :

Le contenu est défini : 3 jetons a chaque fois, 10 € a chaque fois.
L'apprenant effectue un certain nombre d'actions, prend ..... (jetons, 10 €) un certain
nombre de fois.

Identifier:
-le nombre d'objets pris a chaque fois
- le nombre de fois
-le nombre d'objets obtenus

Exemple:

Nombre, numération, opérations, E. Pelloquin, 2011
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2, c'est 2 quoi?
3, c'est 3 quoi?
6, c'est 6 quoi?

* Multiplication spatialisée :

Poser @ & @ @ @
.. .. .. .. ..
Cacher
Questions:

3, c'est quoi?
5, c'est quoi?
(ne pas travailler le 15)

La complexité de la multiplication repose sur la capacité a penser simultanément 3
choses différentes, que I'apprenant doit pouvoir nommer, montrer, puis écrire:

- le nombre d'objets qu'il y a dans chaque contenant (tas, boite, ...), ou que I'on
prend a chaque fois

- le nombre de contenants ou de fois

=> |a multiplication est le rapport entre ces 2 nombres de nature
différente

- le nombre d'objets en tout, le hombre obtenu par un nombre défini d'actions (a ne
retravailler que dans un 2éme temps)

» Approche de la multiplication par quadrillages

Cette approche permet de travailler les écritures multiplicatives et de mettre en
évidence:

- les notions de multiples, de diviseurs et de divisibilité

- les propriétés de la multiplication (commutativité, associativité, transitivité, élément
neutre)

* Les tables de multiplication:

«Surtout, ne pas apprendre par cceur, il est tellement plus intéressant de les
retrouver !»
(Bernadette Guéritte-Hess, Nombre et Numération)
- en lien avec les activités sur la numeération et la multiplication
- en utilisant les observations faites au cours de ces activités
ex: observation de l'algorithme de la table des 5, travail sur pairs et
impairs pour la table des 2, les unités deviennent des dizaines, les
dizaines deviennent des centaines ... dans la table des 10

- en lien avec le travail sur multiples, diviseurs et divisibilité et sur les propriétés de

Nombre, numération, opérations, E. Pelloquin, 2011
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la multiplication
ex : table des 3, table des 4 et des 8 ...

- en abordant des tables qui ne font pas partie de I'enseignement habituel, mais qui
présentent des spécificités intéressantes et une utilité particuliere: table des 20, 12,

11, 25, 60, ...

Nombre, numération, opérations, E. Pelloquin, 2011
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* Les techniques de multiplication

Revenir la aussi au matériel et a la progression pour l'acquisition de la numération,
pour comprendre la technique de la multiplication.

Ex. : si je multiplie 68 par 4, je prends 4 fois 8 unités, puis 4 fois 60 (ou 4 fois 6
dizaines). Cela permet également d'intégrer les retenues de la multiplication.

On retrouve la progression ou I'apprenant:

1 - fait ; 2 - dit ; 3 - symbolise en écrivant

» Et surtout ...

Revenir sans cesse au sens de la multiplication. A partir d'éléments donnés, par
exemple «Les chaises de jardin a 12 € l'une, une somme de 48 € », l'apprenant
doit trouver toutes les questions possibles.

C'est le parcours de tous les possibles.

?
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? ? ? ?
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b- Division

1- Deux sortes de division
Il'y a deux sortes de division:

- la division partage («tout le monde a pareil», c'est la regle), qui peut
s'effectuer deés la maternelle. Par distribution, on divise le contenu (48
jetons) par des contenants (8 personnes) pour trouver du contenu
(combien de jetons par personne ?), et on écrit:

On peut faire superposer ces cartons pour aborder la notion de «chaque».

- la division par soustractions successives: la régle est la : «j'enléve toujours pareil» ;
je divise du contenu (48 jetons) par du contenu (6 jetons par personnes) pour trouver du
contenant (nombre de personnes).

Cette division est temporelle, beaucoup plus difficile et acquise bien plus tard.

2- Eléments de progression
- L'accés au sens de la division (partager en part égales) est en lien

étroit avec le travail sur le sens de la multiplication, puisque la division
est l'opération inverse.

- A partir de matériel concret (ex. : des cartes a partager entre des
personnes) proposer un travail qui mette en valeur les notions de :

* dividende (ce qu'il y a a partager)

« diviseur (le nombre de personnes)

 quotient (ce qu'a chacun)

* reste
Faire varier successivement ces éléments.

Exemple: - Il y a toujours 8 personnes, combien a chacun s'l y a 1
carte, 2,3, ... ?
- II'y a toujours 20 cartes, combien a chacun s'il y a 1 personne,
2,3, .7

Utiliser dans le travail sur la division toutes les activités faites en
multiplication sur multiples, diviseurs, divisibilité. Construire la table de
Pythagore.

25

Nombre, numération, opérations, E. Pelloquin, 2011



Techniques de division : la encore, reprendre le matériel utilisé pour la numération,
afin que l'apprenant comprenne la technique.

Par exemple, si je veux diviser 371 par 8, j'ai :

777 o/

3 centaines 7 dizaines 1 unité
Comment puis-je faire pour les partager en 8 parts égales?

L'apprenant: - agit
- décrit
- transcrit

En 2003, lors d'un projet collectif des APLIS de la Vienne, intitulé «Aventures
mathématiques», les apprenants de 'ACLEF de Chatellerault avaient exposé une
immense division, a laquelle ils avaient donné le titre suivant: «La division
naturelle, comprendre enfin ce que je fais !».
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