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Chapitre 1
Espaces vectoriels

1. Définition
Soit K un corps commutatif (K = R ou C)
Soit E un ensemble dont les éléments seront apgesegecteurs. On munit E de :

+ laloiinterne « + » (addition vectorielle)3(x,y) OE?,(x +y) OE

* laloi externe « » (multiplication par un scalaire)dx OE,0LOK, Ax)JE

(E, +, .) est urespace vectorie(ev) sur K (K-ev) si :

1) (E,+) est un groupe commutatif

« l'addition est associatived(x,y,zZ) DE*,(x +y) +z=x+(y +2)

+ l'addition est commutative [I(x,y) DE*, x+y =y +X

» Il existe un élément neuti® OE tq OxOE,x +0g =X

« [OxOEOXOEtgx+x'=x+x=0. (X' est appelé I'oppose de x et se note (-x))
2) la loi externe doit vérifier :

o OAOK,O(XY)OE* A (X+Yy)=AX+Ay

o OMLA)OK*OXOE,(A;+A,)X=AX+A,X

o OMLA)OK?OXOE, ALA,X)=(ALA,)X

e [IXOEJ1lXx=X

Propriétés :
SiE estun K-ev,on a:
A=0
1) OxOE,ONOK, AX=0; =
ou x=0g

2) (-A)x = ~(AX) =A.(~X)

Exemple:
SoitK=RetE=R (R"+,.) estun R-ev
1) loiinterne:
OXOR™, X=Xy ,% ,.,X,,) €t OyOR™, Y =(Y,, Yo sesY,)
XHY = (X Y Xp + Yo Xy HY,)
2) loi externe :

OxOR™, OAOR: AX=(AX,A X%, ..., AX,)



2. Sous espace vectoriel (sev)

Définition :
SoitEun K-evefFOE. Festunsevsi:
e FzO

 laloiinterne « + » est stable dans B(x,y) OF*,(x +y)OF

* laloi externe « » est stable dans Fix OF,0LOK, Ax)OF
Remarque : Si E est un K-ev{0.} et E sont 2 sev de E

Exercicel:
Soit E 'ensemble défini pae :{(xl,xz,x3) OR®/X, +2X, =X, = 0}

Montrer que E est un sev dé R

Exercice?2:

Soit E un ev sur K etifet i, deux sev de E. Montrer quE (F, est un sev de E

3. Somme de 2 sev

Théoréme :

Soit i et F, deux sev de E. On appelle somme des s&t F, 'ensemble noté ( F,) défini par :

F+F ={x+y/x0FetyOF,}
On peut montrer que;F F, est un sev de E

Somme directe de sev :

Définition :
On appelle somme directe la somme notée I,
F=F+F,

F=F +F, -
bl {FlﬂFz ={OE}

Remarque : Si F = E, on dit quejFet F, sont supplémentaires

Propriété :

F =R+ R ssilzOF, z s’écrit de maniere unique sous la forme z =yxavecx OF, et yOF,

Exercice3:
F ={(x,,0,0)avecx, IR} etF, ={(O,x2,x3) aveqx,,X;) [ RZ}

Montrer que et i sont supplémentaires dé Rest-a-dire f+ K = R®



4. Combinaisons linéaires, familles libres, liées eenératrices

Définition :

Soit E un K-ev efx;}, une famille d’éléments de E. On appelle combinaigeéaire de la famille

{x} I'expression%)\ixi avec), OK

Définition :

On dit que la famillegx } , estlibre siY’A,x, =0, =\, =0 i 0l

idl

[l

Définition :
On dit que la famillgx,}, est liée si elle nest pas libref),,... A, )# (0,...0) tgX A, x; =0,
iol
Définition :
On appelle famille_génératrice de E une familléetgjue tout €lément de E est une combinaison

linéaire de cette familleIx O E, ({}, ), tq x=3A,x,

iol

Définition :

On dit que la famillgx }, est une base de E{si},, est une famille libre et génératrice

iol
Propriété :

On dit que la famillgx },, est une base de E sk JE, x s'écrit de maniére unigue= "1 x,

idl

Démonstration (1= (2) (Dy)

Exercice4 :

Soit e, = 0) OR? ete, = (01) OR?. La famille{ g e,} est-elle une base ?

Remarque :
La famille {g e,....e } avece = (10,...,0)e, = (0L...0),..., = (00,...]) constitue la base canonique
de R

Propriétés :
« {x} estune famille libre~ x#0
» Toute famille contenant une famille génératricegéstératrice
* Toute sous-famille d’une famille libre est libre
» Toute famille contenant une famille liée est liee

«  Toute famille{v,,v,,...,v,} dont l'un des vecteurs est nul, est liée



5. Espace vectoriel de dimension finie

Définitions :

* Soit{x}, une famille S d’éléments de E. On appelle cardieaS le nombre d’éléments de S

» E estun ev de dimension finie si E admet une targénératrice de cardinal fini.

Théoreme :
Toutes les bases d’'un méme ev E ont le méme car@iaanombre commun est appelé la dimension
de E. On notelimE

Corollaire :
Dans un ev de dimension n, on a :
- Toute famille libre a au plus n éléments

- Toute famille génératrice a au moins n éléments

Remarqgue : si dimE = n, pour montrer qu’une famille de n élé@tseest une base de E, il suffit de

montrer qu’elle est libre ou bien génératrice.

Exercice5:
Dans R, soit e= (1,0,0), e= (1,0,1) et &= (0,1,2)
Montrer que{ ¢ g ,e,} est une base d€R

Théoreme de la base incomplete :
Soit E un ev de dimension finie et L une famillerd de E. Alors il existe une base B de cardimal fi

qui contient L.

6. Caractérisation des sev de dimension finie

Proposition :

Soit E un K-ev de dimension n et Fun sev de E :
e dimF<dimE
e dimF=dimE -« F=E

6.1. Coordonnées d’un vecteur

Définition :

Soit E un K-ev de dimension n &={x,,...x,} une base de E (C'est-a-difx JE, x s'écrit de

n
maniéere uniquex =Y A X, ), les scalairea, ... A, sont appelés les coordonnées de x dans la base B.
i=1



6.2. Rang d'une famille de vecteurs. Sous-espacesiendrés

Définition :
Soit G :{xl,...,xp}

Le sev F des combinaisons linéaires des vectaurs. xx, est appelé sous-espace engendré par G et

se note F = VectG=Vectx,,... X,|

F:{x OE/x =Y %% avec(h,...h,) 0 Rp}
i=1

Remarque : F=Vecl{xl,...,xp} = {xl,...,xp} est une famille génératrice de F

Définition :
La dimension de F s’appelle le rang de la familledsnF = rgG
Propriétés : Soit G :{xl,...,xp}

e 1rgGsp

* rgG=p = Gestlibre

* On ne change pas le rang d’'une famille de vecteurs

en ajoutant a I'un d’eux une combinaison linéaes dutres

en multipliant I'un d’eux par un scalaire non nul

en changeant I'ordre des vecteurs

6.3. Détermination du rang d’une famille de vectews

Théoreme :

Soit E un K-ev de dimension finie n Bt={e,,...e,} une base de E.

Si {xl,...,xp} est une famille d’élements de p<£n) telle que les xs’écrivent x, =§n:a”ej avec
=1

a;; 20 eta;; =0 pourj <i, alors{xl,...,xp} est libre.

Application : Méthode des zéros échelonnés

Soit E un ev de dimension finie nBt={e,,....e,} une base de E

Pour déterminer le rang d’'une famil@={x,,...x,} avecp<n :

1) On écrit sur p colonnes et n lignes les vecteurs. %, dans la base B

2) En utilisant les propriétés relatives au rang d’'famsille de vecteurs, on se ramene a la disposition

du théoreme précédent.



Exercice6:

Déterminer le rang de la famil{ea ,a, ,a,} avec a= (1,4,7), a=(2,5,8), a= (3,6,1)

6.4. Existence de sous-espaces supplémentaires a@memsion finie, bases et sous-espaces

supplémentaires

Propositions :

Soit E un K-ev de dimension finie n

1) Tout sev F admet au moins un sous-espace suppl@ineectest-a-dire qu'’il existe un sev G tq
E=F+G

2) Soit F# [0 et G# [ deux sev de E et soit,Bne base de F ebBne base de G
La famille {B,,B,} est une base ssiE=F + G

3) Soit G et G’ deux sous-espaces supplémentaires danB E, alors G et G’ ont la méme
dimension : dimG = dimG’ = dimE — dimF

6.5. Caractérisation des sous-espaces supplémengsipar la dimension

Corollaire :
Soit E un K-ev de dimension finie

FNG={0.}

F+G=E ssi
dimE =dimF+dimG

6.6. Dimension d'une somme de sev

= Formule de Grassman

Proposition :
Soit E un K-ev de dimension finie et F et G deuxde E, alors :
dim(F+G) =dimF+dimG -dim(FN G)



Chapitre 2
Applications linéaires

Définitions : Soit f une application quelconque de E dans F :

1) f est.injective sid(x,y) OE? f(x) =f(y) = x =y (équivaut al(x,y) OE*, xzy=1f(x) 2f(y))

2) f est surjective sily OF,IxOE tq y =f(x)
3) f est_bijective ssi f est injective et surjeetily OF,Ox O E tq y =f(X)

1. Définition d’une application linéaire
Soit E et F deux K-ev (K =R ou C) et f une apdimade E dans F.

On dit que f est linéaire s§i(x,y)0 E etON\, ) OK?, f (A +py) =Af (X) +f (y)

Remarques :
1) f: E - F estune application linéaire ssi :
{Dx 0 EetA K, f (AX) = Af (X)

O(x,Y)OE% f(x +y) =f (x) +£ ()
2) f(Og) =0

Démonstration de la remarque 2D

2. Image et noyau d’une application linéaire

Soit f une application linéaire de E dans F

1) On appelle image de f et on ndwe(f) le sous-ensemble de F défini par :

Im(f) ={y OF/ X OE,f (x) = y}

2) On appelle noyau de f et on ndter(f) le sous-ensemble de E défini par :

Ker(f) ={x OE/f (x) =0}

Théoréme :
Im(f) est un sevde F

Ker(f) est un sev de E

Démonstration (D)

Théoréme :
Soit f une application linéaire de E dans F.

f est injective ssKer(f) ={0.}

Démonstration (B)



Théoréme :f est surjective ssi Im(f) = F

Démonstration ()

Définitions :

1) Une application linéaire f de E dans F est umtvmorphisme de E dans F.

2) Si f est un homomorphisme bijectif de E danaléts f* est linéaire et f est un isomorphisme de E
dans F.

3) SIE =F, f est un endomorphisme de E.

4) Si f est un endomorphisme bijectif, f est uroaubrphisme.

Notations :
£(E,F) est I'ensemble des applications linéairehpmomorphismes) de E dans F.

£(E) est I'ensemble des endomorphismes de E.

3. Applications linéaires en dimension finie

3.1. Propriétés

Soit f une application linéaire de E dans F avenEd=n
» festinjective ssi f transforme toute base de Hrenfamille libre de F
» festsurjective ssi I'image de toute base de Eiestfamille génératrice de F

» fest bijective ssi 'image de toute base de Euastbase de F
Démonstration de 1a*€ propriété (B)

3.2. Rang d’'une application linéaire

Définition :
Le rang d’une application linéaire f est égal dilmension de Im(f) rg(f) = dim(Imf)
Propriétés :

1) on atoujourgg(f) <dimE

2) fest surjective ssi rg(f) = dimF

3) festinjective ssirg(f) = dimE

4) f est bijective ssi rg(f) = dimE = dimF

Remarque :Si f est un endomorphisme de E, alofdnjective = f surjective= f bijective

4. Théoreme fondamental :

Soit f une application linéaire de E dans F avecklF n, alorsdim(Imf) + dim(Kerf) =dimE

Remarqgue : ce n’est vrai qu’en dimension finie !



Chapitre 3
Matrices

1. Définitions
On appelle_ matrice de type (n,p) a coefficientssddnun tableau de n.p éléments de K rangés sur n

lignes et p colonnes :

a; Qp -

3 3y a,,
A=

Ay 3y .- a'np

En abrégé, on nota :(aij)

k knetlsj<p

On désigne pavl, ((K) 'ensemble des matrices a coefficients dana K,lignes et p colonnes.

Cas particuliers :
* Sin=p, ondit que la matrice est carrée

* Sin=1M;estI'ensemble des matrices lignes

* Sip=1M,estl'ensemble des matrices colonnes

» Siles coefficients sont tg & 0 pour i > j, on dit que la matrice est triarajté supérieure

2. Matrice associée a une application linéaire

Soit E et F deux ev de dimensions finies p et peesvement

Soit B={e,,....e,} une base de E &={e,,....€,} une base de F
Soit f 0 £(E,F) et on posd (g) :Zn: g€, (doncf(g)=a,€,+a,€,+...+a,€,)
i=1

On définit une matricevl = (aﬂ.)

kK knetl<j<p

fe) &) - @)

&1 Ay . 3y | €

Ay 8y .. 8y, (€
M =

ay 8y . Ay, €

M est appelée la matrice associée a f dans les BaseB’. On la note Nk (f).

Remarqgue :la matrice d’une application linéaire dépend desels choisies (B et B’)
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Exercicel:

Soitf: R -~ R®
(xl,xz,xs) = (2%, + X, + X, X +2X, + Xy, X HX,)
f(xl,xz,xg) = (2%, X, + X5, X +2X, + X5, X +X,)
1) Montrer que f est un endomorphisme dg®est-a-diref 0 £(R%))

2) Déterminer la matrice associée a f dans la basenigue de R

Exercice2:
Soit f une application linéaire de€ Bans R

Soit B et B’ les bases canoniques deRR

100
La matrice associée a f dans les bases B et B’ &}.(f) :( JD M2 s(R)
110

Déterminer I'expression analytique de f

Théoreme :

L'application qui af O £(E,F) fait correspondre P4 (f) est bijective.

3. Opérations sur les matrices

3.1. Addition interne et multiplication externe

Soit A =(a, )0 Mn«(R) et B=(b, )0 Mng(R)

j

Alors A+B =(a, +b; )0 MngR)

Et, OAOR, 2A =(Aa, )0 Mo g(R)

Exemples:

1 -1 0 0 1 O

A+B=|{-4 1 0| et2A={0 0 4
13

w
o
N
o
N

3.2. Produit de deux matrices

Soit E, F, G trois K-ev de bases respectiges{e,,....e,}, B'={e,,...€,} et B'={e",,...e",}

f: E - F de matrice associéesM(f) O Mmn



g: F - G de matrice associéegh (g) O Mpm

(gof)O£(E,G), on détermine la matrice associée de ceticagion linéaire :

(gof(e) =g(fE)) = g(za e'jj =3a,0€) =22, (z bkje“k] =3 Sbya,e’,

= =1 k=l

On posec, zibkj a
=
Donc (gof)(@) = X.¢, €',
k=1
La matrice associée (@of) estMg.(gof )0 My

Remarque :

Pour que le produit existe, il faut que I'on &, mX My =Mp

En pratique : M. (gof)= Mg (@) XM g (f)

a,
a2i
M, =
A ) (imen)
M,=|b, by By = Cyi =M,
pm) ()
Exemple:
1 0
1 0 O
A = et B=|0 -1
2 -10
(23)
2 1 (3:2)
Calcul deA xB :

10
AxXB=
2 1(2x2)

Remarque : AXB#ZBxA
Dans le cas précédeAix BOM;, et BxA [0 M3 3
Donc (A + BY = A*+AB + BA +B?

11



3.3. Propriétés

Si les produits sont définis :
* Ax(BxC)=(AxB)xC
* Ax(B+C)=(AxB)+(AxC)
* (B+C)xA=(BxA)+(CxA)
« OMNOK, MAxB)=(AA)xB

Cas des matrices carrées :
* L’ensemble des matrices carréesMgtK)
«  My(K) est un K-ev de dimensiorf n
» Les 4 propriétés précédentes sont valables
e (A B)O(Mn(K)*tg A #0,B # OetAB =0

Exemple:

1 0 00
A= et B=

00 0 1
AZz0,BZ 0etAxB=0

Définition :

A 0 My(K) est inversible ssiB0 M(K) tg AxB=BxA =1

B est dite inverse de A et se nété

Remarque : I, est la matrice identité dd,(K) :

1 0 .. O

o 1 .. O
I, =

0O O 1

Propriétés de la matrice identité :
. A X |n = |n xA =A

e Ipestinversible ;' =1

Méthode pour trouver l'inverse d’'une matrice :

1 0
Exemple: trouver l'inverse deA =[ }
2 —_

n

12
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a b 10
On chercheB = tg AxB= =1,
c d 01

a b
Or, AxB=
2a-c 2b-d

a=1 a=1
_ ~ |b=0 b=0
Donc, par identifications: =
2a-¢c=0 c=2

2b-d=1 d=-1

Théoreme :
Soit f une application linéaire de E dans F et Mgz (f) avec B une base de E et B’ une base de F. A

est inversible ssi f est un isomorphisme de E @agisA* = Mgg ()

Théoréme :

Soit A 0 Mp(K). A est inversible ssi la famille des vecteuotooines de A est une base de E.

Exercice3:

Montrer que la matricé [0 M,(K) suivante est inversible.

A, 0 O .. O
A,y A, O ... O
A=|N;; Ay Ay ... 0| avecA; #0,0i

)\nl )\nz )\n3 )\

nn

Théoreme :

Si A et B sont des matrices inversiblesMigK), alors A x B est inversible efA xB) ™' =B xA™

4. Changement de base

4.1. Formule matricielle de Y = AX

Soitf O £(E,F) avec dimE = netdimF =p

A= (aﬁ )]sispet]sjsn matrice associée a f
n p

Soitx =) xe, avecB={e,,....e,} base de Eey=f(x)=Y ye, avecB'={e,,...€,| base de F
=1 =)

f(x) :f(é Xjejj :éf(&ej):jzzllxjf(ej) :ng(g ahe'ij :anp:(xia,.j)e'i

Fli=l
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Doncy, = Z(Xiaﬂ)

I8

A x et y, on fait correspondre deux vecteurs coésnd et Y et on a la matrice A suivante :

& &y ..y
Xy Y1
a21 a22 aZn
X=l...|l,Y=|..|etA= = Y =AX
Xn Yo
ay a, .. a,
Exercice4 :
Soitf: R - R®

(X1’X2’X3'X4) - (%,Y2,Ys) tq
Y, = 2X, =X, + X,
Y, =3X, =Xz +X,
Yo =X, =X, X5+ X,
1) Déterminer la matrice A associée a f
2) Déterminer Ker(f)

4.2. Matrice de passage

Définition :
Soit B={e,,...e,} et B'={e,,...€,} des bases de E

e [jpourl<j<n

B s'appelle ancienne base de E et B’ nouvelle dasé. On e’ = iaij :
i=1

On appelle_matrice de passage de B a B’ la mat?iceéaij )Ei n dont les colonnes sont constituées

des coordonnées des nouveaux vecteyeates dans I'ancienne base.

el eZ er‘l

all a12 aln el

aZl a22 aZn eZ
P=

Ay, 0, ... a.,/€,

Proposition :
Soit E un K-ev de dimension p, alors :
e Toute matrice de passage est inversible

« Si Ry estla matrice de passage de B & B’ alogs [P est la matrice de passage de B’ a B et
(Pss)™ = Py
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4.2. Effet d’'un changement de base sur les coordo@é@s d’'un vecteur

Proposition :
Soit P la matrice de passage de Ba B'.

OxOE, soit X le vecteur colonne des coordonnées dens dlancienne base B et X' le vecteur

colonne de x dans la nouvelle base B'. Alots&= P™X

4.2. Effet d’'un changement de base sur la matricéhe application linéaire

Proposition :

Soit E et F deux K-ev ayant pour anciennes basgecvement Bet B-.

Soit B’ et B'r deux nouvelles bases de E et F.

Soit P la matrice de passage deaB’s et Q la matrice de passage deaBBr

Pour toute application linéaire de E dans F, sogdvnatrice associée dans les anciennes bases (B
Be).

Alors, la nouvelle matrice N dans les nouvelleebdBE et B'r) est donnée par la formule suivante :

N =Q'MP (= formule de changement de base)

Corollaire :
Soit f un endomorphisme de E, M sa matrice assataés I'ancienne base B et N sa matrice associée
dans la nouvelle base B'.

Soit P la matrice de passage de Ba B'.

Alors N =P'MP

Remargue : dans la matrice de passage, on écrit les élénadenta nouvelle base en fonction des

éléments de I'ancienne base.

Remarques :
« N=P'MP
PN=PP'MP=IMP = PNP' =M
* Si N est une matrice diagonale :

M" = (PNP?)" = PNP* xPNP" x...x PNP"

gl
n fois
M" =PN'P"*
A, 0O
Comme N est diagonaleN={ 0 ... O

0 0 A,



AT 0 0
DoncN"=| 0 .. 0 |=calculdeM"

0O o0 X

p

5. Rang d’'une matrice

Définition :

Soit A0 M, 4(K), on appelle rang de A le rang du systéeme copas ses vecteurs colonnes.

Théoreme :

Le rang de A est le rang de toute application ineéa@présentée par A.

6. Matrices particuliéres

Définition :

SiA= (aﬁ)“neﬂsjsp, la transposée de A, notéeest la matricéA = (a, )

k K petl<isn

Propriétés :
- (A+B)='A+'B
o 'M\A)=AA
. (A=A

« 'AxB)=Bx'A
- (AH=(A"
« 1g(A) = rg(A)

On dit que A est symétrique $&i= A
On dit que A est antisymétrique 8i= - A

16
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Chapitre 4
Déterminants

1. Déterminants d’ordre 2

1.1. Définitions

Soit E un K-ev de dimension 2

« On dit que f est une forme bilinéaire de EXE dars K(x,,x,) OE* :

f(Ax, +px’;,%,) = A (x, %, )+ pf(x'),x,)

f(x,,AX, +px', ) = M (x,, X, )+ uf (x,, X', )
« On dit que f est antisymétrique S(x,,x,) OE?, f(x,,x,)=—f(x,,x,)
« Ondit que f est alternée Bk O E, f(x,x)=0

Exemple: le produit scalairex.y
1) le produit scalaire est une forme bilinéairfg(x,y) OR**xR®, X.¥ = X,y; +X,Y, +X.Y,

2) il est symétrique X.y =y.X

3) il nest pas alternéx.x =x2 +x2 +x2 =|x[*

Théoreme :
Toute forme bilinéaire antisymétrique est alteragaéciproquement, toute forme bilinéaire alternée

est antisymétrique.
Démonstration ()

Théoreme :

Soit f une forme bilinéaire antisymétrique

Soit B={¢g,e,} une base de E

O(x. %) 0 B 0@ 8, 8,.8,) DR tq {Xl " TS,
X, = 8,6 +a,%e,

Alors f(x,,x,) = det, (x,,x,) % (& e,)

Avec det; (X, X,) =a,; Xa,, —a,, Xa,,

a; &

&1 8y

On notedet, (x,,X,) =

Démonstration (B)



Théoremes :
» L’espaceA; des formes bilinéaires alternées sur E est un Heedimension 1

« SoitB={g.e,} etB'={¢ €,} deux bases de E
dety (X, X,) = det; (& .€,) xdet;(x;,X,)

« Lafamille{x,,x,} est libre ssidet, (x,,x,) #0
Démonstration du®8'®théoréme (B)

1.2. Déterminants et matrices

Soit A 0 My(K). On appelle déterminant de A le déterminantwigeurs lignes (ou colonnes) de A.

Exemple: soit la matrice A suivante :
fe) fe&)

[aﬂ an}el
A=
a21 a22 e2

det(A) =det, (f&).f €)=

all 2 _
=aq1Xagy —apXay;
a21 a22

Théoréme :
Soit (A, B) 0 (Mx(K))?
det(A x B) = det(A) xdet(B) = detB) x det(A)

2. Déterminant d’ordre 3

2.2 .Définitions

Soit E un K-ev de dimension 3 et f* E K
» festtrilinéaire si elle est linéaire par rappothaque vecteur i D{1,2,3})

« festantisymétrigue ou alternée si elle est nolleque 2 vecteurs sont égaux.

f(x,,X,,X;) =0 dés que p= x; pour 1 couple (i,j)

Théoremes :
+ Ajestl'ensemble des formes trilinéaires alternéestun K-ev de dimension 1
« Soit f une forme trilinéaire eB ={ ¢ ¢, ,e,} une base de E :
(X, X5, X5) =det (X, X,,X5) % T8 .6.6)
+ SiBetB’ sontdeux bases de E :

dety (%, X5, X3) =det, (.6 ,8;) xdet; (X, X,,X3)



« Lafamille {x,,x,,x,} est libre ssdet, (x,,x,,x;) %0
* Soit A etB0 M3(K), det(AB) =det(A) xdet(B)
. Soit A0 Ms(K), det(A) = det(A)

2.2. Calcul pratigue

a; @, 3
Soit la matrice A=|a,, a,, a,

A3 83 g3
Notations :
* On note A la matrice déduite de A en supprimant la lignelaeolonne j
+ Onnoteg, le cofacteur de I'élémenjja 3, = (-1)'" xdet(A;)

det(A;) s’appelle déterminant mineur

En pratique, on développe le déterminant de A ayemales cofacteurs relatifs & [&%ligne (ou la

1% colonne).

&y ap 85
detA) =ja,; a, &y

83 8y 8y
det(A) =ay, X &, +8, % &, +a,;% &,

=a,, xdetA,)) —a, xdet(A,,) +a,, xdet(A,,)
8y 8y

83 8y

a21 a23
85 g

=a; % (azzass - a23a32) —a, X (a21a33 - a23a31) ta; X (a21a32 - a22a31)

a21 a22
85 a5

=a;; —a, X

3. Déterminant d’ordre n

3.1. Déterminant d'une matrice carrée d’ordre n

On a les résultats et les régles de calcul suivants
» detA = 0 si deux colonnes sont égales ou proparéthes ou si une colonne est nulle

e detA change de signe si on permute deux colonnes
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» detA ne change pas de valeur si on substitue aléame i la colonne i+kj (j étant une autre

colonne)

» detA est multiplié pak si on remplace la colonne j pgr

Remarqgue : ces propriétés sont aussi valables pour les lignes



Propriétés :
det(AB) = detA xdetB
det(A) = detA

Exercicel:

Calculer le déterminant de la matrice suivante :

a a a a

a b b b
A =

a b ¢ c

a b ¢ d
Exercice?2:

Calculer le déterminant de la matrice suivante :

& 8 . Yy
0 a, .. a,
T=
0O O a,,
Ay ... Ay, gy ... 8y,
detT=a, %|... ... ..[|Za;Xa,X| .. .. ..l =§1XaryXazzX..Xay
0o .. a, 0 .. a,

Le déterminant d’une matrice triangulaire est égaproduit des coefficients de la diagonale.

3.2. Comatrice

Définition :
Soit M OMp(K). On appelle comatrice de M, noté¥ , la matrice des cofacteurs.

Exercice3:

Trouver la comatrice de la matrice suivante :

1 0 -1
M=0 -1 1

-1 2 0
Théoréme :

OM O My(K), MX'M*='"M*xM = detM x| |
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Exercice4 :

Reprendre I'exemple précédent et montrer yieM * = detM x|,

3.3. Matrices inversibles

Théoreme :
Soit M 0 My(K), M est_inversible ssiletM # 0

On aalorsM™ = x' M *

deiM

Propriétés :
Soit A et B deux matrices carrées d'ordre n tefiesdetA # 0 et detB # 0

_ 1
deth 1) - delA

(AH)t=A

(AB) =B xA™

t(A—l) :(IA)—l
Démonstrations (k)

4. Déterminant d’'un endomorphisme de E

Définition :

Soit f O £(E). On appelle déterminant de f et on note dé&t(§éterminant de sa matrice associée dans

une base quelconque.

Remarque :
det(f) ne dépend pas de la base considérée

Démonstration ()

5. Applications

5.1. Rang d’une matrice (rectangle ou carrée)

Rappels :

rgA = rgf =dim(Imf)

rgA = rang du systéme composeé par les vecteursigcetode la matrice
rgA = rang du systeme composeé par les vecteursdige la matrice

rgA = taille de la plus grande matrice carrée étdrde A et dedet# 0
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5.2. Systeme linéaire de n éguations a n inconnues

a X, +a,X,+..+a, x,=b,

A, X, T aX, t...+a, X, =b,

(S)
a X, ta, X, +..+a, x,=b,
X, b, a, ... a,
OnposexXx =|... |, B=|... | etA=| ... ... ... |doncon peutécrire le systtme AX =B
Xn bn anl e ann

Si det# 0, A est inversible et on peut calculr=A"B

Définition :
(S) est dit systeme de Cramemndsitz 0

- X=A"B
= (S) possede une unique solution

= fest une bijection sur E

Calcul de la solution unique (X, X2, ..., X))

. . . A
Lorsque I'on a une solution unique(Xa,..., X,), on utilise les formules de Cramexj:=K'

A = det(A)

4 : déterminant déduit d& en remplagant la colonnepar la colonne b

Exercice5: Résoudre le systeme suivant :
{4x1 +5x,=3

2, +3x, =1

Proposition : critéeres d’existence de solutions
Soit I'application linéaire f K* - K" dont la matrice dans les basgseBB, est A.
Soit x et b les vecteurs dé Kt de K dont les coordonnées dans les basest B, sont X et B.
Soit le systéme linéaire (S) défini par : AX =B
Alors (S) admet au moins une solution ssi 'une a@wglitions équivalentes suivantes est satisfaite :
1) bOImf

ali
2) O, A ,)OKP tqB = Zpi)\ici avecC, =|... | lai®™colonne de la matrice A

=
a

ni

Démonstration (k)
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Chapitre 5

Diagonalisation

1. Introduction

Soit A une matrice associée a un endomorphi§rhef (E), avec E un K-ev de dimension finie.
On pose A = M(f) et B={e,,...e,} une base de E.
Obijectif : on veut trouver une base B’ de E ou trouver uneiceaP inversible tq A'= PAP avec A’

matrice diagonale.

Définitions :
* Soit E un K-ev de dimension n €J£(E). On dit que f est diagonalisable s'il existe lase
B’ de E et(A,,...A,) OK" tq f(e}) = A€,
* On dit queA OM(K) est diagonalisable si elle est semblable amatice diagonale c’est-a-

dire s'il existe une matrice P inversible tq la rizat A'= P*AP est diagonale.

2. Valeurs propres et vecteurs propres

Définitions :
Soit E un K-ev ef O£(E)
* OnditqueA 0K estvaleur propre de f s’il existed Etgx # Q. etf(x) =Ax

* Ondit que x est vecteur propre de f assodié a

Remarques :

1) SoitA une valeur propre de f. Dorid # O tqf(x) = Ax
= f(x)-Ax=0. = (f-Aid)x =0,
= xOKer(f —Aid)
Commex # O, (f -Aid) n’est pas injective

2) festdiagonalisable ssi il existe une base defade de vecteurs propres.
Démonstration du 2) (D

Remarque : sur la diagonale de la matrice diagonale appardisées valeurs propres de

I'endomorphisme.

Théoreme :
Si les valeurs propres sont 2 a 2 distinctes, ddofamille constituée par les vecteurs propres@ss

a ces valeurs propres est libre.
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Corollaire :

SidimE = n et que f admet n valeurs propres dis) alors f est diagonalisable.

3. Polynbme caractéristigue

Définition

Le polynémeP,(A\) =det(A —Al,) s’appelle le polynbme caractéristique de A.

Les valeurs propres de A sont les racines de gapuole de degré n.

Résume :
1) Les valeurs propres sont les solutions de I'équatioret(A —Al) =0

2) Les vecteurs propres V sont les solutions de I'égna (A -Al).V =0

Remarques :
- On calcule un vecteur propre pour chaque valeysrpro
- Lorsqu’on exprime la matrice dans la base condifar les vecteurs propres, on obtient une

matrice diagonale dont les éléments diagonauxleenaleurs propres de la matrice.

Exercicel:
Déterminer les valeurs propres de la matrice stévan

3 1 0
A=|-4 -1 0
4 8 2

4. Sous-espaces propres

Définition :
Soit f O£(E) etA une valeur propre de f.
On appelle sous-espace propre assodiéensembleE, :{x OE/f(x) = )\x} =Ker(f —Aid;)

Remarques :
* E, est I'ensemble formé des vecteurs propres assadeéésgaleur propré et du vecteurg
 dimE, 21
* (f- Aidg) est un endomorphisme de E, datmE = dimKer(f —Aid.) +dimIm(f —Aid.)
n=dimE, +rg(f —Aid;)
Donc dimE, =n-rg(f —Aid;)
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Exercice?2:

Déterminer les sous-espaces propres associés kuxs/propres de la matrice A :

3 1 0
A=-4 -1 0
4 8 2

5. Diagonalisation

Théoreme :
f est diagonalisable ssjR) admet n racinek; (distinctes ou confondues) et si on a, pour tout i

m(A;) =dimE,  (m(\) : ordre de multiplicité da;)

Autre formulation du théoréme :

p
dmE=n=> m(A.
f est diagonalisable ssi ;‘ )
dimE,, =m(A,) Ti O{L,... p}

6. Applications

6.1. Calcul de la puissance d’une matrice : ‘A

Soit A OMq(K).
Si A est diagonalisable, il existe deux matricés diagonale et P inversible tq A’ =P (c’est-a-
dire A = PA'PY
A* = PAPT)x (PAP™)x.. x (PAP™) = (AP
k tOis
A, ... O N, 0

Oor,siA'=| ... ... ..|=(AY=|..
0 .. A 0 .. A

n
Donc A< se calcule par la formule suivante :
N0
A“=Px| .. .. ..|xP*
0 .. X

n

6.2. Résolution d’un systéeme de suites récurrentes

On cherche a déterminer les expressions,@ w en fonction de n, connaissant le systeme suivant :
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et les valeursget

{um =f(u,,v,)

Vn+l = g(un 7Vn)

LIn uO
On poseX,, = et X, =
Vn VO

Le systeme précédent s’écrit.X= A. X,
D’ou, par récurrence, x= A".Xq
On est ainsi ramené au calcul dephis de % en fonction de n.

6.3. Systeme différentiel linéaire a coefficientoastants

On cherche a résoudre le systéme suivant :

o _ X, +...+ta, X
dt 1M In“*n
(1)4... aveca; [l Ret x :R — Rdérivables
dx, _
” =a X, +..+ta,.X,
X1
- R )¢ N
Sous forme matricielle, le systeme s eeglie =AX oUA=(g)etX =
X

Si A est diagonalisable, il existe A’ diagonaldPdnversible tq A’ = PAP
Si on considere A comme la matrice d’'un endomorphi$ dans la base canonique, A’ est la matrice

de f dans la base des vecteurs profvgs
X est la matrice du vecteur x dans la base canergglY est la matrice de x dans la base{dgs On

a la relation : Y = PX
En dérivant cette relationq—Y = P_l(il_)t(

Donc %—T =P’AX = PTAP)Y =A'Y

Donc le systéme (1) équivau% =A'Y . Ce systéme s'’intégre facilement car A’ est diad@n

Résumé: pour résoudre le systérnd((]:ztS =AX :
1) On diagonalise A. On trouve A’ =¥AP une matrice diagonale semblable & A
R day _ .,
2) Onintegre le system%T =A'Y

3) Onrevienta X par X = PY
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Exercices de préparation

Chapitre 1 : Espaces vectoriels

Exercice 1
Soit E I'ev des fonctions réelles définies sur R.
Parmi les sous-ensembles suivants, quels sont gaipposseédent une structure de sous-espace
vectoriel (sev) ?
- le sous-ensemble,es fonctions positives
- le sous-ensemble; Eles fonctions qui s’annulent en 1
- le sous-ensemblededes fonctions qui tendent vers + infini lorsquiend vers + infini

Exercice 2
Déterminer niJ R pour que :

E. ={(x,y,z,t)OR* /x -y +2z-3t=m} soit un sev de R

Exercice 3

Soit (1,+, . ) I'ev des fonctions définies sur R.

On pose I le sous-ensemble des fonctions paires,dé Bous-ensemble des fonctions impaires. Ces
deux sous-ensembles sont des sevite (). Montrer qu'ils sont supplémentaires.

Exercice 4
Dans R, soit v = (1,1) et y = (1,-1). Montrer que{vl,vz} est une famille génératrice dé.R

Exercice 5
Soit I'ev des fonctions réelles définies sur R.
Soit les fonctions suivantes :
flixoxX+x—1
foix - 2X
f3: X - cos x
fs: X > sinx
1) Est-ce qudf,,f,} est libre ?

2) Est-ce qudf,f,} estlibre ?

Exercice 6
Soit F un sev de Rq : F={(x,y,z) OR® /2x+y +32=0}
Soit v, = (1,-2,0) et y=(0,-3,1). Montrer quévl,vz} forme une base de F.

Exercice 7
Montrer queB ={1,x,x2,..X"} est une base de/R]
Rn[x] étant I'ensemble des polynémes de degré ni-cetire :

R,[x] ={P/P= zn:axi avec(a,,...a, )OR™ }
i=0

Exercice 8 : Obtention d’'une base a partir d’'une faille génératrice
Déterminer une base du sous-espace ‘dengendré par les vecteurs=(1,1,0,-1) et ¥= (-1,1,1,0)
et = (0,2,1,-1) et donner les éventuelles relatiomsalires entre ces vecteurs.



Exercice 9 : Obtention d’'une base a partir d'une fanille libre

Dans R, soit les vecteurs;x (2,0,1,1,1) et x=(2,1,3,0,2) etx=(1,-1,1,1,1)
1) Montrer que{xl,xz,xa} est une famille libre
2) Compléter cette famille pour obtenir une base de R
3) Déterminer un sous-espace supplémentairk dreVeCI{Xl,xz,Xs}

Exercice 10

Soit F et G les sev de*Rngendrés respectivement PEHE’VZ} et {Wl,wz} ouw =(1,-1,0,2), y=
(2,1,3,1), w=(1,1,1,1) et w= (3,-4,4,2).

Déterminer une base de(1G

Chapitre 2 : Applications linéaires

Exercice 1

Déterminer si les applications suivantes sont Ine€a
fi: (x,y)OR? - x+y OR

f2: (x,v,2)0R® - (xy,x,y) OR®

f3: PORJX] - POR,[X]

Exercice 2
Pour tout réel m, soit I'application f ?R. R* définie par :
f(x,y,2) =(X=y+z, mx—2y+mz, - X +Yy, - xmy—mz)
1) Montrer que f est linéaire
2) Déterminer une base du noyau de f. Pour quellaivadie m I'application f est-elle injective ? f
est-elle bijective ?
3) Déterminer une base de I'image de f

Chapitre 3 : Matrices

Exercice 1
Soit B, ={ e ¢ . .e,} la base canonique dé Bt B, ={f ,f,,f.} la base canonique dé.R

Soit u I'application linéaire de Rlans R définie par :

X vzt - uXxyzt=(z x+y+z-t,x+2)
1) Deéterminer la matrice associée a u dans ces bases
2) Déterminer le rang de u

Exercice 2
Pour tout entien = 2, soit 'application f définie sur RX] par :
f:P - P+ (1-X)P’
1) Montrer que f est un endomorphisme g
2) Déterminer la matrice M associée a f dans la t&sé], X, Xz,...,X”}
3) Déterminer une base de Imf
4) Déterminer une base de Kerf
5) Montrer que Imf et Kerf sont supplémentaires dafXR



Exercice 3
Soit (O, i, R) le repére orthonormé dé RSoitv =1+ etw =] +k
1) Trouver U orthogonal & et W et montrer queB'={0,V, W} est une base de’R
2) Soit f la symétrie orthogonale par rapport au plemw) . Ecrire la matrice A’ de f dans la base
B’
3) Ecrire la matrice A de f dans la baBe= (T]R)

Exercice 4
Soit f une application linéaire d& Bans R

fr(Xy, %) - (5% + 3%, 3% + 5%)
1) Quelle est la matrice associée a f lorsqdee® muni de la base canonique ? (on appelle A

cette matrice)
\/5/2} e _[—\/E/z
2/2) 7 V2

3) Quelle est la matrice associée a f dans la nouloal%te{e‘l ,e'z} ? (on appelle N cette matrice)
4) Calculer N avecpLIN

2) Montrer quee'lz[ ] constitue une base dé R

Exercice 5
Calculer le rang de la matrice A :
1 -1 3 51

A=2 0 -1 31
3 -1 2 8 2

Chapitre 4 : Déterminants

Exercice 1
Calculer le déterminant de la matrice suivante :

a a a a
a b b b
A =
a b ¢ ¢
a b ¢ d
Exercice 2

Calculer le déterminant de la matrice suivante :
a+io o+ia a+a

B=|b+i B+ib b+p
C+iy y+ic c+y

Indication : utiliser le fait que le déterminant de B est umerife trilinéaire

Exercice 3
Soit D, le déterminant de la matrice[CM,(R) tq :



a b 0

C a .. .. 3

D,= avec (a, b, IR
b
0O .. ¢ a

Soit Dy.1 le déterminant de la matrice [CM,.4(R) et D, le déterminant de la matrice O’'M,.»(R).
Les matrices C’ et C” sont construites de la mé&agen que la matrice C.

1) Exprimer [} en fonction de R; et D,

2) Calculer QQ, D, et Ds

Exercice 4
Soit la matrice suivante :

22+1 -a a+l
M.=| a-2 a-1 a-2|avecdlR

22-1 a-1 2a-1
1) Déterminer le rang de Mselon la valeur de a
a-1 X

2) Résoudre MX =BsavecB,=| a |etX=|y

a z
Exercice 5
Résoudre le systéme suivant selon les valeursagkety (R :
2X+y-z=a
y+3z=p
2X+ky+2z=y

Exercice 6 : Etude des matrices semblables
Soit A et B deux matrices carréesMg(R)
1) On suppose que A et B sont semblable§]@ne matrice carrée inversible P tq A = PRP
Montrer que :
« 'Aestsemblable B
« Ok DO0Oavec k= 1, A est semblable &B
e Aestinversible ssi B est inversible
2) On suppose uniquement que A ou B est inversiblentMoque AB et BA sont semblables.

Exercice 7

Calculer la matrice inverse de la matrice suivante
1 2 O

A=/-1 3 0

0 1 -1




Chapitre 5 : Diagonalisation

Exercice 1

Soit fO £(E) et A la matrice associée a f dans la base B.
1) A quelle condition O est-il valeur propre de A ?eDest le sous-espace propre associé a 0 ?
2) Quels sont les vecteurs propres et valeurs praj@e$ a partir de ceux de A ?

Exercice 2
Soit la matrice A suivante :

2 —
A =
-1 2
Calculer la base de vecteurs propres orthonornséxige a cette matrice

Exercice 3
Montrer que toute matrice réelle symétrique d’or2lest diagonalisable.

Exercice 4
Pour quelles valeurs des parameétres réels a, o, € et f les matrices suivantes sont-elles

diagonalisables dad4(R) ?

1 a b c 1 a b ¢

0 2 d e 0O 1 d e
A = et B =

O 0 2 f 0O 0 2 f

O 0 0 2 O 0 0 2
Exercice 5

Soit (u,) et (V) deux suites définies par leur§®ltermes b et w et par les relations de
récurrence suivantes :

{unﬂ = un +2Vn
Vn+1 = un +Vn

Uy

U,
1) Montrer que fl=am avec AL My(R)
Vn+l VO
2) Déterminer les expressions dgjet .1 en fonction de n,get w

Exercice 6
Résoudre le systeme d’équations différentiellegasuipar I'algebre linéaire :

X'y (1) = 3%, (1) =X, (1) +X4(t)
X5 (1) = 2x,(1)
X5 (1) =X, (1) =X, (1) +3x5(1)
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Exercice 1 :

Soit le systéme linéaire suivant (avec (a0} :
(a-1).x+y-z=m
X+ay+z=m
X+y+az=m+2

Donner, en justifiant vos réponsesnlembre de solutions de ce systeme selon les valeursedala
m (les solutions ne sont pas a calculer !).

Exercice 2 :
Soit F=Vecf v,,v,,v;} avecv,= (1-1,2,0), v, = (2,2,3,1) etv,= (3,1,5,1)

1. Donner une base de F
2. Compléter cette base pour obtenir une base’de R

Probleme :
Dans I'espace vectoriel E #,(R) de dimension 4, on considere les matrices ati@ga:

10 01 00 00
M1: |\/|2: |\/|3: |\/|4:
00 00 10 01
1. Montrer queB ={M,,M,,M,, M,} est une base de E.

1 2
2. Soit la matriceA =

0 2
On considere 'application f définie sur E pard#ation suivante :
OMOE, f(M) =AXM-MxA & représente le produit matriciel)

2.1.Montrer que f est un endomorphisme de E.
2.2.Montrer que la matrice F de f dans la base B estdtice suivante :

O 0 2 O

-2 -1 0 2
F=

O O 1 O

0O 0 -2 0

2.3.Déterminer une base de Imf.

2.4.Déterminer une base de Kerf.

2.5.Est-ce que f est une fonction injective ? surjecthbijective ? (Justifier vos réponses)

2.6.Montrer que la matrice A est diagonalisable et @onges valeurs propres et vecteurs
propres.

2.7.Soit M." la matrice définie de la fagon suivant®!.'=PxM. xP™ (P étant une matrice
de passage). En utilisant le résultat de la quedtjonontrer (sans calcul !) que la famille
{M; M, M, ,M,"} forme une base de E.

2.8.0n a les relations suivantes :
f(M,") =M, f(M,") ==-M,", {(M,") =M;" etf(M,") =M, avecm , = [0 0]

0O

En déduire les valeurs propres et « vecteurs »esage F.
2.9. Soit G la matrice de f da{ﬂyl LM M M4'}. Ecrire cette matrice.
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Exercice 1 :
Soit le systéme linéaire suivant (avec (m, &11R°) :
Xx+3y=a
(5){
2mx-y =b

En utilisant I'algebre linéaire, indiquer pour deslvaleurs des parametres m, a et b le systeme (S)
admet au moins une solutile calcul des solutions n’est pas demandé !)

Exercice 2 :
Soit B={¢ ¢ ,e,} la base canonique de’ Bt f une application de*Rdans R définie de la fagon

suivante :
fle)=¢

fe) = fe) =2 x(e +e)

1) Montrer que la matrice M associée a f dans la Basécrit de la fagon suivante :
1 0 O

M=|0 1/2 1/2
0 Y2 12

2) Montrer que f est un endomorphisme de R

3) Déterminer Kerf. En donner une base et précisdimsansion.

4) Déterminer une base de Imf. Donner le rang de f.

5) Montrer que les sous-espaces vectoriels Kerf et suofit supplémentaires dans® R
(= Kerf +Imf = R®).

6) Est-ce que f est une fonction injective ? surjecthbijective ?

7) Soit g un endomorphisme dé Rl queg =f of
Calculer la matrice associée a g dans la base BéHuire ce que vaut la fonction g.

Exercice 3 :
Soit B={¢ e e,} la base canonique d€’Rt f un endomorphisme de’ Bont la matrice associée

dans la base B est la matrice A suivante :

1 11
A=/0 2 O
0 0 2
Vi=g
Soit les vecteurs ¥/ V, et Vs tels que 1V, =¢e +e,
V=6 +e

1) Montrer queB'={V,,V,,V,} est une base de’R

2) Exprimer f(\y), f(V2) et f(V3) en fonction de £ & et &. Puis exprimer f(Y), f(V2) et f(V3) en
fonction de \{, V; et V.

3) En déduire la matrice A’ associée a f dans la Bagsans calcul !)

4) En déduire les valeurs propres de f. Pour chacarees valeurs propres, préciser son ordre de
multiplicité et le(s) vecteur(s) propre(s) assai€tans calcul !)
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5) Soit R et k; les deux sous-espaces vectoriels suivants :

F, = Ker(f —id)
F, = Ker(f -2xid)
Déterminer une base de &t une base deF
6) Exprimer A en fonction de A’, P et'Pla matrice P étant une matrice de passage gue I'o
déterminera.
7) Calculer la matrice A
8) Soit (U,) s (V)un €t (W,), trois suites définies par leur§termes b, vo et W et par les
relations de récurrence suivantes :

(id représente ici la fonction identiténdd?)

Uy =U, +V, +W, u, =0
Vi =2V, avegv, =2
W, =2W, w, =1

En utilisant le résultat de la question 7), exprime v,, et w, en fonction de n.
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Examen d’algebre linéaire : £ partie
19 mars 2009

Exercice 1:
1) Soit R I'ensemble défini par E ={(x,y,z) DR%x +2y+z+1=0}
Est-ce que Fest un sev de ¥
2) Soit E I'ensemble des fonctions réelles gt @éhsemble des fonctions paires :
F,={f DE/f(-x) =f(x) OxOR}
Est-ce que fest un sev de E ?

Exercice 2 :

Soit la famille de vecteurs ={v,,v,,v,} avecv, =(0,1,2,9, v, =(1,0,3,3 et v, =(0,0,1,9
1) Est-ce que F est une famille génératrice & R
2) Est-ce que F est une famille libre ?
3) Donner une base de'R partir des vecteurs,w; et \s.

Exercice 3 :
Soit 'application linéaire f définie de la faconigante :
f: R - R®
(x.y) - (x+y,x-y,x)
1) Donner la matrice associée a f dans les bases igalesnde R et de K. Utiliser deux
méthodes différentes pour répondre a cette question
2) Donner la matrice associée a f dans les basesBg 8t étant la base canonique dé & B’
étant la base de®Rormée par les vecteurs,up et w tels queu, =(1,0,0, u, =(0,2,0 et
u; =(0,0.3
3) Déterminer Kerf.
4) Est-ce que f est injective ? Est-elle bijective ?
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Examen d'algébre linéaire : 2™ partie

14 mai 2009
Exercice 1
Soit la matrice A suivante :
2 0 1
A={1 1 1
-2 0 -1

1) Cette matrice est-elle inversible ? Si oui, dorswar inverse.

2) Déterminer les valeurs propres de cette matrice.

3) Déterminer les vecteurs propres associés a cesrsgieopres.

4) La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, donta matrice diagonale A’
correspondante et indiquer dans quelle base dllexpamég(sans faire de calcul !).

5) Soit f I'endomorphisme auquel est associée laioga#k dans la base canonique de
R®. Déterminer Kerf et Ker(f — id)sans faire de calcul !).
Remarque : id représente ici la fonction identigéRl dans R

Exercice 2

Soit f 'endomorphisme défini de la fagon suivante
f: R R

(x, y,z) - (2x+22,—x - z,2x+y+32)

Partiel:

1) Déterminer la matrice A associée a f dans la baserique B de R
2) Déterminer Kerf.
3) Déterminer Imf.
4) L’application f est-elle injective ? surjective felotive ?
Partie2:
Soit les 3 vecteurs de’Ruivants :u=(0,1,0, v =(2,0,0 etw =(0,0,))
1) Montrer que la famill®&'={u,v,w} forme une base de’R
2) Déterginer les composantes des vecteurs f(u),el(¥w) dans la base canonique
BdeR.
3) Exprimer les vecteurs f(u), f(v) et f(w) en fonetides vecteurs u, v et w.
4) Les vecteurs u, v et w sont-ils des vecteurs psogecA Asans faire de calcul !)
5) Donner la matrice C associée a f dans la Bisdu,v,w} (sans faire de calcul !).

Partie 3:
On considere le systéme linéaire suivant :
2x+2z=0
(S)y-x-z=0
2x+y+3z=0

En utilisant la réponse a une des questions pratesiele I'exercice 2, résoudre ce systeme
(sans faire de calcul !).



Examen d'algébre linéaire : £ partie
8 avril 2010

Exercice 1:

1) Soit R I'ensemble défini par E ={(x, y,z) 1R%x = 3y}
Est-ce que Fest un sev de ¥y

2) Soit My(R) I'ensemble des matrices carrées contenant rediget 2 colonnes et
comportant des coefficients réels.
Soit F, 'ensemble des matrices carrées contenant 2 ligh2solonnes et comportant
des coefficients réels positifs ou nuls, c'estra-di
F={(a)0 la,200i0{1,3 etDjO{1,2
Est-ce que fest un sev dbly(R) ?

Exercice 2 :
Soit Ry[x] 'ensemble des polynémes de degré 3, c'est@:di

RJX] :{P/P:iax‘ avec( g .,2.3,3,)0 R“}
-0

Soit les polyndmes1 PP et B définis de la fagcon suivante :
P(x)=2x [OxOR
P(x)=4x> [OxOR
P(x)=x> DxOR
Soit F la famille constituée des vecteugsm et R (cest-a-dire F={ P,R,R})
1) Est-ce que F est une famille libre danfR
2) Est-ce que F est une famille génératrice gg&]R
3) Est-il possible d’avoir une famille de 5 vecteurs qoit libre dans BRx] ? Si oui,
donner un exemple en utilisant les vecteyrd$Pet R.

4) Est-il possible d’avoir une famille de 5 vecteuts goit génératrice desfX] ? Si oui,
donner un exemple en utilisant les vecteyrd$Pet R.

Exercice 3:
Soit 'application linéaire f définie de la facounigante :
f: R®- R?
(x,y,z) - (4x+ 22,9x—3y)
1) Donner la matrice associée & f dans les bases iqaiesrde Ret de R. Utiliser deux
méthodes différentes pour répondre a cette question
2) Donner la matrice associée & f dans les bases8B Btétant la base canonique d& R
et B’ étant la base de’Rormée par les vecteurs, et W tels queu, =(2,0) et
u, =(0,3
3) Déterminer Kerf et indiquer si f est injective.

13
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Examen d'algébre linéaire : 2™ partie

10 juin 2010
Exercice 1 :
Soit le systéme linéaire suivant :
X+2y=a
(S) y avec (m, a, B) R®
mx-y=2b

En utilisant l'algebre linéaire, indiquer pour desl valeurs des parametres m, a et b le
systéme (S) admet au moins une solufiercalcul des solutions n’est pas demandé !)

Probleme :
Soit E =M,(R) I'ensemble des matrices carrées, a coefficie¥dls, comprenant 2 lignes et 2
colonnes. On rappelle que cet ensemble est unespeatoriel de dimension 4.

Soit l'application f définie sur E par la relatisnivante :

1 2

0

1) Montrer que f est un endomorphisme de E.
2) Soit les matrices suivantes :

10 01 00 0 0
M, = M, = M, = M, =
00 00 10 01

Montrer queB ={M,,M,,M,, M,} est une base de E.
3) On considére la famillé&; ={M1, M,, A, M4}. Cette famille est-elle une famille libre ?
4) On considére la familleF, ={M,,M,,M,,A}. Cette famille est-elle une famille

génératrice de E ?
5) Montrer que la matrice K associée a f dans la Basst la matrice suivante :

|DM OE, f{(M) =AxM-M ><A| avecA :( } (x représente le produit matriciel)

0O 0 2 O

-2 -1 0 2
K=

0O 0 1 O

0O 0 -2 0

6) Est-ce que la matrice K est inversible ?

7) Déterminer le rang de K.

8) Déterminer Im(f) et donner une base de Im(f).

9) Déterminer Ker(f) et donner une base de Ker(f).

10) Est-ce que f est une fonction injective ? suryect bijective ?

11) A-t-on la relation suivanteKerf + Imf = E ?

12) Montrer que la matrice A est diagonalisable etrsgwnses valeurs propres et les
vecteurs propres associes.

13) Soit M,' la matrice définie de la fagon suivantM;'=P*.M, (P étant une matrice
de passage). En utilisant le résultat de la questiomontrer(sans calcul ')que la
famille {M,",M,', M, M} forme une base de E.

14) On a les relations suivantes :

00

En déduire les valeurs propres de K ainsi que hescteurs » propres associés.
15) Soit G la matrice associée a f d4is',M,',M_',M,}. Ecrire cette matrice.

f(M)=M,, £(M,)=-M,", f(M,) =M, etf(M,)=M, avecMO:(o oj
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Examen d'algébre linéaire : £ partie
7 avril 2011

Exercice 1
Soit E 'ensemble des fonctions réelles et G I'emsle des fonctions périodiques de période

Tréelle :G={f OE /f(x + T)=f(x) Ox OR}
L'ensemble G est-il un sev de E ?

Exercice 2

Soit les vecteurs suivant¥; = (0,2),V, =(3,2) et V3 = (1,0)
Soit H I'ensemble suivantt = Vect{Vy, Vs, V3}

Donner une base de H.

Exercice 3
M2(R) représente I'ensemble des matrices carréeseramt 2 lignes et 2 colonnes et
comportant des coefficients réels.

, : : 10 0 2 1 2
Soit les matrices suivantedvt; = , My = etMj3 =
00 00 01

Soit F la famille suivante E={M, M, M3}

Partie 1
1) La famille F est-elle libre dard»(R) ?
2) La famille F est-elle génératrice (R) ?

Partie 2 )
Soit N I'ensemble des matrices carrées de dimerisaont le 8™ coefficient est nul :

N ={(aj)OM(R) /a8y, =0}

1) L'ensemble N est-il un sev dé,(R) ?
2) La famille F est-elle génératrice de N ?

Exercice 4
Soit 'application linéaire f définie de la faconigante :

f: R® 5 R?
(x,y,z) - (y+22,2x-2y)
1) Donner la matrice associée a f dans les bases icalesre Ret de R.
2) Donner la matrice associée & f dans les bases8B Btétant la base canonique d& R
et B’ étant la base de’Rormée par les vecteurs et b tels queu; =(4,0) et
u, =(0,2)
Donner une base de Kerf et indiquer si f est inject



Examen d'algébre linéaire : 2™ partie
31 mai 2011

Exercice 1
Soit la famille de vecteurs F = {w,,v3} avec v; =(0,1,0,1), v, =(1,2,0,0)et v3 = (0,0,3,0)

1)
2)
3)

Est-ce que F est une famille génératrice 4@ R
Est-ce que F est une famille libre ?
Donner une base dée'R partir des vecteurs,w; et \s.

Exercice 2
Soit f un endomorphisme de’Rt A la matrice associée & cet endomorphisme ldahase
canonique de R

10 5 -15

A=l-2 -1 3

1)
2)
3)
4)
5)
6)
7

6 3 -9
Donner I'expression analytique de f.
Déterminer Kerf et donner une base de Kerf.
Déterminer Imf et donner une base de Imf.
Déterminer le rang de f.
L’application f est-elle injective ? surjective felotive ?
A-t-on I'égalité suivantelmf +Kerf = R®?
Question facultative : Montrer quelmf n Kerf =Im f

Exercice 3
Soit f un endomorphisme de’ Rt M la matrice associée & cet endomorphisme ldabase
canonique de R

210
M={1 2 0
111
1) Cette matrice est-elle inversible ?
2) Déterminer les valeurs propres de cette matrice.
3) Déterminer les vecteurs propres associés a cesrsgleopres.
4) La matrice M est-elle diagonalisable ? Si oui, danfa matrice diagonale M’
correspondante et indiquer dans quelle base dlexpsmée.
5) Déterminer la matrice de passage P permettantsiepde la base canonique dedR
la base des vecteurs propres.
6) Calculer I'inverse P de cette matrice de passage.
7) Soit le systeme d’équations différentielles)(8-dessous. Résoudre ce systeme.
% =2X, *+X,
X . ) L
(S1) % =X, +2X%, avec X, X et x des fonctions réelles, dérivables sur R
dx, _
E =X X, X,
8) Soit le systeme linéaire {Bci-dessous. Indiquer le nombre de solutions dgys&me

2x+y=2
puis résoudre ce systéme par l'algébre linéair€s;) < x+2y=0
X+y+z=0

16
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Examen d'algébre linéaire : £ partie
5 avril 2012

Exercice 1
1) Soit R I'ensemble défini par £ ={(x,y,z) IR¥z = 2x+y}
Est-ce que Fest un sev de ¥
2) Soit E I'ensemble des fonctions réelles gt @éhsemble des fonctions impaires :
F,={f OE/f(-x) =-f(x) OxOR}
Est-ce que fest un sev de E ?

Exercice 2
Soit R[x] 'ensemble des polynémes de degré 2, c'est@:di

R,[X] ={P/P=iax‘ avec(a ,a,a,)0 R?’}

Soit les polyndmesiPP,, P; et B, définis de la facon suivante :
P(x)=3x* [xOR
PR(x)=2x [OxOR
PR(x)=4 [OxUOR
P,(x)=3x [DIxUOR
1) Soit F; la famille constituée des vecteurs P» et B (clest-a-dire F ={ P,B,R})
a. Est-ce que Fest une famille libre dans,RR] ?
b. Est-ce que Fest une famille génératrice de[g ?
2) Soit k; la famille constituée des vecteurs P, P; et B (c'est-a-dire E :{ P,E’,Fg,a})
c. Est-ce que Fest une famille libre dans,RR] ?
d. Est-ce que Fest une famille génératrice de[R ?
3) Soit K la famille constituée des vecteurs & B (c'est-a-dire = :{ Fl’,Pz}) et soit
H=Vec{ PR}
a. Est-ce que fest une famille génératrice de H ?

Exercice 3
Soit I'application linéaire f définie de la facounigante :
f: RZ - R3
(x.y) - (2x+ y,3y,2x-y)
1) Donner la matrice associée a f dans les basesicalesre Ret de K.
2) Donner la matrice associée a f dans les bages B, B; étant la base canonique de

R? et B, étant la base de*Rormée par les vecteurs,up, et i tels queu, =(2,0,0),
u, =(0,3,0 etu, =(0,0,3

3) Donner la matrice associée a f dans les bases B, B; étant la base de’Rormée
par les vecteursy\et \» tels quev, =(2,0) et v, =(1,1) et B, étant la base canonique

de R
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Examen d'algébre linéaire : 2™ partie
22 mai 2012

Exercice 1
Soit les vecteurs suivants = (0,3), v, =(2,1) et v, = (1,0)

Soit H I'ensemble suivanti = Vecyv,,v,,v.}
Donner une base de H

Exercice 2

Résoudre par I'algebre linéaire le systeme suivant
X+y=2
-y+z=1
2x+y =0

Exercice 3
Soit A et B deux matrices carrées deg(R)
On suppose que A et B sont semblables (= il exiseematrice carrée inversible M telle que
B=M"AM)
1) Montrer que A est inversible si et seulement sgBimversible
2) Montrer quéA est semblable B

3) Soit k ON", montrer que Aest semblable a“B

Probleme
Soit f un endomorphisme de’Rt A la matrice associée & cet endomorphisme dahase
canonique de R

111
A=111
111

1) Cette matrice est-elle inversible ? Si c’est le dasiner son inverse.

2) Donner I'expression analytique de f

3) Déterminer Imf et donner une base de Imf.

4) Donner Iimage du (ou des) vecteur(s) de base de En déduire si ce (ou ces)
vecteur(s) sont un (ou des) vecteur(s) propre(#).d& c’est le cas, donner la (ou les)
valeur(s) propre(s) associée(s).

5) Déterminer Kerf et donner une base de Kerf.

6) Donner I'image du (ou des) vecteur(s) de base dé. k@ déduire si ce (ou ces)
vecteur(s) sont un (ou des) vecteur(s) propre(#).d& c’est le cas, donner la (ou les)
valeur(s) propre(s) associée(s).

7) Déterminer le rang de f.

8) L’application f est-elle injective ? surjective lpelstive ?

9) A-t-on I'égalité suivante iImf +Kerf = R®?

10)Calculer la matrice associée a I'applicatipr f o dahs la base canonique d& R

11)Donner I'ensemble des valeurs propres de A et leasteurs propres associés.
Déterminer également les sous-espaces propresponaants.

12)Indiquer si A est diagonalisable. Si c’est le dadjquer dans quelle base la matrice
est diagonale et donner cette matrice diagonale.

13)Calculer A°



14)Soit (w), (v) et (w,) trois suites définies par leurs premiers termgsget w, et par
les relations de récurrence suivantes :

Uy =U, TV, +W,
V.,=u,+v,+w, 2 avecy=1,w=2etw=0
W, =U,+V, +wW,

Déterminer y, v, et w, en fonction de n

19



Examen d'algébre linéaire : £ partie
7 mars 2013

Exercice 1
Soit G 'ensemble défini parG ={(x,y,z) IR%3x+2y =2}
Est-ce que G est un sev d_R

Exercice 2

Soit la famille de vecteurs ={v,,v,,v,} avecv, =(0,2), v, =(1,1) etv, =(2,0) dans R
1) La famille F est-elle libre ?
2) La famille F est-elle génératrice dé R

Exercice 3
Ms(R) représente I'ensemble des matrices carréeseramt 3 lignes et 3 colonnes et
comportant des coefficients réels.

1 00 0 00O 0 0O
Soit les matrices suivantet, =|0 2 0|, M,=|2 0 O|etM,=|0 1 1
310 0 0 3 010

Soit F la famille suivante E={M, M, M3}
Soit G I'ensemble suivantG = Vec{M,,M,, M.}

Partie 1
1) La famille F est-elle libre ?
2) La famille F est-elle génératrice tig(R) ?
3) La famille F est-elle une base de G ?

Partie 2
1) CalculerM =M, xM,xM,
2) Est-ce que M est une matrice inversible ?

Exercice 4
Soit 'application linéaire f définie de la faconigante :
f: R - R®
(x,y) - (x-2y,y,2x-6y)
1) Donner la matrice associée a f dans les basesicalesrde Ret de K.
2) Donner la matrice associée a f dans les basex B,, B, étant la base canonique de
R? et B, étant la base de®Rormée par les vecteurs, up, et s tels queu, =(-2,0,0),

u, =(0,1,0 etu, =(0,0,2

20
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Examen d’algebre linéaire : 2™° partie
17 mai 2013

Exercice 1 :
Résoudre par I'algebre linéaire le systeme suivant

Xx+ay+2z=1
(S) y-y+z=0 avecallR
Xx+z=1

Exercice 2

Soit les vecteurs suivants/; = (0,0,1), v, =(1,3,2), v, = (3,0,0)et v, =(0,6,0)
Soit H I'ensemble suivantH = Vectv,,v,,v,,v,}

Donner une base de H

Probleme :
Soit E =M>(R) I'ensemble des matrices carrées, a coefficie¥dls, comprenant 2 lignes et 2

colonnes. On rappelle que cet ensemble est unesgatoriel de dimension 4.
Soit l'application f définie sur E par la relatisnivante :

1 2
IOMOE, f(M) =AM | avecA :(o :J

1) Montrer que f est un endomorphisme de E.
2) Soit les matrices suivantes :

10 01 00 0 0
Ml = M2 = |\/|3 = |\/|4 =
00 00 10 01
Montrer queB ={M1, M,, M., M4} est une base de E
3) On considére la famillé&; ={M1, M,, A, M4}. Cette famille est-elle une famille libre ?
4) On considére la familleF, ={M,,M,,M,,A}. Cette famille est-elle une famille
génératrice de E ?
5) Montrer que la matrice K associée a f dans la Basst la matrice suivante :
1020
010 2
K=
0 030
0 00 3
6) Est-ce que K est une matrice inversible ?
7) Déterminer Kerf.
8) Déterminer Imf et donner une base de Imf.
9) Est-ce que f est une fonction injective ? surjecthbijective ?
10) Déterminer le rang de f.
11) A-t-on la relation suivanteKerf + Imf = E ?
12) Calculer les valeurs propres de K et les vectpropres associés.

13) Est-ce la matrice K est diagonalisable ? Si oodiquer la matrice diagonale et
préciser la base dans laquelle elle est obtenue.

21
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Examen d'algébre linéaire : £ partie
13 mars 2014

Exercice 1

1) Soit R lensemble défini par E ={(x,y,z) DR%/x + 2y + 3 +3=0}
Est-ce que Fest un sev de ¥

2) SoitMy(R) I'ensemble des matrices carrées a coefficigdts contenant 2 lignes et 2
colonnes x.
Soit F, 'ensemble des matrices carrées diagonales aiceett réels, c'est-a-dire :
F, ={M =(a,)0 M,(R) /a, O R pouri = jeta, = 0pouri # j}
Est-ce que fest un sev d&l,(R) ?

Exercice 2
Soit les vecteurs suivant¥; = (1,2),V, =(2,0), V, =(0,1), V, =(3,0) dans R
Soit F la famille suivante E={V,, V,, V.}

Soit H I'ensemble suivantH = Vec{V,, V,}

1) La famille F est-elle libre ?
2) La famille F est-elle génératrice dé R
3) Donner une base de H.

Exercice 3
Soit R[x] 'ensemble des polynémes de degre 2, c'est@:di

R,[X] = {P/P= Zzzax‘ avec(g ,a,a,)0R? }
i=0

Soit les polynémes PP, et B définis de la fagon suivante :

P(x)=2x [OxOR

P(x)=4x*> [OxOR

PR(x)=x [OxOR

Soit L la famille constituée des vecteuss I et B (cest-a-dire L={ P,R,R})

1) Est-ce que L est une famille libre dang$x?
2) Est-ce que L est une famille génératrice dx]R

Exercice 4
Soit I'application linéaire f définie de la facounigante :
f: R3 — RZ
(x,v,2) - (4x+ 2z,2x-y)
1) Donner la matrice associée a f dans les bases icaiesrde Ret de E.
2) Donner la matrice associée a f dans les baseBB Btétant la base canonique d& R
et B’ étant la base de’Rormée par les vecteurs, et W tels queu, =(4,0) et
u, = (O"])

3) Déterminer Kerf et indiquer si f est injective.
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Examen d’algebre linéaire : 2™° partie
22 mai 2014

Exercice 1
Soit le systéme linéaire suivant :
2x+a.y=1
x+z=m avec(am)OR?
y+2z=1
En utilisant I'algébre linéaire, indiquer le nomlate solutions de ce systeme selon les valeurs
de a et m (le calcul des solutions n’est pas de&jand

Exercice 2
Soit le sous-espace vectoriel suivant :
F:{(x,y,z)DR3/ Xx+y=0et x+ z=0}
1) Donner une base de F
2) On posel ={u,u,,u,} avec:u, =(1,0,1), u, =(2,1,2), u, = (1,1,1)
La famille L est-elle génératrice dé R Est-elle libre dans¥®
3) On poseG = Vect y,u,,u,} . Donner une base de G

4) At-on F+G=R®?

Exercice 3
Soit la matrice A suivante :

110
A=1 1 0
2 21

On noteB ={ e 6 ,e,} la base canonique dé R

On note f 'application linéaire dont la matricesasiée dans la base B est la matrice A
1) Donner I'expression analytique de f
2) Déterminer Kerf et donner une base de Kerf
3) Déterminer Imf et donner une base de Imf
4) f est-elle injective ? surjective ? bijective ?
5) Soit la familleB'={y,u,,u,} telle que
u==6-g
U, =&
U; =€ +€,+4e
Montrer que B’ est une base d& R
6) Donner les images des vecteurs de B’ par I'apptinat (dans la base B). Exprimer
ensuite ces vecteurs images dans la base B’.
7) En déduire les valeurs propres de A et les vectpropres associés a ces valeurs
propres
8) En déduire si la matrice A est diagonalisable. @i donner la matrice diagonale
correspondante et indiquer dans quelle base dll@ésnue
9) Ecrire la matrice M permettant de passer de |la Baséa base B’
10) La matrice M est-elle inversible ? Si oui, donsen inverse.
11) Résoudre le systéme d’équations différentiellegesisous :
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—L =X, +X
d "t 77

dx : . -

d_t2 =X, +X, avec x, X et x des fonctions réelles, dérivables sur R
dx

—2=2X, +2X, + X4

Exercice 4
Soit la matrice N suivante :

2 -10
N={1 0 O

1 2 2
Cette matrice est-elle diagonalisable ? Si ouindoria matrice diagonale correspondante et

indiquer dans quelle base elle est obtenue



