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Avant-propos

Cet ouvrage propose aux étudiants des classes de mathématiques spéciales (programme
M’) des rappels et des compléments de cours assez complets, ainsi que des exerciges et des
problémes corrigés. I pourra également intéresser les éléves préparant |’agrégation.

L’ouvrage est orienté sur la relation étroite qui existe entre le cours et les exercices. Dans
le fond, une bonne lecture du cowrs améne & s’interroger sur chaque résultat présenté :
3 quel niveau intervient-il dans larticnlation du cours, quelles en sont les conséquences,
que se passe-t-il si on modifie les hypothéses? Dans cet esprit, de multiples remarques
ponctuent les parties de cours, mettant en avant ses subtilités, et faisant le lien avec les
exercices qui suivent.

Les parties de cours ne sont pas un substitut au cours du professenr; majisrplutot un
résumé exhaustif qui ’éclaire d’une fagon'différente. Les comipléments sont des résultats
trés classiques qui ne figurent pas av programme mais dont la connaissance est utile et
parfois indispensable pour mener & bien un exercice ou un probléme. Les résultats présentés
sont démontrés lorsqu'ils sont & la limite du programme ou lorsqu'ils constituent un point
important dont la démonstration met en place des technigues instructives que 1’étudiant
doit connaitre et savoir maitriser.

A la fin de chaque section, on trouve une liste d’exercices de difficultés progressives,
classiques ou parfois originaux, qui constituent une illustration du cours qui les précede.
Je me suis efforcé & chacque fois de passer en revue tous les problemes qui tournent autour
du théme de D'exercice. Les nombreuses références au cours sont la pour inviter le lecteur
3 8’y reporter, le but étant de savoir et de comprendre précisément les résultats que Pon
utilise.

Une liste de problémes ponctue la fin de chague chapitre, ces problémes étant des
exercices plus longs, plus difficiles ou plus originaux que les précédents et faisant appel a
I’ensemble du cours du chapitre. A la fin de certains chapitres, on trouve des sujets d’étude
introduisant des théories élégantes dans le théme du chapitre. Deux annexes présentent
des curiosités mathématiques liées an programme d’algébre.

Les résultats du cours ou les exercices les plus importants sont indigués par une fleche
dans la marge de gauche,

Je tiens enfin A remercier toutes les personnes qui m’ont aidé, Erwan Berni, Georges
Papadopoulo et Alexia Stefanou pour la relecture de certains chapitres, le PROJET ALGO-
RITHMES grace & qui j’ai pu donner a mon ouvrage sa version typographique actuelle et
la collection ELLIPSES pour avoir accueilli mon travail.

Je serais reconnaissant i ceux de mes lectenrs qui me feront parvenir leurs remarques
sur cette premiere édition.

Xavier Gourdon
(INRIA-Rocquencourt, 78153 Le Chesnay)
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CHAPITRE 1

Arithmétique, Groupes et Anneaux

UsQU’AU début du vingtiéme siécle, algebre désigne essentieflement I'étude de
la résolution d’équations algébriques (en témoigne la dénomination du théoréme
fondamental de Palgébre). Avec la résolution des équations algébriques apparait,
de manitre plus ou moins confuse, la notion de nombre complexe : on utilise le
symbole /—1. Parallélernent, la théorie des congruences se développe.

Ainsi, de nouveaux objets mathématiques entrent en scéne. Bientét, les mathé-
maticiens y voient des analogies étroites ¢n’ils cherchent & expliquer : I'algébre
va progressivement devenir [’étude abstraite des structures algébriques, jusqu’a ce
que connait I'étudiant d’anjourd’hui.

1. Arithmétique sur les entiers

Nous supposons acquises les notions de base sur 'ensemble des entiers naturels N et
des entiers relatifs Z, ainsi que les calculs dang l'annean guotient Z/nZ. Une étude plus
approfondie de ce dernier fait Pobjet de la section 3 de ce chapitre.

1.1. Divisibilité - pged, ppcm

DEFINITION 1. Soient ¢ et b deux entiers relatifs. On dit que a divise b (on que b est un
multiple de a), et on note « | b, s'il existe un entier » tel que b = an. Si ¢ ne divise pas b,
on note a t b.

ProPoOSITION 1 (DIVISION EUCLIDIENNE). Setent a € Z, b € N*. Il existe un unigue cou-
ple (g,7) € Z x N tel que

e=by+r, avec 0<r<b-1L

q s’appelle le quotient, » le reste, de la division euclidienne de a par b.

Classes de congruence module n.

DEPINITION 2. Soit # un entier naturel non nul. On note nZ = {nk,k € 2}. Si z et y sont
deux entiers, on note 2 = y (mod =n) si # — y € nZ. et on dit alors que z et y sont congrus

modulo p.

DBriNiTION 3. Soit un entier naturel # non nul. L’anneau quotient de Z par nZ est noté
Z/nZ. On note généralement F (on #} la classe d’un entier # dans Z/nZ. Ainsi, Z/nZ =

©1..,°-1).
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PGCD.

DEPINITION 4, - Soient 4, ..., &, des entiers. Il existe un unique entier naturel d
tel que @yZ 4 -+ + #,Z = dZ. Ainsi défini, d s'appelle le pged de ¢4,...,4, et on
note d = pged(ay, . . . ,a,). L'entier d est aussi le plus grand entier naturel divisant
tous les «; (1 €1 < n).

- Lorsque pged (4, - - , @) = 1, on dit que les entiers a,,... , @, sont premiers entre
enx dans leur ensemble. Lorsque pged (g, ¢;) = 1 dés que i # j, les entiers ¢, sont
dits premiers entre eux deur 4 deuz.

Remarque 1. - Des entiers premiers entre enX deux i deux sont premiers entre eux

dans leur ensemble.
- Tl résulte de la définition du pged que les diviseurs communs a une famille d’entiers

sont les diviseurs du pged.
- Lorsque ay, ..., @, sont des entiers, on a

Ya € Z, peed (aay, ... ,an,) = |a] pged(ay, ... 40}
- Le pgcd de deux entiers ¢ et b se note aussi a A b.

THEOREME 1 (BEZOUT). Des entiers @y,. .. , a4, sont premiers enire eur dans leur ensem-
ble si et senlement s'il existe des entiers uy, ... , 4, tels que way + - -+ vga, = 1.

Remarque 2. Lorsque deux entiers « et b sont premiers entre eux, le théoréme de Bezout
assure I'existence d'un couple (u, ) € Z? tel que au + v = 1. Il existe un moyen pratique
de calculer un tel couple (u,v), appelé algorithme d’Euclide (voir I'exercice 2).

TufOREME 2 (GAUSS). Soient ¢, b et ¢ trois entiers. 5i a divise le produit be et siaeth
sont premiers entre euwr, alors a divise c.

PROPOSITION 2. Si un entier u est premier uvec des entiers by, ... ,b,, alors a est premier
avee e produit by .. . b,.

PROPOSITION 3. Soient ay,...,a, n entiers premiers entre eur deux i deux et b un
entier. Le produit a -+ -6, divise b si et senlement si pour toul 1, 4 divise b,

PPCM.

DEFINITION 5. Soient @),... ,6, des entiers. Il existe un unique entier naturel d tel que
@GZ M- 0 6aZ = dZ. Ainsi défini, d s'appelle le ppem de @y,... 4, et on note d =
ppem(ay, . .. ,aq). L'entier d est aussi le plus petit entier naturel non nul multiple de tous

les a;, 1 < < n.

Remarque 3. - 1l résulte de cette définition que les multiples communs a nne famille
d’entiers sont les multiples de lenr ppem.
— On a facilement

Ya € Z, ppem (aay, . .. ,an,) = lo| ppem (@, ..., aa).
— Le ppcm e denx entiers « et b se note aussi a« V b.
PROPOSITION 4. Soient a;,... , 4, des enticrs premicrs enére euz deuz & deve, Alors
ppem (e, . .- ,4,) = |ay @]

PROPOSITION 5. Pour deus entiers a ¢t b, on a pged (a,b) x ppem (a, 4) = {ab|.
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1.2. Nombres premiers

DEFINITION 6. On dit qu'un entier naturel p > 2 est un nombre premier si ses seuls
diviseurs sont p, —p, 1 et —1.

TuéoREME 3 (THEOREME FONDAMENTAL DE L'ARITHMETIQUE). Tout entier nalureln >
2 s’éerit de maniére unique ¢ ondre prés sous lu forme

n=pitepts (*)

ot les p; sont des nombres premiers distincts et les o, des entiers naturels non nuls, Le
relation (*} ¢’appelle lu décomposition de n en facteurs premiers.

Remarque 4. - Tout entier n, |n| > 2, est divisible par un nombre premier.
-Sin=pt-ppt etm = 7 - pf*, ol les p; sont premiers distincts et les oy, 5;

entiers naturels, alors pged(n,m) = p* -+ - pf* et ppem(n, m) = pio-pl oty =
inf(ex;, 8;) et 6; = sup(a;, &).

PROPOSITION 6. Si un nombre premier p ne divise pas un entier @, alors p el a sont
premters enrire eunr.

PROPOSITION 7. Si un nombre premier divise un produit d'entiers ¢, ---a,, il divise ou
moins P'un des fucteurs g de ce produit,

PROPOSITION 8. L'ensemble des nombres premicers est infini,

Démonstration. Raisonnong par ’absurde et supposons ¢u’il y ait un nombre fini de nombres
premiers. Soit N le plus grand d’entre eux. Posons M = N!4 1 ef désignons par p un nombre
premier divisant M. Comme p < N, on a p.| (N}, donc p | (M — N} =1, ce qui est absurde. O

PROPOSITION 9. Soit p un nombre premier et k uh entier, 1 <k < p—1. Alors p| Ct.

ProposITION 10. Soit n > 2 un entier. L’anneey Z/nZ est un corps si et seulement sin
est premiter.

TaEOREME 4 (FERMAT). Soit p > 2 un nombre premier. Alors
Yo € Z, o =a (mod p)

et
Ve € Z,pta, o~ '=1 (mod p).

TaEOREME 5 (WiLsoN). Un entier p > 2 est un nombre premier si et seulement si
(p—1)'=-1 (modp}

Démonstration. Condition nécessaire. Si p = 2 ou p = 3, c’est, évident. Pour traiter le cas p > 3,
on commence par rechercher les éléments = du gronpe multiplicatif (Z/pZ)* égaux i leur inverse.
Iis vérifient z? = T, c’est-a-dire (z — T}{z + 1) = D. Les seuls éléments de (Z/pZ)" égaux A leurs
inverses sont done x = 1 et # = —1. On range les autres 2,3,... ,p— £ en &= paires d’éléments

{z:,5] telles que z;3 = 1. Si k = &;—3, on pent Scrire

)
7-3.-.p=2Z= H(m;y.—) =T donc (p—1)=-1 (medp).
i=l
Condition suffisante. Supposons p non premier, et notons a un diviseur de p vérifiant 1 <a < p.
Onaa|[(p—1)!+1] pat hypothése, et a | (p—1)! puisque 1 < @ <p, donc a |1 ce qui est absurde.
o
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1.3. Exercices

EXERCICE 1. Déterminer les triplets (a, b,¢) € (N*)? tels que

(¢) ppem(a, by =42 (i) pged{a, e} =3  (iti}e+b+c=29.

Seiution. D’aprés (ii), 3 |a et 3| ¢, done 3 | (¢ + ¢). Comme b = 29— (a + ¢), b n’est pas un
multiple de 3, et 3 étant premier, 3 A b = 1. En utilisant (i) on a b | 42 = 3 x 14 ¢t d’aprés le
théoréme de Gauss, b | 14. Donc b € {1,2,7, 14}. Mais 29 — b = a + ¢ est divisible par 3, ce qui
restreint les valeurs possibles de b 5 2 et 14.
- Sib=2, a€ {21,42) d’aprés (i). Mais & < 29 d’aprés (iii), donc a = 21 et ¢ = 6 avec (jii).
- Sib=14, a € {3,6,21,42) d'aprés {i). La relation (iii) entraine a < 29 — & = 15, d'ol
¢€{3,6}.51a=3,c=12par (ili};sia=6,c=9
Nécessairement, on a donc (a,b,¢) = (21, 2,6), (3. 14, 12) on (6, 14, 9). Réciproquement, on vérifie
facilement que ces triplets sont solution.

EXERCICE 2. 1/ Soient « et & > 2 deux entiers naturels non nmis premiers entre eux.
Montrer que

WM(wo,m) €N, uwpe—wb=1, avec wp<betv,<a (*)

et exprimer en fonction de g, vy, ¢ et b tous les couples (u,v) € Z% solutions de wa—vb = 1.

2/ Déterminer deux entiets u et v vérifiant 47u 4 11lo = 1.

Solution. 1/ Le théoréme de Bezout assure Vexistence de deux entiers ) et v; vérifiant uja—wb =
1. On effectue ensuite la division eunclidienne de t; par b : uy = bg + 4y, avec 0 € up < 5. On
cbtient {bg + tn)a — vy b = 1 = wyu — vyb, avec vy = v; — ag. Done —1 < vob = wpa - | < upa < ba,
et en divisant par b > 2, on tire 0 € vy < 4. Ainsi, notre couple {tg, vy) vérifie Passertion (*).
Ceci étant, considérons un couple (u, v) vérifiant us — vb = 1. En retranchant & (*}, on obtient

(v — uo)e = (v — vo)b. (%)

Ceci montre que a | {v — vy}b et comme a et b sont premiers entre eux, le théoréme de Gauss
entraine a6 | (v — vo). Soit k € Z tel que v = vy + ka. En remplacant dans (**), on a (u,v) =
{uo + kb, v + ka), & € Z. Réciproguement, on vérifie facilement que ce couple est solution.

2/ Les nombres 47 et 111 sont premiers entre enx, ¢ et v existent donc. Nous allons les déterminer
grice A I'algorithme d’Euclide. On effectue d’abord la division euclidienne de 111 par 47

111 =47 x 24+ 17,
puis on recornmence en divisant toujours le dividende par le reste, jusqu’a ce que le reste égale 1 :

47=17Tx2413, 1T=13x1+4+4, 13=4x3+1.

On part maintenant de I = 13 — 4 x 3 et on remonte :

1=13-4x3=13-(17T-13x1)x3=4x13-3x17=4x (4717 x2-3Ix17 =
4x47-11 x 17T =4 x 47 — 11 x {111 — 47 x 2} = 26 x 47 — 11 x 111, d’oli le résultat avec u = 26
et v =—11.

Remarque. 1l existe des résultats analogues sur les polyndmes (voir I'exercice 3 de la
section 1.4 du chapitre 2).
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EXERCICE 3. a) Montzer que pour tout entier naturel =, 5 | (2%+° 4 3n+1),
b) Montrer gue pour tout entier n, 30 [ (n° — n). o
¢) Quel est le reste de la division euclidienne de 162" ) par 77

Solution. &) On a 2° =2 (mod 5) et 23 = 8° = 3" (mod 5} donc 235 = 2.3" (mod 5) et
2345 4 3R+ = 2.3 1+ 3.37 = 0 (mod 5).
b) D’aprés le théoréme de Fermat, n® = n (mod 5), c’est-a-dire 5 | (r® — n).

Deméme,nd=n (mod3)doncn® =n® n?=n-n?=n=n (mod 3), i e 3|(n° —n)

Les entiers n et »° ayant méme patité, on a aussi 2 | (n® -- n).
De plus 2, 3 et 5 sont premiers entre eux deux & denx, et finalement 30 = 2-3. 5 divise (n® —n).
¢) Posons N = 16('"), 1l &'agit de déterminer la classe de congruence de N module 7. Comme
16 = 2 (mod 7), on a déja N = 28" (mod 7). En vue d’utiliser la relation 2¢ = 1 (mod 7)
(théoréme de Fermat), recherchons le reste de la division de 22" par 6. La relation 4 = 4

(mod 6) permet d’obtenir, par récurrence sur n, la refation 4" = 4 (mod 6), vraie pour tout n. En
particulier, 217 = 4%°" = 4 (mod 6), donc il existe un entier naturel g tel que 2! =64+ 4.

1l ne reste qu*a écrire
N=28H = (200 . 202 192 =2'=2 (mod7),
"t le reste recherché est 2.

EXERCICE 4 (NOMBRES DE MERSENNE, NOMBRES DE FERMAT). a) Nombres de Mer-
senne. Soient a > 2 et » > 2 deux entiers. 5i @™ — 1 est un nombre premier, montrer que

&= 2 et que n est premier.
b) Nombres de Fermat. Soit n € N*, §i 2" + 1 est ptemier, montrer que n est une puissance
de 2,

Solution. a) La relation 2" —1 = (2 = 1){(1 4+ z + --- + 2"~} montre que
¥reN »>2 (x —1) divise (2™ — 1). (%)

L'entier a™ — 1 étant, premier, on en dédnit a = 1 = 1, c’est-a-dire a = 2.

Ecrivons n = pq oil p et g sont. deux entiers naturels. On a ™ — 1 = 2™ — 1 = (2¢)° — 1 de sorte
que (29 = 1) divise &” — 1 d’aprés (*), ce qui entraine ¢ = 1 on g = n puisque &™ — 1 est premier.
L'entier n est donic premier.

b) Lorsque # est impair, la relation 2" + 1 = (1 + z)(1 = 2z 4+ 2% — . .- 4+ 2"~} entraine
¥r € N,¥n € N, n impair , (# + 1} divize (2™ + 1). ()
Si n n'est pas une puissance de 2, » a au moins un facteur impair p > 1. Ecrivons n = pg avec

g € N°. L'entier 2" + 1 = (27)? + 1 est divisible par (2 + 1) d’aprés (**), done non premier. Ainsi,
n doit étre une puissance de 2.

Remargque. Nombres de Mersenne (nombres de la forme 2° — 1 avec p premier). La 1é-
ciprogque de a) est fausse (ce serait trop facile). Par exemple, 2'' — 1 = 23 x 49 n’est pas
premier. Cependant, on pent tester facilement la. primalité des nombres de Mersenne grace
au test suivant (test de Lucas).

Soit (Y,) lu suite définie pur Yy = 2 et Yoy = 2¥7 1. Sin 2 3, 2° -1

est premier si el seulement 38 (2" — 1} | Y,_2.
C'est en utilisant ce test que 'on a trouvé le plus grand nombre premier connu en 1992 ;
2796839 . | (nombre & 227832 chiffres décimanx). On ignore s'il y a nne infinité de nombres
de Mersenne premiers on pas. Notons ¢ue les nombres de Mersenne apparaissent dans les
nombres parfaits (voir l'exercice 10).
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- Nombres de Fermat. Fermat avait vérifié que 22" + 1 était premier pour 0 < n < 4
et pensait que 2*" + 1 était premier pour tout n. Mais Euler montra que 2 41 =
641 X 6700417, et on a jusqu’ici tronvé aucun autre nombre de Fermat premier, On ne sait
méme pas s'il y en a!

EXERCICE 5. Soit A la somme des chiffres de 4444*** (écrit dans le systéme décimal) et
B la somme des chiffres de A. Que vaut C, la somme des chiffres de B ?

Solution. L’exercice tient <ians la subtile remarque suivante.

Toul enticr naturel N eal congru @ la somme dc ses chiffres (en base 10) modulo

g (+)
En effet, On peut écrite N = ap + 1y - 10+ +ap - 10%, ol les 4; sont des entiers compris entre 0
et 9. La congruence 10 = 1 (mod 9) entraine 10° = 1 {mod 9) pour tout i donc

P 4
N=Y a1 =5 a; (modY).
=0 i=l

On applique maintenant ce résultat. On a ¢ = B = A = 4444**" (mod 9). Dapris (*),
4444 = 16 = -2 (mod 9) donc 4444° = (-2P =1 (mod 9), et comme 4444 =3 - 1481 4+ |, ona
4444444 = (4444%)18) . 4444 = 1 - (=2) =7 (mod ). Finalement,

C=7 (mod®). {+=)

Mais ceci ne nous donne pas C'! Nous allons majorer O de maniére 4 montrer C = 7. Le nombre
44443444 Stant inférieur & 10000%%°° = 1027 ] a an plus 20000 chiffres. Donc 4 vaut au plus
9 x 20000 = 180000, donc a au plus 6 chiffres, donc B vaut au plus 6 x9 = 54, donc C £ 549 = 14.
De (**), on tire O = 7.

Remuarque. C’est le principe (*) yni expliqne le pourquoi de la prewve par 9 que I'on
effectue dans les classes de I’école primaire.

EXERCICE 6. Soit P = X"+, X" '+ - -4 ¢,1X + ¢, un polyndéme a coeflicients eatiers.
Montrer qu’une racine rationnelle de P est nécessairement entidre.

Solution. Soit x = a/b une racine rationnelle de P (a € Z, b €N*, aAd=1).Ona
" “ n e} n—1i n
0=V P(E)=“ +e1a™ b+ -+ cpoab + ep b

done
u” = b C]ﬂn“l +---+ "-:r;—lfll’ﬂ-2 + cnbnnl) ]

ce gui montre que b divise «™. Les entiers a et b étant premiers entre eux, ceci n’est possible que
s b =1, d’olr le resultat.

Remarque. On en déduit en particulier que la racine n-éme de tout entier N est soit
entiére, soit irrationnelle (considérer le polynome X — N).

EXERCICE 7. Montrer qu'il y a une infinité de nombres prerniers de la forme 6k ~1, k € N*,
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Setution. Raisonnons par ’absurde en supposant gn’il n’y en ait qu’un nombre fini. Désignons par
N le plus grand d’entre enx. L'entier M = —1 + 6{AN'!} est itnpair donc 2 { M. De méme, M = —1
{(mod 3) donc 3t M.

Soit p un facteur premier de M. Si p est de la forme 6& — 1, alors p < N done p| (6 - N1}, d’onr
p| (6N! — M) = 1, ce qui est impossible. Le nombre p n’est donc pas de la forme 6% — 1. De plus
p ¢ {2,3} comme on I’a vu plus haut, donc p est de la forme 6k 4+ 1, & € N*. Dans la décomposition
M = p---p. de M en facteurs premiers, on a donc p; = 1 {mod 6) pour tout i, dot M =1
{mod 6), ce qui est. absurde car M = —1 (mod 6) par construction.

Remargue. On peut démontrer de la méme maniére qu'il y a une infinité de nombres
premiers de la forme 4k — 1. Il existe un théoréme plus général (théoréme de Dirichlet,
1837) qui dit :
Y(a,b) € (N*)?, a Ab = 1, il existe une infinité de nombres premiers de la
formeak + b k€N,
Malheurensement, ce résultat n’a encore jamais pu étre obtenu par des moyens élémen-
taires. On peut cependant le démontrer dans certains cas particuliers (voir le probléme 4
page 37 et la partie 6/ du sujet d’étude 2, page 46).

EXERCICE 8. a) Montrer qu’il n'existe pas de polynéme P non constant 3 coefficients
entiers, tel que P(n) soit premier pour tout entier n supérieur 3 un certain rang N.

b} On considére un polynéme P & & 4 1 variables et i coefficients entiers. On pose f(n) =
P(n,2",3%,...,k"), et on suppose lim,_., f(n) = +oo (ceci pour éviter des fonctions
comme f{n) = 2°5" — 10" 4 7). Montrer qne f(n) ne peut pas éire un nombre premier
pour tout entier n supérieur & un certain rang N.

Solutien. a) Supposons qu'nn tel polyndme existe. Ecrivons P = Yro e X¥. Lentier p =
P(N) = T_7_, ax N® est premier. Or tout entier naturel r vérifie

n

P{N +rp} = Za;(N +rp)f = EﬂgNk =0 (modp),
k=0 k=0

autrement dit P(N + rp) est divisible par p pour tout entier naturel r. Comme P(¥ + rp) est
premier, on a P(N +rp) = p ponr tout entier naturel r. Ainsi, le polynéme P(X) — p a une infinité
de racines, il est donc nul, ce gui est contraire aux hypothéses.

b} Supposons Vexistence d'une telle fonction. Un pen d’attention montre que f peut se mettre

sous la forme
™ i
=Y (Xj n)

r=1 \a=0

ol les u, et ¢, sont entiers, avec 1 < ) < a3 < - < 4. Comme limg, o f(n) = 400, on
peut supposer f(N) > am > - - > a1 > 1 (quitie & augmenter N). Notons p le nombre premier
p=f(N).Ona

Y/eHN,¥se N, (N+&p(p— 1)) =N* (mod p),

et d’aprés le théoréme de Fermat
Vr,l<r<m, o« '=1 (modp) donc VEN, «ftPr-D=gl (modyp).
Finalement,
VEEN, [N +fp(p=DPa+P0-D = Nu¥  (mod p),

el ¢eci pour tous les entiers v, s done f{N + ép(p— 1)] = fF(N) = 0 (mod p). Ceci étant vrai pour
tout entier naturel £, on aboutit & une absurdité.
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EXERCICE 9. Pour tout entier naturel 1, on pose ¥, =2%" + 1 (nombres de Fermat).
a) Montrer gue les nombres (F,),en Sont premiers entre eux deux i deux.
b) En déduire une autre démonstration dn fait qu’il y a nne infinité de nombres premiers.

Solutien. a) Sin € N, k£ € N*, il s’agit de montrer que F,, et F. ; sont premiers entre eux. La
relation

Fape—1=2"" = (29")2. =(F, - D
entraine
Fapp—1l=(Fa=1)*=(-D" =1 (mod F,)
done F, | (Fogp —2). Ainsi, le pged d de Fp, et Fryy divise Fyy — 2. Comme de plus d | Fryp, d
divise 2et F, étant impair, on a nécessairrment d = 1.

b} Pour tout n € N, notons p,, un factenr premier de F,. Les F, étant. premiers entre eux deux a
deux, les (pn Jnen sont distincts denx & deux. On a donc trowvé une infinité de nombres premiers.

Remargue. Profitons en ici pour rappeler quelques résultats dans 1’histoire des nombres
premiers. Les grecs savaient déja qu’il y en avait une infinité. Le gros résultat suivant fut
le théoréme des nombres premiers.

SiVe > 0, x(z) désigne le nombre de nombres premiers inférieurs ¢ =, on

a x(z) ~ 2/ log(+) lersque & tend vers Pinfini,
Il fut démontré pour la premiére fois et presque simultanément par J. Hadamard et C.
De la Vallée Poussin en 1896. La plupart des démonstrations font appel i la fonction ¢ de
Riemann (voir le tome Analyse sur les séries de fonctions) et exigent des techniques qui
sont d’un niveau supérienr an programime des classes préparatoires.

— Citons enfin le théoréme de Tchébycheff (voir le sujet d’étude 1) qui exprime ¢ue ¥nr €
N,n > 4, enére = et 2(n — 1) se trouve an moins un nombre premier.

" EXERCICE 10 (NOMBRES PARFAITS). a) Pour tount entier naturel non nul =, on note o(n)
la somme des divisenrs de n. Exprimer o(n) en fonction des termes intervenant dans la
décomposition de n en facteurs premiers. Montrer gne

nAm=1 =% a(nm)=e(nlo(m). (*)

'b).Qn.dit gu’nn entier naturel non nul n est parfait s'il est égal A la somme de ses diviseurs
autres que lui méme (i. e. si a(n) = 2n), $i 2* — 1 est un nombre premier, moatrer que
n =27"1(2" — 1) est parfait.

¢) Réciproquement, démontrer qu'nn nombre parfait pair n est de la forme 22-1(27 ~ 1),
ol 2 — 1 est nécessairement premier.

Solution. a) Sin=pf" - pi* est la décomposition de n en facteurs premiers, on a

o k a4l 1
a(n) = Z: pflr,g'-i_‘_?fk =H(1+m+ ___+p;h)=H(Pi — )
9gm <y i=1 =1 Pi
PEM ok

La relation (*) en decoule trivialement.

b) On applique les résultats de 1a question précédente pour écrive

o(n) = o NP — ) = 0@ )a(P — 1) = (P —1)2 = 2n.
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¢) La réciproque est plus délicate. Comme n est pair, il existe un entier p > 2 tel que n =
9%-1m avec m impair. Le fait que 22~ A m = 1 nous autorise & utiliser (*), de sorte que o(n} =
o(2P~1)a(m) = (2 — L)a(m). Or a(n) = 2n = 2Pm donc (2P =1) | 2Pm, et comme (27 — 1)A2P =1,
d’aprés le théoréme de Gauss on a (2°—1) | m., Antrement dit, il existe £ € N* tel que m = (2P —1)¢.
La relation 2?m = 2n = #(n) = (2 — 1)¢(m) entraine s(m) = P{=m + £.

Si £ > 1, m a an moins trois diviseurs distinets qui sont 1, £ et m, d’oil #(m) 2 m+E+1, ce qui
est absurde. Donc £ = 1, m = 2 — 1 ef o{m) = m+ £ = m+ 1; on en déduit que les seuls diviseurs
de m sont | et m, donc m est premier. En résumé, n = 2°~1{27 — 1) avec 2P — 1 premier.

Remargue. On ne connait ancun nombre parfait impair, on ne sait méme pas $'il y en a.
Cependant, on connait certains résultats sur les éventuels nombres parfaits impairs, On
sait par exemple que s'il en existe un, il a au moins 300 chiffres décimaux, il a au moins 8
factenrs premiers distincts et son plus grand facteur premier est supérieur 4 100110.

ExERCICE 1i. Soit p > 5 un entier. Montrer ¢ue 'éguation en m € N°
(p—1)+1=p"
n’a pas de solution. (Théorame de Liouville}

Solution. Comme p > 5, (p— 1)1+ 1 est impair donc p™ est impair, ¢’est-a-dire p est impair. Or
p>5donc2< P%‘ < p-1,don
2 rp=1 -
(p-1r=2 (T) -(p=1) divise (p—1}\

Ceci étant, supposons (p— 1} +1 = p™. Comme (p—-1)! = p” =1, (p — 1)? divise p™ — 1 =
=D +p+--+p™"), done (p— 1} divise | + p+ o4 p™ 1l Orp=1 (modp— 1) done
l4p+ -+ p™ 1 = m (mod p— 1), ce qui prouve (p — 1) | m. Ceci montre m > p — 1 donc
P 2 pP 1 > (p— 1)P71 > (p— 1)1, et finalement (p— 1)! + 1 < p™ et Péquation proposée n’a pas
de solution.

EXERCICE 12 (CRITERE DE FACTORISABILITE DES NOMBRES DE MERSENNE). a) Soit p
un nombre premier de la forme 4k + 3 avec k € N*. Montrer que 2¢—'¥? = (~1)*+
(mod p).

b) On rappelle que les nomhres de Mersenne sont les nombres de la forme M, = 27 — 1 oil
p est un nombre premier (voir I'exercice 4). $i p est an nombre premier de la forme 4k+3
(k € N*) et si 2p + | est premier, montrer (ue M, n’est pas premier.

Solution. a) Posons
N = =13 (3%5)! = 20 -LI3 9k 4 1)

L'astuce est de donner une autre expression de N modulo p. On éerit ¢me
-1
N =20/ -2--.-’-’-2—) =2.4...(p—1) (mod p),

ou encore
N=(2-4---20) ((Zk+2)-(48) (46 + 2)) (mod p).
Les congruences :
k42 = —(2k+1) (modp)
44 = ~(2k-1} (modp}
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entrainent
(2k+2)-(2k+4) - -(4k) {4k + ) = (-1 2k + 1) (2k—1)---3-1 (modp)

donc
N=(2-4 -(28) (-2 +1)---3.1) (mod p),
d’ou
222k 4 1 = N =(-DF(2k + 1)) (mod p),
d’onr le résultat car comme p est premier et 2k + 1 < p, on a (2k+ 1)! 20 (mod p).
b) Supposons p = 4k + 3 premier, ainsi que ¢ = 2p 4+ 1 = 8k + 7. Le résultat précédent appliqué a
g=4(2k + 1} + 3 donne
20~z = (-1)* =1 (modg)
donc 2 — 1 =0 (mod 2p-+ 1). Autrement dit, 2p 4 1 divise M, > 2p + 1 et M, n’est pas premier.

Remargue. En appliquant b} aux petits nombres premiers, on montre que M, n’est pas
premier pour p = 11, 23, 83, 131, 179, 191, 239, 251.

EXERGICE 13. Résoudre 2? + y? = 22, avec (#,y,7) € (N*)*. (Indication : se ramener au
cas olt &,y et z sont premiers entre eux, puis étudier lenr parité.)

Solution. Quitte 4 tout diviser par pged(z,y, )%, on peut supposer =,y et z premiers entre eux
dans leur ensemble. On vérifie alors facilement que », y et z sont premiers entre eux deux & denx.

- Etndions la parité de z, ¥ et z. Tout nombre impair N = 2n+ 1 vérifie N = dn’ +4n+ 1 =1
(mod 4). Donc si « e y sont impairs, «* + y* = 2 (mod 4), donc z est pair et on aboutit & une
absurdité car 22 = 0 {mod 4). L’un des entiers = ou y est donc pair, par exemple z. Comme =, ¥
et z sont premiers entre enx deux & dewx, y et z sont. impairs.

w2 fz-y\{z+y
&= (=) (59
(z et y étant impairs, ¥ et 5-'%’- sont entiers). Ceci montre gque =% et ’—?— sont des carrés
d’entiers. Si tel n’était pas le cas, la décomposition de (£)* en facteurs premiers entrainerait
Pexistence d’un nombre premier p divisant (332) et (43£). L'entier p diviserait (234 + Z2) = z
et (232 — 22t} = g ce qui est impossible car yA 2 = 1.

- Om écrit

- Finalement, il existe (n,m) € N?, tel que £ = n? et ¥ = m2 On en déduit & = 2mn,
y=m? —ntel z =m +n’ Réciproquement, ce triplet est solution, La solution du probléme
geénéral est done

(#,y) on (y,z) = (Zhkmn, k(m® — 0%}y, 2z =km* +n?} EeN* fmn) N m>n

Remarque. Cet exercice est un cas particulier de I’équation " + y* = 2™, Fermat énonga
en 1637 que pour tout entier = > 3, cette équation n’a pas de solution (z,y,2) € (Z*)%, et
afirmait qu’il en possédait nune démonstration. On n’a malheurensement jamais retrouvé
la soi-disante preuve, et cette équation a fait I'objei de trés nombreuses recherches aux
cours des siecles suivants. On a longtemps séché, et le premier résultat vraiment significatif
date de 1983 et dit yne pour tout », cette égnation n'a quun nombre fini de solutions
(ce résultat est une conséquence 'un théoréme de topologie algébrique du mathématicien
allemand Faltings; cette découverte lui value d’aillewts la médaille Fields). Une preuve
compléte du théoréme de Fermat semble avoir é1é trouvée trés récemment (juin 1993} par
le mathématicien anglais Andrew WilesInutile de dire que la niveau de la preuve dépasse
largement celui des classes préparatoires.
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— Pour ceux que la théorie des nombres intéresse, on ne peut que conseiller I'excellent
ouvrage de Hardy et Wright : An Introduction to the Theory of Numbers.

2. Groupes

2.1. Généralités

DEFINITION 1. On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi interne * telle que

(i) La loi + est ussociative (i. e. pour tous ¢,y zdans G, (x+y)» z =z +(y+ z)}.
(i) I existe un élément neutre e (i.e. pour tout t € G, rre=¢cxz = 7).
(ifi) Tout élément a un symétrique (i.c. pour tout & € G, il existe y € G tel que
THY=Y*T =€)

Si la loi * est commutative, on parle de groupe commutatif (ou abélien).

Remargue 1. - Le neutre e de (G, #) est unique.
— Pour tout z € (7, x a un unigue symétrique, souvent noté x 1.

DEFINITION 2. Soit (G, *) un groupe; on dit que H C G est un sous groupe de G st la
restriction de la loi * & H Ini confére une structire de groupe.

Eremple 1. L'ensemble Z des entiers, muni de la loi d’addition, est un groupe. Pour tout
n € N, nZ est un sous groupe de (Z, +). Réciproguement, on peut démontrer que tous les
sous groupes de (Z, +) sont de la forme »Z avec n € N.

Dorénavant, la loi * d’un groupe sera notée multiplicativement (la notation additive est
1éservée aux groupes abéliens).

ProPOSITION 1. Soit G un groupe et H C G. L’ensemble H est un sous groupe de G si
et senlement si H # @ et pour tout couple (x,y) € Honaxy ' € H.

PrOPOSITION 2. Une intersention de sous groupes d’un groupe G st un sous groupe de
G. _

Remargque 2. Le résultat est fanx dans le cas d’une réunion (voir ’exercice 2).

DEFINITION 3. Soit (G,-) un groupe. On appelle rentre de G, noté Z(G), I'ensemble des
dléments de G commutant avec tous les élérnents de (5. L’ensemble Z(G) est un sous
grovpe de G.

DEriNITION 4. Si G est un groupe fini, Card{G) s'appelle Pordre de G.

THEOREME 1 (LAGRANGE). Soit (& un groupe fini. L'ordre de tout sous groupe H de &
divise Uordre de G.

Démonstration. La relation + Ry <= zy~! € H est une relation d’équivalence. Si on note z la
dassedez€G,onas=Hr={zc,2€ H}. (Eneflt 1 y€i + yRsr < yr~ ' €H
ve Hir).

Pour tout ¢ € G, 'application # — Hx y +— yr est une bijection cornme on le vérifie
facilement, donc Card(H ) = Card(H). Ainsi, les classes ont toutes Card{ /) éléments. Les classes
d'éguivalences formant une partition de @, on a denc Card(G) = n Card(H) ot n = Card{G/ R )
désigne le nombre de classes (éqnivalence. O
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Remargue 3. - Les classes de la relation d’équivalence définie dans la preuve du
théoréme sont appelées classes & droite suivant le sous groupe H (elles sont de la
forme Hez). On aurait tont aussi bien pu considérer la relation d’équivalence définie
par xRy <= z~'y ¢ H, dont les classes sont de la forme 2 H et sont appelées
classes 4 ganche snivant H.

- L’entier Card(G/R) est appelé indice de H dans G, et noté [G : H]. On a
Card(G) = [G : H] x Card(H).

Sous grotipes distingués,

DEFINITION 5. Soit G un groupe. Un sous groupe H de G est dit distingué (ou normal,
ou invariant) dans (7 si pour tout # € ¢, ¢+ H = Hx.

Ezemple 2. — Tout sous groupe d’un groupe abélien G est distingué dans G.
— Le centre 2{(G') d'un groupe G est distingué dans GG. Plus généralement, tout sous
groupe de Z(G) est un souts groupe distingué dans G.

Remarque 4. Lorsque H est un sous gronpe distingné de G, on note parfois # 4 G. 1
faut prendre garde A cette notation qui n’est pas transitive. Autrement dit, si L < H et si
H < G, il est faut d*écrire L < G.

Le résultat qui suit est parfois un moyen pratique de montrer qu’un sous groupe est
distingué.
ProposITION 3. Seit G un groupe, Un sous groupe H de G est distingué dans G si et
seulement si pour lout « € G, ctHa"' C H.

Groupes guotient. Soit (7 un groupe. On recherche les relations d’équivalence R sur
G telles que GG/R soit un groupe. Un moyen naturel de faire de G/R un groupe est de le
munir de la loi 7 -7 = (zy) (la notation T désigne la classe de I'élément z). Encore faut-il
que {(zy) ne dépende pas des représentants x et y des classes T et ¥, c’est-a-dire que si
« R et yRy', on vent (wy) R ('y’). Si tel est le cas, on dit que R est compatible avec lu
structure de groupe,

On montre qyue les relations d’équivalence compatibles avec la structure de groupe sont
les relations s Ry <= «y~' € H,olt A est un sous groupe distingué de G (dans ce cas,
les classes & ganche suivant H coincident avec les classes a droite suivant ), Muni de la
loi quotient définie plus haut, Pensemble quotient G/R est alors un groupe appelé groupe
quotient et noté G/ H. Si G est fini, on a Card(G) = Card(G/H) - Card(H).

Eremple 3. Si n est un entier naturel non nul, nZ est un sous groupe du growpe additif
(Z, +). Ce dernier étant commntatif, on est méme assuré du fait que nZ est un sous groupe
distingué de Z. Ainsi, on peut définir le groupe guotient Z/nZ (défini tel quel, Z/nZ ne
posséde qu’une structure additive; la structure d’anneau de Z/nZ n’est introduite que
lorsque {’on parle d’anneau quotient — voir I’exemple 3 de la partie 3.2).

Morphismes de groupes. Dans ce paragraphe, G et G’ désigne deux groupes, dont
les éléments neutres sont notés respectivement ¢ et ¢,

DEFINITION 6. Soit ¢ 1 (7 = < une application. On dit que @ est un morphisme de
groupes si pour tous z,y € G, p(ry) = olx)e(y).
— 8i i est bijective, on dit que @ est wii isomorphisme de groupes; si de plus &' = G,
on dit que p est un anlomorphisme du groupe G.
—~ L’ensemble o=!'({c'}) est appelé noyau de i et noté Ker . Le morphisme ¢ est
injectif si et seulement si Kerp = {r}.

PROPOSITION 4. Soit ¢ : G ~ (' un morplisme de groupes, H et H' deuxr sous groupes
de G, . Alors
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— @(H) est un sous gmupe de G, distingud si H est distingué dans G el si @ est
surjectif.

— ¢~ H') est un sous groupe de G, distingué dans G si H' est distingué dans .
En particulier, {¢'} étant distingué dans &, Kerp = ¢! ({¢’}) est distingué dans (. De
plus, le groupe quotient G/ Ker ¢ est isomorphe ¢ o(G).
Remarque 5. Ce dernier résultat est important. En particulier, si ¢ : G — G’ est un
morphisme surjectif, le gronpe G’ est isomorphe & G/ Ker . Cet isomorphisme est souvent

utilisé lors de la résolntion d’un exercice ou d’un probléme sur les groupes.

Groupe des automorphismes iniérieurs.

DEFINITION 7. Soit G un groupe. Pour tout a € G, I'application ¢, : G - G £ — ara™!
est un awtomorphisme de ;. L’ensemble 4 = {p,,a € G}, muni de la loi de composition,
est un groupe (on a dlailletrs @, 0y = @), appelé groupe des automorphismes intérieurs
de .

2.2. Génération d’un groupe
Dans toute cette partie, i désigne un groupe, dont 1’élément neutre est noté e.

DéFINITION 8. Soit A € G. Il existe un plus patit sons groupe A de G contenant A, qui est
Pensemble des éléments de (7 qui s'écrivent comme le produit d'éléments de A et d’inverses
d’déments de A. On P'appelle sous groupe engendré pur A et on note H =< A ». Lersque
A={zy,...,xn} est fini, on note aussi H =< #,,...,@ >.
Ezemple 4. Pour tout @ € G, < @ >= {a™,m € Z}. 5i deux éléments a et b de G
commutent, alors < a,b >= {«™b", (m,n) € Z?}.
DEFINITION 9. — Un groupe G est dit monogéne s'il existe ¢ € G/ tel que G =< a >.
Si de plus G est fini, on dit que G est cyclique.
— Un groupe G est dit de type fini #’il existe un nombre fini d’éléments a,, ... ,«, de
G tels que & =< ay,...,a, >. Un tel n-uplet {a,,...,a,) est appelé systéme de
générateurs de (.
Remargue 6. — Tont gronpe monogéne est abélien,
- Pour tout entier naturel non nul n, (Z/nZ, +) est un groupe cyclique. De plus, tout
groupe cyclique i n éléments est isomorphe a (Z/nZ,+).

DériNITion 10. Un élément e de G est dit d'ordre p € N* 51 < a > est fini d’ordre
p. L'ordre de @ est aussi le plus petit entier naturel non nul p tel que @ = e, et on a
<a>={e,6,...,aP 1}

THEORBME 2. Si (7 est fini d'ordre n, alors Uordre de toul élément de G divise n. En
porticulier, loul élément a de (7 vérifie a® = e.

THEOREME 3. Soil a un élément de G d’ordre p. On a Véyuivalence (vf =€) <> (p|9q)-

THEOREME 4. Si Pordre de G est un nombre premier, le groupe G est cyclique, engendré
par tout élément différent de U’élément neutre.

PrOPOSITION 5. Si G est cyclique d'ordre n, G =< a >, alors
(<a*>=G) <= (kAn=1)

Démonstration. Comme G =< o >, lassertion < a* >= (i est équivalente i Pexistence d'un
entier v tel que a** = a. Ceci s’écrit anssi «**~! = €, ou encore n | (kv — 1), c'est-3-dire Ju,v €
Z | kv — 1 = un, ce qui équivant d’aprés le théoréme de Bezont a k An= 1. 0
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2.8. Groupe symétrique

DEFINITION 11. Pour tout entier natnrel 2z non nul, on note &, le groupe des permutations
de {1,...,n} (mnni de la loi de composition). Le groupe S, est appelé groupe symétrique
d’indice n. Si s € Sa, on note s = (4% . om))-

Remarque 7. On a Card(S,) = nl.

DErFINITION 12. On appelle transposition sur ¢, j la permutation notée 7; ; permutant les
éléments § et 7 :
;o= 1 -~ i—-11i ¢4+41 -+ =1 J j+1 -+ n
WAL e 41 ) ¢4l -2 3=1 1 j4+1 v nj’
THEOREME 5. Tout élément de S, se décompnse en produit de transpositions.
DERINITION 13. Sis € 8, et « € {1,...,n}, on appelle orbite de a suivant s P’ensemble
O,(a) = {s*(a), k € Z}.
DEFINITION i4. Soit ¥ € S,.. On dit que v est un cycle si parmi les O,{a), 1 <o < n,il
n’existe qu'une seule orbite non rédnite i un élément. Antrement dit s'il existe p > 2 et
g €{l,...,n} tels que
0. (e) = {a,7(a),... . ¥ (@)} et Vz¢gO,(a), v(x)=z.
L’orbite O, (a) est appelé suppmt du cycle, son cardinal la longueur du cycle, et on note
7 = (a,%(a),..., 7" (a)).
Eremple 5. — Une transposition est un cycle de longueur 2.
- Dans Ss, 5 = (1,3,5) = (122 4%) est un cycle de support {1,3,5} et de longuneur 3.
— L'élément s = (173 4) de S, n’est pas un cycle (deux orbites, {1,2} et {3,4}).
Remargue 8. — Des cycles a supports disjoints commutent.
— L’erdre d’un cycle dans le groupe 8, est sa longuneur,

THEOREME 6. Toute permutation s # Id se décompose de maniére unigue d ordre prés
en un produit de cycles de supports deur & denr disjoints,

Eremple 6. ~ (1234 =(1,2)-(3,4)= (3,4)-(1,2}).

- (:gg‘:gg;) = (1,2,6,4)‘ (375)= (3;5) ! (]42’634)‘

Signature d’une permutation.
DEFINITION 15. Soit s € S,. On appelle signature de s le produit
s(3) — s(¢
e)= ]I ) = <) )‘—e( )
1€icj<n J

On a ¢(s) € {—1,1}. Si e(s) = I {resp. £(s) = —1), s est dite paire (resp. impusre).
PROPOSITION 6. 5t s et t sont dewr éléments de S, alors e(st) = £(s)e(t).

Remargue 9. ~ Une {ransposition est de signature —1.
- La proposition précédente exprime le fait que ¢ : S, — {—1, 1} est un morphisme
de groupe. L’ensemble A, = ¢~'({1}) = Ker ¢ est nn sous groupe distingué de &,,
d’indice 2 : on a Card(A,) = n!/2 et 4, s’appelle le groupe alterné d’indice n.

PROPOSITION 7. La signature d’un eyele dr longuenr p est (=1}~ 1,

Démonstration. Soit. 5 = (ay, a4, -+ ,4,) nn cycle de longueur p. Le cycle s peut se décomposer
sons la forme s = (i, #tp) - (ta, p—1) -+ (3, 413} - (611, €2), ¢'est le produit de p — 1 transpositions.
Une transposition étant de signature —1, on en déduit le résnltat. O
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2.4. Groupe opérant sur un ensemble

Dans cette partie, G désigne un groupe dont I’élément neutre est noté ¢, X un ensemble
quelconque.

DériniTION 16. On dit que G opére sar X s'il existe une application
GxX =X (5,2)— 5 3

telle que

(i) Vs, ) e GE Ve e X, s-(t-2)=(st) -2
(i) Vre X, e-r=u.

(Remarquer I’analogie avec un espace vectoriel sur un corps K.)
Exemple 7. - Le groupe G opére sur lui méme par I'application
GxGE -G (&,2) — 8.
- Le groupe des permntations § d’un ensemble X opére sur X par Papplication
SxX—-X (s,2)}— s(z).

Bguivalence d’intransitivité. Dans ce paragraphe, (G est un groupe opérant sur un
ensemble X.

DEFINITION 17. La relation sur X définie par
¢ Ty &= seG, y=s=

ost une relation d’équivalence, appelée relation d’iniransitivité. La classe d’équivalence
d’nn élément = de X est G, = {s-x, s € G}, on I'appelle classe d’intrunsitivité (ou orbite,
ou trajectoire) de .

DEFINITION 18. Le stabilisatenr d'un élément x de X est le sous ensemble de 7 défini par
S:={s€q, s-x=ux}

PROPOSITION 8. Pour tout élément x de X, S, est un sous groupe de G.

Démonsiration. L'ensemble S, n'est pas vide cat ¢ € S;. Par ailleurs, pour tout s, € G on a
tzszdoncz=t1-(t-z2)=t"1 2 Ainsi, (st~ e =s-(t" 1 2)=s-r=2 dob 51" €5,.0

THEOREME 7. $i G est fini, pour tout z € X on a Card(G) = Card(G,) - Card( ;).

Démonsiration. On fixe . Soit R, la relation d’équivalence sur G définie par : s g1 &= 5-# =
tz.0na sRet > (1) e=2z < t"'5€ 5, < 5 €tS5;. Les classes d’équivalences
sont donc de la forme 15;, { € &, ce qui montre qw’elles sont toutes de cardinal Card(S;). Il y
a autant de classes d’équivalences que de valeurs prises par s - #, r € G, cest-a-dire qu'il y a
Card(G,) classes d’équivalence. Done Card{(¥) = Card(G,) - Card(5y). a

COROLLAIRE 1 (EQI]ATION AUX CLASSES). Si X est fini, si G est fini, si © désigne une
partie de X contenant eractement un représentant de chacune des classes d’intransitivité,

ona

Card(X) = 37 Card(G,) = 3 =2UE)

z€Q €0 Car(I(S,)‘
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Application auz aulomorphismes iniérieurs.

THEOREME 8. Seit G un groupe fini, Il existe une famille finie de sous groupes stricts de
G (i.e. # {e} et £ G) (H;)ies telle que

Card{)

Card(G) = Card(Z(G)) + )| Card(H;)

iel
ot Z{() désigne le ventre du groupe (5.

Démonsiraiion. Faisons opérer G sur Ini méme par les automorphismes intérieurs : G x G —
G, (5,8) = pr) =526~ . Sir € G, oonaG, = {srs~!, s € Glet §; = {s € G, sz = x5} (dans
ce cas, S est aussi appelé centralisateur ou normalisatenr de ). D’aprés le corollaire précédent il
existe @ C (7 tel que

= T S

Or 8, =G Vs € G, sr = rs &> :rez((‘) En notant & = @ . Z((7), on a donc

Card(G) Card(G) Card(G)
Card(@) = : + 3 = Card(Z(CN + Y Ao,
:F;G) Card(S2) T £, Tard(3y) g Card(5;)
d’0i1 le théoréme car les {8z )reer constituent une famille finie de sous groupes stricts de 7 (ce sont
déja des sous groupes d’aprés la proposition 6, différents de G car « € Z(G), différenta de {e} car
{t.', 'T} C Ge) (]

Remarque 10. Ce dernier résultat est trés puissant car il permet d’avoir des renseignements
sur Card{Z(G)) connaissant « priori la forme des ordres des sous groupes de G (voir
exercice 10 et les problemes 7,9). Cependant, cette formule n’est pas au programme de
mathématiques spéciales et il faut au besoin savoir la redémontrer.

2.5. Exercices

EXERCICE 1. Soit G un groupe quelconque, soient &,y € (5. On suppose que sy est d’ordre
fini p dans G. Montrer que yr est également fini d’ordre p.

Salution. §iz et y commutent, c’est bien siir évident. Placons nous maintenant dans le cas général.
On commence par remarguer que potr tout n € N*,

(=y)" = (21) - (zp) = x (y2) - (p=) y = 2(y2)" 'y,

n t.ermes n-—1 termes

Ainsi, en désignant par ¢ 1'élément nentre de (7, on a
(e)" =e <= 2(yx)" Ty =¢ = yr(yr) "l =y = (yr)" =

ce qui prouve que les ordres de zy et de yr sont identicues,

EXERCICE 2. Soient ¢ an groupe et H,, H, deux sous groupes de .
a) On suppose que Hy, U H, est nn sous groupe de G. Montrer que &, C H, on H, C H,.
b) Si les ordres de H, et H, sont finis et premiers entre eux, que dire de H/1 N H, ?
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Solution. a) Raisonnons par 'absurde. Si H, ¢ Hy et Hy ¢ Hy, il existe ry € Hy, 1 & Hy et
il existe 2, € Hy, 72 € H,. Comme H,; U H; est un sous groupe, le produit z;z2 appartient &
Hit U Hy Sizyze € Hy, alors 4 = :.-:1'1(::133) & Hi, ce yui est absurde. De méme, on parvient &
une absurdité en supposant x,x; € Hy. D’oit le résultat.

b) On sait que Hy N H; est un sous groupe de H) et H». Ainsi, Vordre de Hy N Hy divise 'ordre
de H, et Vordre de Hy, et vaut donc 1. Finalement, en désignant par e Pélément neutre de &, on
a Hl M Hg = {e}

EXERCICE 3. Soient G wn gronpe et H,, H, deux sous groupes de G. On pose H,\Hy =
{2y, x € H\,y € Ha}.

a) A quelle condition nécessaire et suffisante H,H, est-il un sous groupe de G'7

b) Si H, et H, sont finis et si H,NH; = {¢} (ol ¢ désigne ’élément nentre de (), montrer
Card(H, H;) = Card( H,) - Card{ H).

¢€) On suppose G abélien, H; et H, d’ordres finis p et ¢, ol p et ¢ sont deux nombres
premiers distincts, Montrer que H; H, est un sous groupe cyclique de G.

Solution. a) Nous allons montrer que HyH; est un sous groupe de G si ef, seulement si 1 H; =
H.H.

Condition nécessuire. Soit « € HyHo. Alors o~ € H Hy autrement dit 3(z,y) € H X Hyelz=
zy. Ainsi g = y~ir~1, d'oll a € HpHy. Donc HiHy C Ha ).

1l reste & montrer I'inclusion réciprogue. Soit « = yr € HoHy avec s € Hy et y € Hs. Comme
a-t=z"ly~' € H H», on aa € HiHy car HyH2 est un sous groupe. Ainsi, HH, C H\H;.
Condition suffisante. Bien sir, H1H; # @. Soient 0, b € H1H;. 1l s’agit de montrer ab=1 ¢ H\H;.
Ecrivons @ = ajag et b = b2, avec ay,b; € Hy et az, b2 € H2. On aabl = dldgb;l'b;l = a;yr
avecy=azb;' € Hyebz = b7! € Hy. Comme Hy H; = HyH,, il existe (2, 1) € Hi x Ha tel que
yr ='y. Donc ab~! = a2’y = (12’ (y') € H1H3, d’oll le résultat.

b} Considérons 1'application
¢ Hy x Hy— H1Hy (x,22)— 322

Elle est surjective (par constriction de Pensemble d’arrivée Hy H3), et injective car si gz, z3) =
oy, 32), alors 2123 = g1 done ¥ ey = gzt dol yi'ey € Hy N Hy = {e}, donc 21 = g et
alors z; = y2. Finalement, ¢ est une bijection, donc Card(H1) - Card(H} = Card(H1H32).

¢) Le groupe G étant ici abélien, on a H1H, = HaHy donc H)Hz est un sous groupe de G d’apres
a). Par ailleurs, on a Card(H,H;) = p¢ d'aprés b) car 1N Hy = {e} (voir Iexercice précédent,
question b)).

Les sous groupes Hy et H; sont cycliques car leur ordre est un nombre premier. Soient z € )
et y € H tels que Hy =< z > ot H, =< y >. Montrons que HyH» =< zy >. Il s’agit de montrer
que 1'élément »y est d’ordre pg = Card(H, Hy). Le fait que (zy)" = ¢ entraine r™ = )" Or
HyNHy = {e}, donc 2" = (y~*)" = ¢, donc p | n et ¢ | n, et p et g étant premiers entre eux
(car premiers et distincts), pg | . Donc Pordre de ry est supérieur & pg et comme il est toujours
inférieur & Card(Hy H2) = pg, son ordre est bien pq.

W

EXERCICE 4. Solent (y,... .Gy des gronpes cycliques d’ordres respectifs ay,...,0,. A
quelle condition nécessaire et suffisante portant sur les o; le groupe G=G x --xG,
est-il cycligne 7

Solution. Commengons par montrer le résultat suivant :

LEMME. Pour toud i, soit z; un €lément de G; dvrdre B, Alors 2 = (&),... &) esi d'ordre
ppem{By, ... ,Bn) dens Gy x -~ x Gy
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Prenve. Pour 1 < i < n, notons ¢, Pélément nentre de G, de sorie que ¢ = (ey, . .. , £,) est I'élément
neutre de (7. Alors : (2f = e) < (Vi 2] = ¢;) <= (¥¢,5; | p). Le plus petit entier naturel non
nul p tel que P = ¢ est done le plus petit multiple communs aux 5;, d’oll le lemme.

Montrons maintenant la condition nécessaire ef suffisante :

Le groupe (7 esl eycligne si el seulement st les oy sont premiers entre eur denz a

denz.
Condition nécessatre. Soit x = (x),... ,#s) engendrant G. Il est clair que pour tout §, z; engendre
G, done est d’ordre &;. D’aprés le lemme, Vordre de = est ppem (o, ..., &,). Comme 2 engendre
(7, son ordre est anssi Card{G) = &y - -+ ¢x,. Donc ppemiary, ..., m,) = &+« -0y, C& (Hli entraine

que les &; sont ptemiers entre eux deux a deux,

Condition suffisanic. Pour tout i, considérons r; € G; d’ordre a; {z; existe puisgque G est cyclique
par hypothése). D’apres le lemme, 7 = (1, ..., 7y) est dordre ppem{ay, ..., an) dans G, et ce
dernier terme égale a) -+ -an = Card(G) puisque les a; sont premiers entre eux deux a deux.
Finalement, G =< z > est cychique,

ExERrCICE 5. Soit G un groupe, € son élément nentre. On suppose que tout élément = de
G vérifie 27 = e.

a) Montrer que & est un groupe abélien.

b) Si G est fini et si ¢ # {e}, montrer qu’il existe un entier n tel que G soit isomorphe
au groupe [(Z/2Z)", +].

Solution. a) Six € (7, 2 = ¢ ouencore & = #~1. Si x et y sont dans G, on a donc ry = (xy)~! =
g1z~
b) Soit (71, ..., %) un systéme de générateurs minimal de G (il en existe car G est fini). Sid = ﬂ
dans Z/2Z, alors 2 | &« — 8 donc pour = € (&, #* = r?. Geci permet d’affirmer que application

= yT.

p: (Z/22Y, 4] = G (y, ... ) — )" - oxy®

est. bien définie. Le groupe (7 £tant abélien, ¢ est un morphisme de groupe, et il est surjectif par
définition d’un systeme de générateurs. Montrons que ¢ est injectif. Soit {uy, ..., o) € Ker .
$’il existe i tel que a; = 1, par exemple «, = 1, Iégalité ¥t ora"T'e, = e entraine T, =
a7l =222t Donc{xy,. .. ,2,-}) est un systéme de générateurs, ce qui est absurde puisque

(#1,...,7n) est un systbme de génératents minimal Finalement Kerp = {(0,...,0)} et p est
injectif. (G’est un isomorphisme.

ExERCICE 6. On rappelle que le groupe alterné A, d’indice n est le sous groupe de S,, con-
stitué des permutations paires. 5i 2 > 3, montrer que les cycles de longueur 3 engendrent
A,

Solution, Puisque tout élément de 8, peut s’écrite comme nn produit de transpositions et qu’une
transposition est de signature —1, 4, est aussi Pensemble des produits pairs de transpositions.
Appelons A, le sous groupe de 8, engendré par les cycles de longueur 3. On a A, C A, car

un cycle de longueur 3 est. de signature I (voir la proposition 7). Montrons maintenant A, C A’,.
D’apres la remarque précédente, il sutfit de prouver que le produit de deux transpositions est dans
A'y. Ceci est vrai car :

— Si 4,4, k,1sont distincts denx a dewx, (7, j)(k, D) = (£, 5, k)(j, k1)

— 84,7,k sont distincts deux & denx, (7, N, k) = (i, &, 7).

- S‘ i ‘-}é jr (iyj)(j: i) = I‘l'
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EXERCICE 7. On rappelle que si G est un groupe fini et # un sous groupe de &, Pindice
de H dans G est I'entier |G : H] = g—:}'g{-ﬁ—%.

Soit » > 5 un nombre premier. Si H est nn sous groupe du groupe symétrique S, tel
que [S, : H] < p— 1, montrer que [S, : H] € {1,2}. (Indications : Montrer que H contient
tous les cycles de longueur p puis utiliser le résultat de I’exercice précédent.)

Solution. Montrons d’abord que H contient tous les cycles de longueur p. Soit ¥ € & un cycle
de longueur p. Pour tout entier i, 'ensemble y* H est de cardinal Card(H). Comme H est d'indice
< p—1dans Sp, les ensembles H,yH, ..., v7' H ne peuvent pas &tre deux a deux disjoints (sinon
Card(S;) 2 Z{»’;ﬂl Card(y*H) = p- Card(H)). Donc il existe deux entiers iet j, 0 < i <7< p—1,
tels que YW H N+ H # @. On en déduit facilement ¥ € H. Or1 £j—i<p donc ¥’ engendre
le sous groupe < v > d’ordre p (voir le théoréme 4), ce qui entraine y €< 7/~ >C H.

- Montrons maintenant que H contient tous les cycles d’ordre 3. Cormmep > 3, il suffit de remar¢uer
gue H contenant tous les cycles d’ordre p, on a

(i, 5, 8= (& j, i, a0z, 0p_ali. K, ji0pa, . Lig,0y) € H.

— D apres le résultat de I'exercice précédent, H contient donc Ap, le groupe alterné d’indice d'indice
p. Donc Card(H) > Card(A4,) = 3Card(S;), d'on [S, : H] € {1,2}.

Remarque. En appliquant ce résultat & p = 5, on voit qu’il n’existe pas de sous groupe
de Sy d’ordre 30 ou 40, bien que Card(Ss) = 120. Le fait qu’un entier divise I’ordre d’un
groupe fini n’est donc pas une condition suffisante pour qu'il existe un sous groupe d’ordre
cet entier.

EXERCICE B. Soit & un groupe fini Qordre pair 2n» (n € N*}.

a) Soit H un sous groupe de G d’ordre n. Montrer que ff est distingué dans G,

b) On suppese qu'il existe deux sous gronpes H; et Hy de G d’ordre n et tels que H,NH, =
{e}, oft e désigne 1'élément neutre de G. Montrer que n =1 oun = 2.

¢) On suppose qu’il existe deux sous groupes H, et H, de G, distincts et tout deux d’ordre
n. Montrer que H = H, N H, est un sous groupe distingué dans G. En déduire que I'ordre
de (7 est un multiple de 4.

Solution. a) Il s’agit de montrer : #H = Hx pour tont z € G.
-Size HonasH=He=H.
-Siag H csHNH = @ (en offet, si y € aH O H, il existe a € H tel que y = za donc
7= yo~l € H, absurde), c’est-a-dire +H C G~ H. Or aH et G\ H sont de cardinal n,
donc «H = G~ H. On montrerait de méme que Hx =G < H, donc #H = Haz.

b) Comme Card{H, U H;) = Card(H,) + Card(H;) - Card(H, N H) = 2n — 1, il existe @ € G,
o Hy, o g Hy, tel que G = Hy U H, U {er).

Sin = 1, c’est terminé. Sinon n > 2. On remarque alors que

Yiz, 1) € (H1~ {e}) x (Ha~ {e}), Ty = o,

(En effet. Si zy € H,, alorsy € r~1Hy = Hy donc y € H; 0 Hy = {e}, donc y = ¢, ce qui est
absurde; de méme, zy ¢ Hz.) Ceci n’est possible que si Card(H) ~ {¢}) = Card(Hy ~ {e}) = 1,
cest-a-dire n = 2. D’oil le résultat.
¢) D'aprés a), H, et H; sont distingués dans & done pour tout = € G,z =z nzxHa =
Hyx i Hor = Hez, ce qui prouve que H est distingné dans G,

Notons ¥ la surjection canonique de G dans le gronpe guotient G/H. Comme H est nn sous
groupe de Hy, x(Hy) = H1/H est de cardinal S = w5y De méme, m{Hy) = Ha/H est de
cardinal ety Or (Hy1/HYN (Haf H) = (H) N Hy)/H est réduit & ’élément neutre de G/H. Le
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groupe (uotient G/ H étant d’ordre (ﬁﬁf‘m, on peut appliqguer b) & G/H, HyfH et HofH ce qui
donne m{‘nn € {1,2}. Comme H; # Hy, on a Card(H) = Card(H, " Hz) < n done cmf'rm =2.
Finalement, Card{G) = 2n = 4 Card{H), d’on le résultat.

EXERCICE 9 {(EXPOSANT D’UN GROUPE ABELIEN FINI). Soit G un groupe abélien fini.
a} 5i z,y sont deux &éments de & d’ordres respectifs m et n, avec m A n = 1, quel est
I'ordre de zy 7

b) On appelle exposant de G le plus grand des ordres des éléments de et on le note r.
Montrer que r divise Card(G) et que si z € &, Pordre de 2 divise r.

¢} Montrer que r a les mémes facteurs premiers que Card(G). En déduire que pour tont
facteur premier p de Card((G), il existe un élément de G d’ordre p.

Solution. a) Si {zy)* =€ alors af = (y~ )" donc o € < y >, d’oit (#7)* = #** = ¢, donc m | pn.
Or man =1 done d’aprés le théoréme de Gauss, m | p. De méme n | p et les entiers m et n élant
premiers entre eux, mn | p. Or (ay)™" = (£™)? (™)™ = ¢, 'ordre de =y est donc mn.

b) Par définition de r, il existe nn élément = de G d'ordre r et on a v | Card({7) d’aprés le

théoréme 3.
Suit y € (7, g son ordre. Il s’agit de montrer que g | r. Supposons g 1 r. En écrivant la décompo-
sition en facteurs premiers de g et r, on voit u’il existe un nombre premier p vérifiant

g=17 ‘= -
{ r =P avee a>fB20 et pAgd=par=1
Or a = o*” est d’ordre #' et b = y¥ est d’ordre p*. D’aprés a), ub est donc d’ordre r'p® > r, ce qui
contredit la définition de r. Donc ¢ | r.

¢} Soit (xy,...,¥y) un systéme de générateurs de 7. Notons ry, ... ,r, les ordres de 21, ... ,2,.
Considérons application

P oo X x<a >= G (Y, Y)Y Yne

Le groupe G étant abélien, @ est un morphisme de groupes. De plus,  est surjectif (puisque
(#1,...,2,) est un systéme de génératenrs de ), donc & est isomorphe an groupe quotient
(€21 > %o % € 2y >}/ Ker g, donc Card({G) x Card(Ker ) = Card(< 1 > X+ X < £, 3} =
r1-++Tn, donc Card(G) | r1---ra. Or tous les r; divisent r d’aprés b), donc Card(G) | ™. On en
déduit que tout, factenr premier p de Card((¥) divise r,

Soit. p un facteur premier de Card((7). On vient de prouver que p | r donc on peut écrire 7 = pr’
avec # entier. Si on choisit un élément z de G d’ordre r, "élément &7 est d'ordre p, d’ot le résultat.

Remarque. Les résultats de cet exercice permnettent de montrer que si K est un corps
commutatif et ¢ un sous groupe fini du groupe multiplicatif (K*, x}, alors G est cyclique.
En effet. Soit r I'exposant de (. K étant un corps commutatif, ’équation 2™ = 1 a an plus
r solutions dans K, donc au plus r solutions dans G. Or ¥z € G,2" = 1 d’aprés b). On en
déduit Card{G} £ r, et comme r | Card((}, on a r = Card(G} et le résultat annonce.

— Ce dernier résultat est également une conséquence du probléme 6.

- En 'appliquant au corps Z/pZ (ou p est un nombre premier), on démontre que le groupe
multiplicatif (Z/pZ)" est cyclique, résultat non évident & priord.

EXERCICE 10 {LES p-GROUPES). Soit p un nombre premier et G un groupe fini d’ordre
p* avec a € N* {on dit gque ' est un p-groupe).
a) Montrer que Z((), le centre de G, est différent de {e}, oit ¢ désigne I"élément neutre
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de G. (On pourra utiliser ’équation aux classes — voir le théoréme 8),
b) Quediresia=1?si o =27
¢} Montrer que pour tont entier m, 0 < m < «, il existe un sous groupe de & d’ordre p™,

Solution. a) D'aprés le théoréme 8, il existe une famille finie { H;)igs de sous groupes stricts de G
telle que
Card(G)

Pour tout ¢ € I, H; est un sous groupe strict de ¢ donc d’apres le théoréme de Lagrange, son
ordre divise Card(G) = p¥, de sorte qu'il existe un entier §;, 1 € 8 < @, tel que Card(H;) = p¥i.
Done pour tout i € I, p divise gﬁ(ﬁ% = p*=Pi_ Or p | Card(G) donc d’apres (¥), p | Card(Z(5)).
Comme de plus Card{Z{(7)) > 1 car € € Z({), ceci entraine Card(Z(G)) > p.

b) Sia =1, G est cycliyue d’aprés le théoréme 4.

Si & = 2, Z{G) étant un sous gronpe de &, différent de {e} d’aprés a), on a Card{Z(33)) € {p.»*}.
Nous allons montrer que Z((7} = G en raisonnant par I’absurde. Supposons Card{ Z(G)) = p. Soit
z€G, z & Z(Q). Lensemble 8; = {u € G | ur = xu} (appelé normalisateur de z) est un sous
groupe de G. Or z € 5; et Z(G) C 8:, done Card(S;) > p+ 1. Comme Card(S;) | p* = Card{Q),
ceci entraine Card(S;) = p? donc S = G, et par définition de S;, oh a 2 € Z(G), <e qui est
contradictoire. Finalement Card(Z(()) = 1, ¢’est-a-dire G est abélien.

¢) Nous allons montrer ce résultat par récurrence sur o € N*. (Le principe est de quotienter par
un sous groupe distingué d’ordre p pour se ramener & ’hypothése de récurrence).

~ 81 & =1, le résultat est évident.

- Supposons le résuitat vrai pour «, montrons le pour e+ 1 Soit m, 0 < m< o+ 1. Sim =0,
{e} est un sous groupe d'ordre p™ et le résultat est montré. Sinon, supposons m > 1. D’aprés a),
Z(G) est différent de {e}. Soit x € Z((G),z # ¢. L'ordre de x divisant p**!, il est de la forme
7 avec § 2> 1. Donc ¥ = =P est d'ordre p, et le groupe H =< y > est d’ordre p. Par ailleurs,
c'est un sous groupe de Z{G) et il est done distingué dans 7. Le groupe quotient G/H est dordre
p* et d’aprés I’hypothése de récurrence, il existe un sous gronpe K de G/H d'ordre p™-1. Si =
désigne la surjection canonique de (7 dans G/H, = est un morphisme de groupes done K = #{F)
est isomorphe & F/ Kern = F/H ce qui entraine Card(F) = Card(K) x Card(H)} = p™. D’oi le
résultat.

Remargue. Ce résultat est un cas particulier du théoréme de Sylow (voir le probleme 7).

ExErciCE 11 (UN THEOREME DE CAUCHY SUR LES GROUPES FINIS). On suppose quela
théorie des groupes opérant sur un ensemble est connue (voir la partie 2.4).

Soit G’ un groupe fini {non forcément abélien) d’ordre h, et soit p un nombre premier
divisant k. On note § = {(ay,...,n,) € G¥ | 4, --- ¢, = ¢}, ot ¢ désigne 'élément neutre
de &, et on note v le cycle (1,2,...,p).

a) On fait opérer < ¥ > sur § en posant

vk € Z, 71‘(“’1! e By ) = (lyr()s oy Bar(m))-

Déterminer le cardinal des orbites.
b) Démontrer le théoréme de Cauchy : Le nombre de solntions dans G de Péquation ¥ = €
est nn multiple de p.

En déduire qu’il existe an moins un élément d’ordre p dans G.

Solution. a) Pour towtt = € &, an note (7, Porbite de z et S, son stabilisateur. On sait que 'on a
r= Card(< 7 ») = Card(G,) x Card(S;), et p étant. premier, Catd(G.) = 1 on Card(G:) = p.
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b) Liapplication f : § — G'™' (61,...,@) — (61,.-. ,iy.1) est bijective puisque chaque
élément (a1, ... ,ap—1) de GF~' aun unique antécédent par f quiest (ay,.. - ap—1, (81 ap-2)"2).
Donc Card(8$) = Card(G?~*) = k=t

Soit © une partie de § contenant exactement un représentant de chaque orbite Gz. Soit A =
{r € 5| Card(Gz) = 1}. Soit & = © ~ A. D'aprés a), Vr € &, Card((Gz) = p. Or

w1 = Card(§) = Y Card(G) = Card(4) + 37 Card(G.).
z€e sER!

Comme de plus p | k, on en déduit que p | Card(A) = hP—! —p Gard(©'). Par définition de A, A est
IPensemble des p-uplets (=, ..., r) tels que o = ¢. Le nombre Card( A) représente donc le nombre
de solutions de z* = ¢, et comme p | Card(A), on en déduit Je théoréme de Cauchy.

On a ef = e, ce yui entraine Card(A4) > 1, et. comme p | Card(A), Card(A) > p. Done il existe
£ € G, 7 # e tel que = e. Le nombre p étant premier, « est d’ordre p.

Remarque. Ce résultat entraine que lorsqn’un nombre premier p divise I'ordre d'un groupe,
il existe un sous groupe de cardinal p. On savait que c’était déja vrai dans le cas d’un groupe
abélien {voir I'exercice 8).

- Le probléme 7 généralise ce dernier résultat.

3. Anpneaux

3.1. Définitions

DEFINITION 1. Soit A un ensemble muni de deux lois internes notées “+” et “”. On dit
que (A, +, ) est un anneau 81 :
(i) (A,+) est un groupe abélien,
(ii} la loi - est associative,
(iii) le loi - est distributive par rapport A la loi +.

Si 1a loi - admet un élément neutre, on parle d’annean unitaire; sila loi - est commutative,
on parle d’anneau commutatif; nn élément de A est dit inversible §°il est pour la loi - de

A
Notation. Le neutre de la loi + est sonvent noté 0, celui de la loi - est noté 1 (ou €).
Dans toute la suite, (4, +,-) désigne un anneau.

DEFINITION 2. Un élément « de A est dit diviseur de 0 & droite (resp. & gauche) si a # 0
et g'il existe b # 0 tel que ab = 0 (vesp. be = 0}.

DEFINITION 3. Un anneau A est dit intégre s'il est sans divisenr de zéro, autrement dit si
(a #0,b£0 = ab#0).

DEFINITION 4. Un élément o € A est dit nilpotent s'il existe un entier naturel non nul »
tel que a® = 0. L’indice {on V'ordre} de nilpotence de a est le plus petit entier naturel non
nud n tel que ¢™ =0,

DEFINITION 5. Un sous ensemble B de A est dit un sous annean de A si (B, +,+) est un
anneau.

Eremple 1. — Z est un annean unitaire integre.
- Z/8Z est un annean non intégre (2-4 = 0), et dans cet anneau, 2 est nilpotent
d’indice 3.
— M,(R) est un annean unitaire non integre.
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3.2. Idéaux

DErINITION 6. Soit J C A. On dit que [ est un {déal de 'annean A si

(i) (I, +) est un sous groupe de (A, +),
(i) ¥(z,e)e I x A,axr € Tetza e I.

Remargue 1. — Un idéal est un sons annean.

- La notion d’idéal est en quelque sorte I'analogue potr les anneaux de la notion de
sous groupe distingné. Par contre, la notion de sous anneau est beaucoup moins
utilisée que la notion de sous groupe.

- §i A est commutatif, pour tout = € A 'ensemble A = {z«¢,a € A} est un idéal de
A.

- Si A est wnitaire et si 1 € F ot [ est un idéal de A, la propriété (ii) d’un idéal
entraine que I = A. Si un idéal I de A possdde un élément inversible z de A, alors
1= 27z € T &"aprés (ii) et donc [ = A,

- Lorsque | C A vérifie (i) et vérifie seulement ax € I (resp. za € I) pour tout
(z,6¢) € I x A, on dit gue { est un idéal ¢ gauche (resp. ¢ droite} de A. 5i I est &
la fois idéal & ganche et idéal & droite de A, I est donc un idéal de A (on précise
parfois en disant que I est wn idéal bilatére).

PROPOSITION 1. Une intersection d’idénur de A est un idéal de A. Une somme finie
dlidéaur de A est un idéal de A.

DEFINITION 7. Soit (A,+,-)} un annean commutatif. Un idéal I de A est dit prineipal §’il
existe z € A tel que I = zA. On note alors I = ().

L’annean A est dit principal s'il est commutatif, unitaire, intégre et si tous les idéaux
de A sont principaux.

Ezemple 2. Les anneaux Z et R[X] sont principanx.

Anneaur quotients. Comme pour les groupes, on pent définir la notion de guotient
sur les anneaux. Etant donnée une relation d’équivalence R sur A, on cherche & faire de
A/R un annean en le munissant des lois T+ y = F+ et T-7 = T -7 (ol T désigne la
classe de z). Si ces lois sont bien définies (c’est-a-dire que T+ y et Z7 ne dépendent pas des
représentants choisis de T et F), on dit que R est compatible avec Ia structure d’anneau.
On montre que les relations d’équivalence compatibles avec la structure d’anneau sont de
laformez Ry <= z—y € I, oi I est un idéal de A. Si tel est le cas, A/R est un anneau
(muni des lois définies plus hant) appelé unneau quotient et noté A/I.

Ervemple 3. Pour tout entier = > 0, nZ est un idéal de Z et on peut définir 'anneau
quotient Z/nZ.

Morphismes d’anneauz.

DEFINITION 8. Soient 4 et A’ deux anneaux. On appelle morphisme d’anneaus de A dans
A toute application f: A -~ A’ telle que f(x+y) = f{z)}+ f(y) et f{zy) = f(z)Sf(y} pour
tous #, y € A. Lorsque f est hijective, on patle d’isomorphisme d’anneaux. L’ensemble noté
Ker f = f-'({0}) est appelé noyeu de f. C'est un idéal de A qui vérifie : (f est injective
<= Ker f = {0}).
PROPOSITION 2. Soient A et A' deur anncaur et f: A — A’ un morphisme d’anneaus.

— Si I est un idéal de A ct i f cst surjectif, alors f(I) est un idéal de A.

— 5i I' est un idéal de Af, 711"} est un idéal de A.

— L’image et Vimage réciprogue par f d’un sons annecu est un sous unneo.

- f(A) est isomorphe & Pannean quotient AfKer f.
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Remargque 2. La derniére assertion de la proposition est importante. C'est souvent le
moyen le plus pratique pour montrer qu’un anneau est isomorphe & un anneau guotient.

Caracléristique d’un anneau.

DEFINITION 9. Soit 4 un anneau unitaire dont I’élément neutre pour la loi - est noté e,
Soit le morphisme d’anneaux f: Z— A n— ne.

— Si Ker f = {0}, (i e. ne =0 == n =0), on dit que A est caractéristique 0.

— 8i Ker f # {0}, alors Ker f étant un idéal de Z principal, il existe un unique
entier naturel non nul ¢ tel que Ker f = ¢Z. L'image f(Z) est isomorphe i Z/cZ.
L’entier ¢ est aussi le plus petit entier > 0 tel que ce = 0. On dit alors que A4 est
de curactéristique ¢. On a d’ailleurs ne =0 < ¢|n.

ProposITION 3. La caractéristique d'un anneau unilaire intégre est 0 ou un nombre pre-

mier.

Démaonstretion, Si la caractéristique ¢ d’un annean A unitaire intégre est non nulle et si ¢ n’est pas
premier, on peut écrite c=abavec 1 <a < cet 1 < & < c. Done 0 = ce = (ae)(de), et A étant
intégre on en déduit ae = 0 on be = 0, absurde car ¢ est le plus petit entier > 0 tel que ce = 0. O

3.3. Groupe des inversibles d’un anneau unitaire

On rappelie que les élément d’un anneau unitaire (A4, +,-) inversibles pour Ia loi - sont
appelés les inversilbles de 'annean A.

PROPOSITION 4. L'ensemble des inversibles d’un annedu unitaire A, muni de la loi mul-
tiplicutive, est un groupe appelé groupe des inversibles de A.

PROPOSITION 5. Soit un entier n > 2 et k un entier. L'élément k (classe de k dans Z /nZ)
est inversible dans Z/nZ si et sewlement stk An=1.

THEOREME 1 (DES CHINOIS). Soient m et n deux entiers nalurels non nuls premiers entre
euz, Les anneguz (Z/m2Z) x (Z/nZ) et Z/mn2Z sont isomorphes.

Démonstration. On considére ["application
f 1 E2=2Z/mExZ/nZ r—(&F)

C’est. un morphisme d’anneaux, de noyauKer f = {s € Z | m |z et n|z}. CommemAn=1,on
aaussi Ker f = {x € Z | mn | 2z} = mnZ. Donc f(Z) et Z/mnZ sont isomorphes. En particulier,
Card(f(Z)) = Card(Z/mrZ) = mn et donc f(Z) = Z/mZ x Z/nZ. Finalement, on vient de

montrer que Z/mnZ et Z/mZ x Z/nZ sont isomorphes. ]

Remarque 3. — En procédant par récurrence sur p, on montre que si ny,...,n, sont
premiers entre eux deux i deux, alors Z/n; - n,Z et Z/mZ X --- X Z/n,2 sont
isomorphes,

- La surjectivité de application f prouve que si m A n = 1, alors
(Ve,b€Z,32€Z), z=a¢ (modm) et z=b (modn})

Dans la pratique, la méthode de recherche d’un tel élément z peut se faire comme
suit.
s On cherche u et » tels que umt + vn = 1 grace a I'algorithme d’Euclide (voir
I'exercice 2 de la section 1.3)
s It suffit alors de prendre £ = # 4+ um(b — 4} (par exemple).
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Indicateur d'Euler.

DEFINITION 10. Seoit un entier n > 1. Notons (7, le groupe des inversibles de Z/nZ. On
appelle indicateur d’Euler de n Ventier ¢(n) = Card(G,). D’aprés la proposition 5, ¢(n)
est aussi le nombre d’entiers k € {1,2,--- ,n} telsque kAn = 1.

Remarque 4. En vertu de la proposition 5 de la partie 2.2, le nombre de générateurs d’un
groupe cyclique d'ordre n (typiquement Z/nZ} est @{n}.

THEOREME 2 (EULER). Soit un cntier n > 1. Si k est un enlier premier avec n, on ¢
k™ = 1 (mod n).

Démenstration. Si k An =1, alors & est &lément dn groupe Gy, des inversibles de Z/nZ d’aprés la
proposition 5. Comme l'ordee de Gn vaut jp(n), on en déduit £¥("} = 1 dans Z/nZ, d’oit le résultat.
o

Ce dernier résultat généralise le théoréme de Fermat. Vu son importance, on aimerait
pouvoir caleuler @(n). Ceci fait I'objet de la propesition suivante.

oy

PROPOSITION 6. Soit n 2 2 un enlier, n = p
miers. Alors

oy

<o -pit 80 décomposition en fucleurs pre-

o) = g g = 1) (e — 1) = (1 - ,,%)---(1 - ﬁ).

Démeonstration. Soit. p un nombre premier et « € N*. Alors k n’est pas premier avec p” st et
seulement si p | . L’ensemble des nombres premiers de {1,2, ..., p} non premiers avec p est. donc
{.20,3p, ..., (p*1)p}. Ce dernier étant. de cardinal p*=?, on en tite p(p*) = p“ = p*~' (%)

- Si m et n sont premiers entre enx, d’aprés le théoréme des Chinois, Z/mZ x Z/nZ est. isomorphe
a Z/mnZ. En restreignant. Pisomorphisme & G x G, on voil e Gm X Gn est isomorphe & Gmn.
Done g(mn) = p(mlp(n)  (*+).

- 5i maintenant n 3> 2 est un entier dont. la décomposition en factenrs premiers est n = pi' - - pp'*,
on a d’aprés (**) p(n) = p(pi*) - @(pe"), Folt le résultat d’apres (*). a

Remarque 5. En particulier si p est un nombre premier, ¢(p) = p — 1 et on retrouve le
théoréme de Fermat avec le théoréme 2.

PROPOSITION 7. Pour toul enlier n 2 2, onan = E: wld).
dlr

Démonstration. Considérons les fractions

Nous cherchons & les mettre sous forme irréductible % on d doit nécessairement diviser r. Pour
chague d divisant n, il ¥ a ¢(d) numérateurs e possibles {puisque le nombre d’entiers a tels (ue
afnd =1 est p(d)). Comme il ¥ a en tout 1 fractions, on en déduit le résultat. ]
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3.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit A un anneau unitaire dont I'élément neutre pour la loi - est noté 1.
a) Soit z € A nilpotent, Montrer que 1 — x est inversible.
b} Si n € N* (et = toujours nilpotent), simplifier 'expression

i

U, = (1+z)(1+2%)--(1+ ) = [[Q +27).

k=0

Selution. a) Soit p Pindice de nilpotence de ¢, de sorte que +# = 0. On a
(1—ar)(1+:l!+-~+:="'_I)=(1+.1:+-~+.r”'1)(1 —r)=1-x"=1,

d’oll le résultat caron aprouvé que zy = yr =l avecy= 1+ +---+ a1
b) On va montrer par récurrence sur n € N que U = (1 — #)~1(1 - ™).
- Pour n = 0 c’est vrai car (1 — 2)Uy = (1 —2){1 4+ a) =1 - 2% dod Up = (1 -y 1 —22).

- Supposons Un_1 = (1 —2) 11— 22"} Alors U, = Up_3(1+ 5% ) = (1 - =)~ {1 - PLAMSY

Remargue. En particulier, le résultat du a) reste vrai pour les matrices carrées : si N est
nilpotente, alors I — N est inversible (en fait, ce résultat reste vrai dés que [|¥||jl — ou
|- |} est une norme d’algébre sur les matrices, voir le tome analyse sur les espaces vectoriels
normes).

EXERCICE 2 (ANNEAU D& BOOLE). Soit A un anneau tel que tout élément de A soit
idempotent (i.e. Yz € A, 2% = z).

a) Si z € A, montrer que 27 = 0. Montrer gne A est commutatif,

b) Montrer que si =,y € A alors zy(z + y)} = 0. Que dire si A est intégre?

Solution. a) Si r € A, alors (2z)® = 2z donc 4x° = 2=, ce qui entraine 4z = 2z puis 22 = 0. Ceci
s'écrit encote £ = —zI.

Siz,y€ A (z+y)2 =z+ydonc e +ay+yr+y® =s+y ="+, d'oll on tire zy+yz = 0,
donc xy = —yx = y=. :
b) Si »,y € A, alors ry(r +y) = ryr + ry° = 2y 4 ry° = 2ry= ).

- Si A est intégre, alors A 2 an plus deux éléments. En effet, sinon il existe z,y € A distincts et
différents de 0. Donc (# + ) # 0 (sinon # = —y = y) et A étant intégre zy(z + y) # 0, absurde.

EXERCICE 3 (RADICAL D’UN IDEAL). Soit A un annean commutatif unitaire et 7 un idéal
de A. On appelle radical de 7 Pensemble noté vI = {z € A | In € N*,z" € I}.

a) Montrer que +/7 est un idéal de A.

b) Déterminer le radical d’un idéal de Z.

Solution, a) - Montrons tout d’abord que (v/I,+) est un sous groupe de (A, +). Il est clair que
0e T puisque I C V1. Par ailleurs, si # € VT alors —z € VI puisqne le fait que £™ € [ entraine
(—1)"z" = (—z)" € I. Prenons maintenant z,y € VI Il existe m et n € N* tels que z™ € T et
y" € I. L’anneau A étant commutatif, on peut écrire

m4n—-]

(m+y)m+n—l — E C:‘+n_.lrkym+n—l—k
k=0
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m-1 m4gn—1
" k -1- & — —1—
- yn E : (’:1+n—l:n ym 1-k b E : C’m+n—1zk mym-l-n 1—k ,

k=0 k=m
et puisque [ est un idéal, ce terme appattient 2 . Donc x + y € V1.

- Enfin, sie € Aetsis € VT, il existe n € N* tel que =" € I et donc A étant commutatif,
(rz)" = a"2™ € I. Donc ar € /1. Finalement,, +/T est un idéal de A.

b) Soit I un idéal de Z. L’anneau des entiers étant principal, il existe n € N* tel que I = nZ. Si
n=0,onabiensir VI =0etsin=1, VI = Z. Sinon n > 2, et on écrit la décomposition de n
en produit de facteurs premiers n = p{" - .- p;*. Montrons que VIi=p - -mZ.

-OnaVvicp - mZ Eneffet. Siz e VT alots il existe m € N* tel que 2™ € =Z, donc
n|z™, donc Vi, 1 <éi<k,pila™, donc Vi, 1 < i< k,p|zdoup | * puisque les
pi sont premiers entre eux deux & deux (ils sont premiers et distincts).

—Onap - ZC VI Eneffet. Soit x € gy - - p3 2 Nl existe r € Z tel que = py ---pir.
Si m = maxjcice @i, onan =pi’topgt | 2™ = pl e done #™ € I, on encore

xeﬁ.

EXERCICE 4 (IDEAL PREMIER, IDEAL MAXIMAL). Soit A un annean commutatif unitaire.
a) Un idéal P # A de A est dit premier si pour x,y € A le fait que zy € P entraine z € P
ou ¥ € P. Montrer gne P est un idéal premier si et seulement si I'anneau quotient A/P
est intégre.

b) Un idéal M # A de A est dit maximal si les seuls idéaux contenant M sont M et A.
Montrer que M est un idéal maximal si et senlement si A/M est un corps.

) Montrer que tout idéal maximal est preinier.

d) Réciproquement, si A est principal, montrer qn’un idéal premier P # {0} est maximal.

Solntion. a) Si z € A, notons & sa classe dans 4/P. Alors

(P est premier) & (ry€P = roupyeP)
—r (i-1}=ﬁ=:?=0 on = 0) <= {A/P est intégre).

b) Condition nécessaire. Soit M nn idéal maximal. Soit x € A tel que & (classe de = dans A/ M)
vérifie # # 0. Alors z @ M de sorte que M4 (#) = A (en effet, I = M +(z) est un idéal contenant
M, différent de M puisque & € M, donc I = A). Donc il existe & € A et m € M tels que
1= m+ ax, ce qui s’%crit 1 = az. L'annean A/M est donc un corps. .
Condition suffisante, Soit I un idéal de Atelque M C et M # [.Scita€ ], a g M. Onaa#0
de sorte que A/ M étant un corps, il existe b € A, ab = 1. Donc il existe m € M, ab=1+m, d’olr
l=ab—me I. Donc [ = A et M est maximal.

¢) Soit M un idéal de A maximal, L'annean quotient. 4/M est un corps donc un anneau intégre,
donc M est premier.

d) Soit I un idéal de A tel que P C T et P # [ L’annean A éant principal par hypothése, il existe
m € P tel que P = (m) et il existe @ € I, I = («). Comme m € [, il existe ¢ € A tel que m = ag.
L’idéal P étant premier, on a a € P ou ¢ € P. Or a ¢ P sinon P = I. Donc ¢ € P, de sorte qu’il
existe p € A tel que ¢ = mp. Donc m = ag = amp d’oh m(1 — ap) = 0 d'olt ap = 1 (car A est
principal donc intégre et m # O sinon ® =), Orap€ I, donc 1 € I, donc I = A, d'on le résultat,

EXERGICE 5. Soit % > 2 un entier. Si ¢ est un entier premier avec n montrer

e =1 (modn).
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Solution. D’aprés le théordme d’Euler, on sait que a¥{®) = 1 (mod n) ot ¢ désigne I'indicateur
d’Euler. Le résultat sera done démontré si on prouve p(n) | nd. Soit n = pi'* - .- pi* le décomposition
de n en facteurs premiers. On a p(n) = pP* =1 pf* Hpy = 1) -+ (pz = 1). Or pi* o7y
d’autre part, p; — 1 < p; < n pour tout. i, et. les p; étant deux i deux distincts, (p1 —1)- - -{pe —1) |

(n ~ 1). On en déduit @(n) | n!, d’cil le résultat.

EXERCICE 6 (ANNEAUX NOETHERIENS). On dit qu’un anneaun commutatif unitaire A est
noethérien si tout idéal T de A est engendré par un nombre fini d’éléments (i e. il existe
B1y. .2 € T tels que (z1)+-++ -+ (2p) = T). Montrer que A est noethérien si et seulement
'l n’existe pas de suite d"idéaux de A strictement croissante au sens de Linclusion.

Solution. Cenditien nécessaire. Soit (I, }oen une suite croissante d’'idéaux de 4. On vérifie facile-
ment que f = Upenfn est un idéal de A. Il est donc engendré par un nombre fini d’éléments
xy,...,2p € I. Or chaque x; appartient & I = Upenln et done il existe n; tel que z; € I,,.. Si
N = sup; ¢;<, i, la suite (I,) élant croissante, tons les r; (1 < i < p) appartiennent 3 Iy, et done
I=(x))+  +(rp) C In. Par ailleurs iy C I puisque I = Uient,. Donc Iy = I, ce qui entraine
que la suite (I,) est stationnaire pour n > N.
Condition suffisante. Soit I un idéal de A. Supposons que I ne puisse pas étre engendré par un
nombre fini d’éléments. Sous cette hypothése, nous allons construire une suite {#,) d’éléments de
I tels que znqq € (r1) + -+ (2a).

- On choisit un élément r; € I

-®1,...,Tn & I étant supposés construits, on sait que {x1) 4 -+ {zn) # I car I ne peut pas
étre engendré par un nombre fini d’dléments. On choisit alots z,41 € [, g1 & (21) + -+ (2n).
Ainsi, st on pose I, = {#1) + - - + (#a), la snite (I,) est une suite d’idéaux de A strictement
croissante au sens de l'inclusion, ce qui est confraire aux hypothéses. Donc I peut étre engendré
par un nombre fini d’éléments, d’oit le résultat.

Remargue. Tout annean principal est noethérien.

4. Problémes

PrOBLEME 1 (CRYPTOGRAPHIE : LE SYSTEME DE CRIFFREMENT RSA). On se donne
deux nombres premiers p et ¢ distincts et on pose n = pqg. Soient c,d deux entiers tels
que cd = 1 (mod ¢(n)) ot ¢ désigne I"indicateur d’Enler. Montrer que si t € Z, ¢*9 = ¢
(mod =n).

Solution. Les nombres p et ¢ étant premiers et distincts, on a ¢(n) = (p— 1)(g — 1)- Soit k € Z
tel que ed = 1+ kip(n). Soit 1 € Z. Pour pronver que 1°% =1 (mod =), il suffit de prouver #%¢ = ¢
(mod p) et 1 =1 (mod g) {car alors p et g diviseront, ¢ —f, et comme pAg = 1, n = pg divisera
t*¢ — 1). Prouvons par exemple 1" = (mod p) (le calenl modnlo ¢ est analogue).
— SitAp =1 alors =1 = 1 (mod n) (théoreme de Fermat) done ¢4 = (PP-1)(s-1); = ¢
{mod p).
~ SitAps# 1, alors p divise 1, et alors on a £** = = 0 (mod p).

Remargue. L'application ¢ : Z/nZ — Z/nZ { — i s’appelle une fonction de chiffrement,
f : t— 4 fonction de déchiffrement. L'exercice affinne que f o g(t) = {. On peut donc
chiffrer un message (représenté par un élément ¢ de Z/nZ) par le biais de g, puis on le
déchiffre par le hiais de f. Le couple (n,c) est appelé la clef publique, 'entier ¢ la clef
secréte. La sécurité de ce systéme repose sur le fait que connatssant la clef publique, il est
trés difficile de déterminer d : il faudrait par exemple factoriser n pour trouver p et q, ce
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gni est encore impossible i réaliser de nos jours lorsque p et g sont grands, typiquement
de 'ordre de 100 chiffres (signalons que 'on ne sait pas aujourd’hui factoriser des entiers
de plus de 120 chiffres). En d’autres termes, tout le monde peut chiffrer mais seuls ceux
connaissant la clef secréte penvent déchiffrer. Ce systéme de chiffrement est apparu en
1976. Il est appelé systeéme RSA (du nom des inventeurs Rivest, Shamir et Adleman) et
est conramment utilisé anjourd’hui car il est extrémement robuste. Son apparition explique
I’intérét que ’on porte anjourd'hui aux algorithmes de factorisation et de primalité.

PRrOBLEME 2 (NOMBRES PSEUDO-PREMIERS ET NOMBRES DE CARMICHAEL). Le théo-
réme de Fermat affirme que si n est premier et si ¢ An = 1, alors ¢"~! = 1 (mod n). Le
but du probléme est de montrer que la réciproque est fausse.

1/ (Nombres pseudo-premiers.) Soit un entier « > 2. Un entier n est dit pseudo-premier en
base a (ce que I'on note bridvement pp-a) si n n’est pas premier et sia""! =1 (mod n). 5i
p > 2 est un nombre premier ne divisant pas a(a® — 1), montrer que 7 = (a®» =1)/(a®-1)
est un nombre pp-a. En déduire que pour tont @ > 2, il existe une infinité de nombres
pPp-6.

2/ (Nombres de Carmichael.) Un entier 2 > 2 est appelé nombre de Carmichael si » n’est
pas premier et si pour tout entier a premier avec », ¢*~' = 1 (mod n) (autrement dit si
pour tout entier a premier avec n, o est pp-a).

a) Si n = p,---p; (ol les p; sont des nombres premiers distincts) et si p; — 1 {n~ 1 pour
tout ¢, montrer que n est un nombre de Carmichael.

b) Réciproquement, montrer que tout nombre de Carmichael peut se mettre sous la forme
n = p, - P ot les p; sont des nombres premiers distincts et ot p; — 1 { n — 1 pour tout
i. {Indication : on pourra utiliser le fait que si G est un groupe commutatif fini et si p
premier divise 'ordre de , alors il existe dans G au moins un élément d’ordre p — voir
partie 2.5, exercice 8, c).)

¢) Montrer qu’un nombre de Carmichael a au moins 3 facteurs premiers.

d) Soit = = pgr un nombre de Carmichael & trois facteurs premiers p < ¢ < r. Si p est
fixé, montrer gue ¢ et r sont hornés.

Solution. 1/ Remarquons tout d'abord que n = (%){“ﬁ%) ="'+ +a+tl) (a1 -
@24 - —a+1) est un entier composé. Ceci étant, on a ¢ = 1+ n(a® — 1), de sorte que a?? =1
(mod =) (*). Le résultat, sera done acqguis si on montre que 2p|n—1.0na

(2 —1}n—1)=a® —a?= a{@ ™t~ D){af +a).

D'aprés le théoréme de Fermat, p | («?~! — 1) puisyne par hypothése p ne divise pas a. On a donc
pl{a? — 1)(n — 1). Or p ne divise pas «” — 1, donc p est premier avec a? — 1 {car p est premier) et
d’aprés le théoréme de Gauss, p|n—1. Orn—-1= a2+ ... 4 o + ¢? est une somme paire de
termes de méme parité, donc 2 [ 72— 1. 2 ¢t p étant premiers entre eux, on a donc 2p | » — 1, done
n est pp-a d’aprés (¥).

Il o’y & qu'un nombre fini de nombres premiers p divisant a(a® — 1). Comme il y a une infinité
de nombres premiers, on en déduit qu’il y a une infinité de nombres premiers p > 2 ne divisant pas
a(a? — 1}, donc une infinité de nombres pp-a.

2/ a) Soit ¢ premier avec n et soit 1 < ¢ < k. Comme p; { ¢, 0n a @ =1 = 1 (mod p;) d'aprés
le théoréme de Fermat, et commep, —1 | n— 1, 0n a a"~1 = 1 (mod p;)}, ce qui g’écrit aussi
pi | (@ = 1). Ceci étant vrai pour tout 4, on en déduit n = p1---px | a”~1 —1 puisque les p; sont
premiers entre eux deux & deux. Donc ¢"~! = 1 {mod #), et ceci pour tout a premier avec n, d’olt

le tésultat.
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b) La réciproque est plus délicate. Soit n = py* . - - p;* la décomposition de n en facteurs premiers.
Montrons d’abord que pour tout ¢, a; = 1. Supposons qu’il existe i tel que oy 2 2, par exemple
o > 2. Le groupe des inversibles de Z/p$"Z est d’ordre w(pi*) = pi*~'(m — 1), donc d’aprés le
résultat c) de exercice 8 de la partie 2.5, il existe a € Z tel que l'ordre de a dans le groupe des

inversibles de Z/p{"Z soit p;. D’aprés le théoréme des chinois, il existe & € Z tel que

=a {modpi'} et Viz>2 b=1 (modp).
En particulier b est premier avec n et donc b*~! = 1 (mod r), ce qui entraine =1=1 (mod p{"}
donc dans le groupe des inversibles de Z /p]"Z, I'ordre de b = & divise n — 1. Or cet ordre est p,
donc py | n — 1, ce qui est absurde puisque py | n.
-On adone 1 = py -+ - pi, ob les p; sont premiers et distincts. Soit #, 1 < ¢ < k. I est bien connu
que (Z/p;Z)" est un groupe cyclique {voir Ja remarque de 'exercice 9 de la partie 2.5), donc il
existe @ € Z tel que a soit d’ordre p; — 1 dans (Z/pZ)*. D’aprés le théoréme des chinois, il existe
b € Z tel que b = a {mod p;) et pour tout j # 4, & = 1 (mod p;). En particulier, & est premier
avec n et done »~1 =1 (mod n), done b*~2 =1 (mod p;). Or I'ordre de b = & dans (Z/pZ)" est
pi—1, donc p; — 1} n— 1. Ceci est vrai pour tout ¢, d’oil le résultat,
¢} Supposons que n = {a + 1}{d + 1) soit un nombre de Carmichael avec @ 4+ 1 et &+ 1 premiers et
aZbOnan=ab+at+db+1.0rc|n—1donca|b=(n—1—ab—a); de mémetb|a. Donc
a = b, ce qui impossible d’apres la (uestion précédente.
d) Commen est un nombre de Carmichael, on a g—1 | n—1, et donc g—1 | {(r—1)—(g=1) = g{pr-1}.
Or ¢ A{g— 1) = 1 donc d’aprés le théoréme de Gauss, g — 1| pr—1. De mémer — 1| pg ~ 1, donc
finalement (g — 1)(r — 1) | (pr — 1)(pg — 1). Ceci entraine

(g=Dr = ier—-eg— V- g—-DNr-D=p*Cr+a-pr++1-5,

d’od on tire (g — 1)(r — 1) < p*(r + ¢). Comme ¢ < r, on a donc (g — 1)* < 2p?r (+}. Nous avons
vu plus haut que r — 1 | pg — 1, ce qui entraine r € pg donc r? < p2¢?, et d’aprés (*) r* < p?4pPr,
donc r < 4p4. En remplagant cette derniére inégalité dans (*) on tombe sur ¢ < V8p® + 1.

Finalement, nous avons trouvé que ¢ < v/8p® 4 1 et » < 4p*. Donc si p est fixé, ¢ et r sont
bortiés.

Remanrque. Le plus petit nombre de Carmichae] est 561 = 3-11-17. Les suivanis sont
1105, 1729, 2465, 2821 . ..

- On sait depuis peu de temps (février 1992) qu’il existe une infinité de nombres de
Carmichael. On a méme démontré que si ¢ est assez grand, le nombre de nombres de
Carmichael < z est supérieur & #%/7,

ProBLEME 3 (QUELQUES TESTS DE PRIMALITE). 2) Soit un entier n > 2 vérifiant
JaeZ,(e"'=1 (mod=n) et V¢|n-—1, gpremier, a #1 (mod n)).

Montrer que n est un nombre premier.
b) Soit n > 2 un entier, n—1 = pi" ... pi’* la décomposition en facteurs premiers de n 1.
Or suppose gue pour tout 4, 1 < i < k, il existe un entier a; tel que

=1 (modn) et «"VP£1 (mod n)

Montter que n est un nombre premier.
¢) Soit p > 2 premier, et soit h € Ntel que 1 £ 2 < p— 1. On pose n =1+ hp?. Si

2"1=1 (modn) et 2*#1 (modn),

montrer que n est premier. (Indication : utiliser I'ordre de 2 pour montrer qu’il existe un
rombre premier g divisant n avec p | ¢ —1.)
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Solution. a) Soit m 'ordre de & dans le groupe des inversibles de Z/nZ. Nous allons montrer que
m=n—1.Supposons m < n—1. Comme a*~! =1 (mod n), m | n—1 et donc il existe un nombre
premier ¢ divisant n — 1 tel que m | (n — 1)/g. Ceci entraine que a*~1/9 =1 (mod ), ce qui est
contraire aux hypothéses.

Donc m = n — 1, ce qui prouve que le groupe des inversibles de Z/nZ admet au moins 7 — 1
¢léments, ce qui n’est possible que si n est premier. D'oll le résultat.

n-1 _

b) Pour tout ¢, notons m; I'ordre de d; dans le groupe des inversibles de Z/nZ. Comme a;~ " =
(mod n), on a my; | n— 1 = [[;p;’. Comme de plus a{® 1P £ 1 (mod n), on a aussi m; §
pyit I s p;'j. Ces relations concernant m; permettent d’affivmer que pf* | my, et done p | p(n)
(ot ¢ désigne Pindicateur d’Euler) puisque Pordre de a; divise I'ordre du groupe des inversibles de
Z/nZ qui est p(n). Ceci étant vrai pour tout i, on en déduit, les p; étant premiers distincts, que
n—1=[]p" | ¢(n), donc que p(n) > n ~ 1. Donc Je groupe des inversibles de Z/nZ comporte
an moins n = 1 éléments, ce qui n’est possible que si » est premier.

¢) Soit m Pordre de 2 dans le gronpe des inversibles de Z/sZ. On a 27-1 = 1 (mod n} donc
m|n—1=hp? Or 2" £ 1 (mod n) donc m t h. Finalement, p | m (si p{m, alots p étant premier
mAp? =1 et donc m | h d’aprés le théoréme de Gauss). Comme m divise Pordre du groupe des
inversibles de Z/nZ qui est p(n), on en déduit p | p(n) (*).

Sin = pf...pJ* désigne la décomposition de n en facteurs premiess, on sait que w(n) =
Pt pi* T (py = 1)+ - (pr = 1). Comme p{n = 1+ hp®, on a p# p; pour tout i donc il existe
d’aprés (*) un indice ¢ tel que p | p: — 1. Autrement dit, il existe un facteur premier ¢ de n el
que ¢ = 1 (mod p). Soit r Dentier vérifiant gr = n. Onagr=n=1+ hp* = 1 (mod p), done
r =1 (mod p). En résumé, on a montré qu'il existe ¢ premier, g | n et r entier tels que gr = n
avec ¢ = 1 -+ up, r = 1 + vp, u,v € N. Le nombre ¢ étant premier on a dlailleurs v > 2 (siw =10,
¢=1etsiu=1,y¢ est pair).

Supposons # > 1. Alors v > 1. Orona 1+#p® = n = gr = (1+up)(1+vp) donc hp = (wv)p+(u+v),
ce (ui entraine

(i) wv<h<sp-—1 et () (u+v)>p car pl(uv+v}#0.

Comme « > 2, (i} entraine v < (p — 1}/2, et d’aprés (il) u > 1 4 p/2, donc toujours d’aprés {i),
v < (p— 1)/(1 + §} < 2. Finalement v = 1, ce qui est absurde car (i) entrainerait u < p— 1 et (ii)
entrainerait » > p— 1.

On a donc forcément r = 1, ce qui entraine (ue n = g est premier.

Remargue. Le test ¢) fut utilisé avec le nombre premier p = 2%’ — 1 pour montrer que n =
14+1907° est premier (Miller et Wheeler, 1951). Les tests de primalité de ce type permettent
d’obtenir des nombres premiers ayant une forme particuliere. Un probleme beaucoup plus
délicat est de savoir si un nombre donné n est premier ou pas; actuellement, les nombres le
plus grands (sans forme particulitre @ priori) dont on sache tester la primalité ont environ
1500 chiffres.

PROBLEME 4 (QUELQUES CAS PARTICVLIERS DU THEOREME DE DIRICHLET).

1/ a) Scit p > 2 un nombre premier. Montrer que —I est un carré dans Z[pZ i et
seulement si p = 1 (mod 4).

b) En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme 1 4 4n, n € N,

2/ (Un résuitat plus général). Soient un nombre premier p > 2 et un entier m 2 L.
Montrer que Pensemble P, des nombres premiers de la forme 1 4+ 2™pn (n € N), est infini.
(Indication, Si P, est fini, considérer un nombre premier g divisant (M¥ + 1)/(M + 1) olt

M=K"" K= HT.cp,, ™), et montrer que ¢ € Pr).

Solution. 1/ a) Cenditivn ndcessaire. Supposons yu'il existe # € Z/pZ, £* = —1. Le groupe
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multiplicatif (Z /pZ)" étant d’ordre p — 1 (car p est premier), on a z¢~! = T. Donc (#?)P~1¥/2 =
(=T)P=1/2 = T, ce qui nest possible que si {p — 1)/2 est pair. D’ol la condition nécessaire.
Condition suffisente. Clest plus difficile. Donnons deux méthodes,

— Premiére méthode. Comme p est premier, Z/pZ est un corps. L'équation #(P~1¥2 =T 5
donc au plus {(p — 1}/2 solutions dans Z /pZ. Comme (Z/pZ)" contient p~ 1 > (p—1)/2
éléments, il existe # € {Z/pZ)" tel que y = 2-W? £ T Ona ¢ = 22! = T donc
(y—THy+1) =0, donc y = —1 (car y # 1). Or p = 1 (mod 4), donc il existe un entier
ktel que (p—1)/2 =2k Si z = 2*, on a done 22 = 2% = fP~1/2 = y = _T don Ie
résultat.

— Seconde méthode (cette méthode est moins générale que la précédente). Soit 1'entier k tel
que p = 1+ 4k. Comme p est, premier, on a d’aprés le théoréme de Wilson

1-2---(2k)-(2k+ 1) (4k—1)- (4k) = —1 (mod 4k + 1),

ce qui s'écrit aussi
1-2---(2k)-(-2k)---(-1)= -1 (modp)
Ol encore
(-1)*(1-2.-.(26))* = -1 (mod p).

Sion pose £ = 1-2---(2k), ceci s'écrit 72 = —1 dans Z/pZ, d’ol le résultat.

b) Supposons qw’il y ait un nombre fini de nombres premiers de la forme 4k + 1,k € N, Soit p le
plus grand d’entre eux et soit. N = 1+(p!)2. Soit un nombre premier ¢ divisant N. Alors (p!)’ = -1
(mod g}, done —T est. un carré dans Z/¢Z et done q est de la forme 4k + 1,k € N d’aprés a). Donc
g <p done g|pl doneg|l=N—(pl)? ce quiest absurde. Il y a donc une infinité de nombres
premiers de ]la forme 4k + 1, £ € N,

2/ Supposons Py, fini. Suivons 'indication en considérant Dentier N = (M? + 1)/(M + 1) =
MPl o MP 24— Mylavee M=K ot K= [1.ep,. 7). Comme N > 1, il existe un
nombre premier ¢ divisant N. On a M* + 1= 0 (mod ¢) donc

ath=]

K" P=M?P=-1 (modg) et K?"?=1 (modq).

L’égalité de droite montre que Pordre r de K dans le groupe multiplicatif (Z /¢Z)" divise 2™p.
L’égalité de gauche montre que r { 2%~1p. Comme p est premier, on a done r = 2™ ou r = 2™p.
Sir=2" comme N divise

M -1 MP—1 MP41

M1~ M-1 M+1

(MPP 14+t MI+1=

et que M?> = K?" =1 (mod ¢), on a
O0=(M*y 14+ .. +M*+1=p (modyg)
donc ¢ | p, donc g [ M, ce qui est absurde vu que g | MP + 1. Ainsi, r = 2”'p et comme lordre de

tout élément de (Z /¢Z)* divise g — 1, on a 2"y | ¢ — 1 ¢’est-a-dire ¢ € Pp. Cect entraine g | M ce
qui est impossible. L’ensemble Py, est donc infini.

Remargue, Ces résultats sont des cas particuliers du théoréme de Dirichlet (voir la remar-
que qui suit 'exercice 7 de la partie 1.3, page 12). Dans le sujet d’étude 2 de ce chapitre,
on utilise des méthodes du type de 1/ pour démontrer d’auntres formes particuligres du
théoréme de Dirichlet,

PROBLEME 5 (ANNEAUX EUCLIDIENS). 1/ Soit A un anneau commutatif unitaire intégre.
On dit que A est euclidien 5'il existe une application f : A* = A~ {0} — N telle que

() Ve,ye A°,  f(zy) > fly), -
(ii) Va€ 4, Ybe A%, 3(q,7) € A%, tel que n = by + 7, avecr =0 ou f(r) < f(D).
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a) Si A est eucliien, montrer que A est principal.
b) Si de plus on a

(i) Vz,y € A2 # y, f(z — y) < sup{f{=), f(v}},

montrer que le couple (g, r) dans (ii) est unique.
¢) Caractériser les éléments inversibles d’un anneau unitaire euclidien.

2/ Soit I’anneau des entiers de Gauss Z[i} = {z + iy, (z,y) € 2%}
a) Montrer que si z € C, il existe z € Z[3] tel que jz—z] < 1.
b) En déduire que Z[i] est un anneau principal.

c) Quels sont les inversibles de Z[t]?

Solution. 1/ &) Soit I un idéal de A, Si I = {0}, I est évidemment principal. Si [ # {0}, on
considére 1'ensemble ' = {f(r), = € I} C N. Soit « € I* tel que f(a} = infT'. Prenons maintenant
un élément & € I. D’aprés (ii),

I(q,7) € A%, (r=ug+r avec f(r}< fla) ou r=0)

Remarquons que r =z —ag € I. Sir # 0, alors f(r) < f(a) ce qui est absurde puisque r € I et
f(a) = infT. Donc r = 0, donc = = ag. On vient de montrer gue i C (a). Réciproquement, comme
a€l, ona(a)CI. Doncl=(a)et A est principal

b) Soit, (a,b) € A x A*. Soient denx couples (g, r) et (¢, 7’} vérifiant (ii) pour (e,). Alors bg++ =
b +r', donc b(g—q') = ' —r.Sig# ¢ onar—r £ Oet f(3) < flb{g—¢')Y = F(+'—r) (+}.Sir=0
(le cas 7' = 0 se traite en échangeant les roles de (g, r) et (¢", ")), (¥) entraine f(b} < f(+'} < F(b),
ce qui est absurde. 8i r # 0 et r* # 0, alors (*) entraine f(b) < sup{f(r), f(r)} < f(B), ce qui est
également absurde. On a done forcément ¢ = ¢ et donc r =1’

¢) Soit & = inf{f(z), = € A*}. Nous alions montrer que ¥ € A" est inversible si et seulement st
fl@) =

Condition nécessairve. Si 7 est inversible, alors il existe y € A*, ry = 1. Donc ¥z € A*, f(2) =
fla(y2)] = f(#) d’aprés (i), done flz) = o

Condition suffisante. Appliquant (ii) & (a,b) = (1,2), on voit qu’il existe (g,r) € A7 tel que
1=br 4 r avec r = 0 ou f(r) < f(x). Cette derniére assertion est impossible car f(z) = «, donc
v =0 et done bz = 1. L’élément z est donc inversible (on a aussi zb = 1 car A est commutatif}).

2/ a) Soit z = £ +iy € C, (z,y) € R% H est facile de voir qu'il existe zg, 0 € Z tels que
lz—o| < 1/2 €t ly—wo] < 1/2.8i 20 = 2o+ iy € Z[i],on a [z —z]* = (r—xg)* +(y—w)? £1/2,
done |7 = 20] < 1.

b} Montrons que Zfi] est euclidien, ¢a suffira d’aprés 1/3). Soit (a,b) € Z[i] x Z[:]". D’apres la
question précédente, il existe g € Z[] tel que {g—a/b| < 1, et donc a = bg+r avec |r| = [b[|lefb—q| <
r], ce qui montre qw’en prenant f(z) = |zJ* = #* 4+ y? pour z = = + iy € Z[J", (ii) est vérifié. Or
pour tout # € Z{i]*, f(x) > 1, donc Yy € Z[&*, f{zy) = f(=)f(¥) = f(y). La condition (i) est donc
vérifiée. Finalement, Z{] est euclidien.

¢) D'aprés 1/c), les inversibles de Z[i] sont les dléments 2 vérifiant f(z) = [2|> = 1. Ce sont donc
1, -1, z et —i.

Remarque. Les anneaux Z et K[X] sont enclidiens, avec f(z) = |z| sur Z et f(P) = deg(F)
sur K[X]. C'est d’ailleurs de ces denx anneaux gu’est née la notion d’anneau euclidien.

PROBLEME 6. Soit G un groupe fini tel qne pour tout entier d > 1, I'équation 2% = ¢

(ol e désigne le neutre de G) a au plus d solutions dans . Montrer que G est un groupe
cyclique.
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Sefution. Notons n 'ordre du groupe G. Pour tout entier d divisant n, notons pq I'ensemble des
&éments de G d'ordre d. L'ordre de tout élément de & divise n, done la famille {(pa)a) forme une
partition de G. Si $q = Card(pa), on a done 34, P2 =n (*).

Nous allons maintenant montrer que si d | n, P2 < p(d) {#+) ol ¢ désigne 'indicateur
d’Euler (voir la partie 3.3). Si g = 0, c’est terminé. Sinon ¥y = 1 et done il existe o € @4
Tous les léments z de < z4 > vérifient alors z¢ = 1. Or < zg > a d éléments et 1’équation
1% = e a an plus d solutions. Les éléments qui vérifient z¢ = ¢ sont donc les éléments de < £y >.
Donc o4 C< o > €t wg correspond donc & 'ensemble des générateurs de < xy > qui, d’aprés 2.2
proposition 5, est de cardinal g{d). Donc g = p(d), d’oti (++).

Or 34, @(d) = n (voir 3.3 proposition 7). De (*) et {*¥} on en déduit que pour tout diviseur
d de n, on a $g = (d}. En particulier p(n) = ¢ > 0, donc il existe an moins un élément d’ordre
n, d’ou le résultat.

Remargue. 11 découle de ce probléme le résultat annoncé dans la remarque de Pexercice 9
de la partie 2.5.

ProeLEME 7 {THEOREME DE SyLow). a) Soit (7 un groupe abélien fini. Soit p un nom-
bre premier divisant Pordre de G. Montrer qu’il existe un sous groupe de G d’ordre p (sans
utiliser le résultat des exercices 9 ou 11 de la partie 2.5).

b) Soit 7 un groupe fini d’ordre %, non supposé abélien. Démontrer le théoréme de Sy-
low : 5i p” | A avec p premier et « € N, alors il existe un sous groupe de G d’ordre p*.
(Indication : on pourra procéder par récurrence sur Card(G) en utilisant I’équation anx
classes — voir 2.4 théoréme 6.)

Solution. a) On procéde de maniére analogue & la question ¢) de ’exercice 2.5 8. G étant fini,
il existe un systéme de générateurs (x,...,x,) de G, Notons ry, ... ,ry les ordres de x1,... , Zn.
Considérons I’application

pi<m>X-x<an>— G (Y- )N Yae

Le groupe (7 étant abélien, ¢ est un morphisme de groupes. De plus, o étant surjectif (puisque
(%1,- .., n) est un systéme de générateurs de G), G est isomorphe & (< z1 > % -~ x < £, >)/Ker
¢, donc Card{G) x Card{Kery) = Card(< &1 > % - X < o, >) = r1--+ 1y, done Card(G) |
ri---Fn. Done p | ry - r,, done il existe r; tel que p | ri. St ny = pg, g € N7, alors ¢ = x¥ est
d’ordre p et H =< z > est un sous groupe de & d’ordre p.

b) Procédons par récurrence sur i = Card(G).
- 5i Card(G) = 1, c’est évident.

- Sinon, supposons le résultat vrai pour les groupes d’ordres < h = Card((¥}. Si o = 0, c’est
évident, sinon o > 1. D’aprés le théoréme 8 de la partie 2.4, il existe une famille finie (H;)ies de
sous groupes stricts de @ telle que

h

Card(H;)’ )

h = Card(G) = Card(Z(G)} + 3
icl

Deux cas se présentent. :

— D existe i € [ tel que p¢ | Card(H;). Comme Card(H,) < Card((), d’aprés 'hypothése de
récusrence il existe un sous groupe H de H; d’ordre p*. Ainsi H est un sous groupe de G
¢’ordre .

— Pour tout i € I, p* { Card(H;). Comme p | A, p divise /Card(H;) pour tout ¢ € I.
D’aprés Péquation aux classes (*), on a donc p | Card(Z(()), et Z(G) étant un groupe
commutatif, il existe un sons groupe C' de Z(G) d’ordre p d’aprés a). Comme C C Z(G),
C est, distingné dans . Soit. ¥ Ja surjection canonigne de (7 dans (7/C. L’ordre du groupe
quotient G/C est Card(G)/Card(C) = h/p < h = Card((7) et comme p* ! | Card(G/C),
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on sait d’aprés Phypothése de récurrence qu'il existe wn sons groupe H* de G/C d’ordre
p*~ 1. Le sous groupe H = #~'(H') est donc d’ordre Card(€)Card(H’) = p*. D'ot le
résultat.

PROBLEME 8. Soit 7 un groupe fini et H un sous groupe de G. On suppose que Card(G) =
p Card(H) ot p est le plus petit facteur premier de Card(G). Montrer que H est distingué
dans G.

Solution. Considérons la relation d’équivalence sur G définie par
Ry = z ye H.

La classe d’équivalence d’un élément = € G est de la forme ¥ = #H {classe & gauche suivani
H). Notons X I'ensemble quotient '/ R . Pour les mémes raisons que dans la démonstration du
théoréme de Lagrange, Card(X) = Card(G)/Card(H) = p. Fixons ¢ € . Pour tout z € G la
classe §% ne dépend pas du représentant # de ¥ car

tRy=z"'ye H = (g2) (ay) =z 'y H = gz Rgy.

Ainsi, 'application

gg: X=X T—gGF
est bien définie, et il est facile de vérifier que c'est une permutation de X. Comme 74y = g4 0 g
Papphcation

p: G—=8§ gy
(ot S désigne le groupe des permutations de X) est un morphisme de groupes. On en déduit que
Im est somorphe & G/ Kerp, done que Card(Imp) = Card(G)/Card(Ker ¢). De plus Im ¢ est
un sous groupe de &, done Card(Im ) | Card(S) = p!. Finalement,

Card((3) -
Card(Ker ) -

Comme p est premier et que ¢'est le plus petit factenr premier de Card(G), on en deduit facile-
raent que Card(G)/Card(Ker ¢) divise p. Ainsi, Card(Kery) > Card(G)/p = Card(H). Un peu
d’attention montre que

Kerp={geCG ¥z € G, v gz € H}, (*)
en particulier Ker p C H. Comme Card(Ker ) > Card(H), ceci entraine Ker p = H. D’aprés (*),
ceci s'écrit Vg € H, ¥z € G, &~ 1gr € H, c’est-b-lire que H est distingué dans G.

PRroBLEME 9. 1/ Soit G un groupe. $5i A C G, on note 4’ = {z € G,Ya € A,az = za}.
a) Si A C G, montrer que A’ est un sous groupe de G.
b) Soit D un sous groupe de ¢ distingué dans . On note A(D) le groupe des automor-
phismes de D.

@) Montrer que I est distingué dans G et que G/ D’ est isomorphe & un sous groupe
de A(D).

B) 5i D est d’ordre m premier, montrer gue A(D) est isomorphe an groupe multiplicatif
(Z/mZ)*.
2/ Soit G un groupe fini non abélien d’ordre py, olt p et ¢ sont des nombres premiers, avec
p < ¢. On note ¢ le neutre de .
a) Montrer que le centre Z((¥) de (7 est réduit & {¢}.
b) Montrer qu'il existe dans ¢ an moins un sous gronpe d’ordre ¢. (on pourra utiliser
P'équation aux classes, voir 2.4 théoréme G).
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¢) Montrer qu'il n’existe qu’un seul sous groupe K de & d’ordre g, et que K est distingué

dans .
d) Montrer que K = K’ puis que p | (¢ — 1).

3/ Soit G un groupe d’ordre pg avec p et ¢ premiers, p < ¢ et p} ¢ — 1. Montrer que G
est cydlique. (On pourra utiliser le résultat a) du probleme précédent).

Solution. 1/ a} On a ¢ € A'. Par aillenrs, si ¢ € A', alors pour tout a € A, az = za donc en
multipliant 4 gauche et i droite par #~1, z~la = ax~1. Ainsi, =1 € A'. Il ne reste plus qu’a
montrer que si z,y € A', alors zy € A, ce qui est le cas car si @ € A, a{zy) = (az)y = (za)y =
z({ay) = z(ya) = (zy)a.

b} a) Soient z € G et y € D'. Le sous groupe D étant distingué dans G, on a ~laz € D pour
tout 4 € D, donc (x~'ax)y = y(z~'az), ce qui eniraine a(zyz~!) = (zyz~')a et ceci pour iout
a € D, donc zyz—! € D', ce qui prouve que D' est distingué dans G.

- Pour tout ¢ € G, on note g, : D —= G #— p,(r) = aza™l. C’est un morphisme injectif, et D
étant distingué dans G, i, est une bijection de I sur . Antrement dit, ¢, est un antomorphisine
de D. Notons A" = {g., ¢ € G}. C’est un sous groupe de A(L») pour la loi de compaosition.

Soit f : G — A" awrr . fest un morphisme de groupe surjectif. Par ailleurs, Ker f = {o €
G. ¥z € D, pa(z) = 2} = D', donc GfKer f = G/ est isomorphe & A’, qui est un sous groupe
de A(D).

) L’ordre de ID étant un nembre premier, I est cyclique donc il existe zy € D tel que D =< 2p >

Pour tout entier p, m{p, on note p, : 0 — D =z — zf. Comme I} est abélien (car cyclique),
¢p est 1 morphisme de groupe. Or si 2” = ¢ alors £ = ¢ (sinon z est d’ordre m donc m | p,
contradictoire). En d’auires termes, Ker g, = {c¢}. Le morphisme g, est donc injectif, donc bijectif
(¢p va de D dans D et D est fini}. En 1ésumé, on a montré que g, € A(D).

- Soit f: (Z/mZ) — A(D) p— ipp.

S est bien une application (si ) = ¢, alors m | {p — ¢} donc g, = ).

f est nn moerphisme de groupe : g, = ¢, 0 42,.

f est injective. En effet, si p € Ker f, alors ¢, =kip donc z§ = x4 donc p = 1 (mod m). Ainsi,
Ker f = {1}.

[ est surjective. En effet. Soit @ € A(D). Alors il existe 7,1 < p < m — 1, tel que @(zo) = =§
(car si p(zo) = e alors V&, o(zf) = € et ¢ n’est pas bijective). Soit y € D. Il existe ¢ € Z, y = =f,
done ply) = p(al) = p(z0)? = ' = 7. Done = g, = f(7).

f est donc un isomorphisme, d’oli le résuitat.

2/ a} Scit py Pordre de Z(G}. Supposons p; > 1. L'ensemble Z((3'} est un sous groupe de G donc
71 | pg = Card(G) donc p1 € {p, ¢} car G n'est pas abélien. Le centre de G est distingué dans G,
et le groupe quotient G/Z(G) est d’ordre pg/py, donc premier, donc cycligque. Soit o € G tel que
& (la classe de @ dans G/ 2(G)) engendre G/ Z(G). Si z € G, il existe un entier n tel que & = 47,
autrement dit il existe y € Z(G) tel que z = ya®. On voit done que z comimute avec g, et ceel pour
tout x € . Donc a € Z(G), done @ = €, ¢ qui est absurde punisque & engendre G/Z(G) # {é}.
Done py = 1.

b) D’aprés le théoréme 6 de la partie 2.4, il existe une famille finie de sous groupes stricts de &
(H)ier telle que

Py = Card(G) = Card(Z(G)) + 3 CME‘EHT)'
iel *

5'il n’existe ancun sous groupe de G d’ordre ¢, alors pour tout i, Card(H;) = p (car Card(H;)} | py,
# 1, # pg et # q). L'équation anx classes séerit. done pg = 13 ¢Card(I), done 1 = ¢(p — Card{1)),
absurde. 1l existe done au moins un sous groupe de GG d’ordre 4.

¢} Supposens qu'il existe deux sous groupes distincts K et K2 d’ordre g. Alors Ky n Ky = {e}
{car K1 1 K3 est un sous groupe de K, son cardinal divise donc ¢, donc vaut | ou ¢ — car ¢ est
premier . Si son ordre est ¢, c’est que Ky = Ky). L’application f : K x Kz = G (25,22} — 7123
est done injective (si #1722 = pye, alors :r:l_lyl = ::zyz_l € Ky n K, donc a:l_lyl = zzy;l =€)
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Donc Card{G) > Card(K, x K;} = g%, absurde car p < ¢. Il 0’y a donc qu’un seul sous groupe K
d’ordre g.

~ Montrons que K est distingué dans G.Siz € K et sia € G, alors (exa~1)? = az%a"~! = aca
e, donc ara~! est d’ordre g on 1 (g est premier}), donc aza~! € K d’aprés l'unicité d’an sous
groupe d’ordre ¢. Le sous groupe K est donc distingué dans G.

_1=

d) Le sons groupe K étant cyelique (car d’ordre ¢ premier), il est commutatif. Donc K ¢ K’. Or
K* est un sous groupe de G, donc Card(K’) | pg. Or Card(K’) > Card(K} =¢ > p > 1 donc
Card(K’) € {q,pq}. Si Card(K') = py, c’est que K’ = C et en retournant 3 la définition de K’,
ceci entraine K ¢ Z(G) = {¢}, ce qui est absurde. Donc Card(K') = g, donec K = K.

- D'aprés 1/b), K’ = K étant distingué dans G, G/K' est isomorphe a un sous groupe de A(K).
Donc p = Card(G)/K divise Card(A(K)}). Ot d’aprés 1/b)5), A(K) est isomorphe a (Z/qZ)".
Done Card(A(K)}) = ¢—1,donc plg—1.

3/ Commep{y¢—1, G est abélien d’aprés 2/. D’aprés la question @) du probléme précédent, on
peut donc trouver deux sous groupes Hy et Hy de G d’ordre p et ¢. Les nombres p et g étant
premiers, Hy et H; sont cyeliques et donc il existe » € Hy d’ordre p et y € f, d’ordre ¢. L'élément
z = zy est alors d’ordre pq (si z™ = e alots 2™ =y ™ donc ™! = e donc p | mg donc p | m
d'aprés le théoréme de Ganss ; de méme ¢ | m donc pg | m), donc G =< # > est cyclique.

Remarque. Le résultat de cet exercice est un cas particulier du résultat suivant : Si G est
un groupe fini d’ordre n et si n et ¢(n) sont premiers entre eux (ol ¢ désigne I'indicateunr
d’Euler), alors G est cydique.

5. Sujets d’étude

SvIET D’ETUDE 1 (THEOREME DE TCREBYCHEFF). Pour tout ¥ € R, on note [z] sa par-
tie entidre. Si n > 2, on note P(n) l'ensemble des nombres premiers < =, eb m(n) =
Card(P(n)). Enfin, si n € N” et si p est premier, on note v,(n) = supfa € N| p* | n}
(valuation p-adique de n).

1/ Montrer que si n est un entier, n 2 2, on a
4n "
— 4",
N < CF, <
2/ a) Si k € N*, montrer Cf,,, < 4"
b) En déduire gue pour n 2 2, P, = [[epe) < 4"

3/ Montrer que si n > 14, 7(n) < »f2- L
4/ Sin € N et p est premier, montrer

%/ Solent p un nombre premier et + € N*. 5i p” | C3,, montrer que " < 2n. En déduire
Cha < (20)7C™.
6,/ Soit n > 2. Soit p premier, 2r/3 < p < n. Montrer qune p{ (7,
7/ Soit = > 2. On note P = P(2n) « P(n) et Ry = [[ e p- 8i n 2 98, montrer
4!\;'3 )

2\/‘13(2:?.)‘/{""’_2

< R < (2n)mCmi=mm),

8/ Siz € R,z > 7, montrer que 2* > 18«. 5i # > §, montrer que 2* > 6z. En déduire que
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sineN, n>450, R, > 2n.
9/ a) Montrer gque si n € N, » > 5, il existe an moins deux nombres premiers p tels que

R<p < 2n.
b) En déduire le théoreme de Tchébycheff: Si n est un entier, n > 4, alors il existe an

moing un nombre premier p vérifiant » < p < 2n — 2.

Solution. 1f D’aprés I'identité du bindme,
2n
Cn < Y Cha = (14 1) =4

Mentrons "antre inégalité par récurrence.

- Pour # = 2, c’est vrai car C7 = 6 > 4%/(22/2).

- Supposons le résultat vrai pour #, montrons le pour n + 1. On écrit
z'.'n-j-l s 2(2n +1) = 2n 41 s
: v+ 1 (r+1)2/n 2/4n(n+ 1)y/n +1

et il suffit alars de voir que 4n{n+ 1} < (2a+ 1}2 = 1 +4n(n + 1).

r

Ciida =

2/ a) On &crit tout simplement

k41
k k k + E : k k
chk'l-l =C2k+1+czl:-|}1 < C;k-l-l ‘—'22 +1 "—"24 .

n=il

b) Procédons pat récurrence sur m.

- Pour n = 2 c'est vrai cat Py = 2 < 42,

- Suppasons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1. §i n est pair, alors P, = Py < "1 < 47,
Sinon » est tmpair. Soit. & € N tel que n = 2k 4 1. Pour tout nombre premier p tel que k42 <p <
241, p divise k!C§k+1 = (k+1)---{2k41). Or p est premier avec k!, done d’aprés le théoreme de
Gauss, p | C§k+1- 8i N désigne le produit des nombres premiers ptels que £ +2<p <2k +1,0na
donc N | C¥,,, done N < C¥, | <4%. 0t Py, < %11 Done Popyy = NPy < 4845+ = 42041

3/ On vérifie facilement que :rr(ltl) =6=14/2—-1.

Supposons n > 15. Parmi 1,2,... . n, les [n/2] — 1 nombres pairs 4,6, ..., 2{r/2] sont composés.
Par ailleurs 1,9 et 15 ne sont pas premiers. On trouve donc au meins ([n/2] — 1) + 3 = [»/2] + 2
nombres composés parmi 1,2 ... ,n. Donc #{n) <n —([»/2)+2) <n—-n/24+1)=n/2 -1

4/ Si k € N*, vy(k) s'interpréte comme Pexposant de p dans la décomposition de k en facteurs
premiers. Donc v,{n!) = 3¢_, v, (k). Le symbole de Kronecker défini par & = 1sip* |k, &, = 0

o

si p* { k, nous sera utile pour éclaircir notre disconrs. On a bien sir v,(k) = 3ic, 61, de sorte que
T
wirt = it = 35 () - 35(34t).
k=1 k=1 \i=1 i=1

Pour tout i, 32 _, 6} représente le nombre d’entiers £, 1 < k < n tels que pf | k. Ces entiers sont
de la forme Ep’ ou £¢ N* et £ € nfpf, donc an nombre de [n/p] Done vp(n!) = 302, [»/p].

5/ Si » €IR, les inégalités
2r—1<[2zfg2r e r—1<[z]jgx

entrainent —1 < [2z] — 2[z] < 2, +t comme [2z] — 2[z] est entier, 0 < [22] — 2{z] < 1.
Par ailleurs, p™ | CF, donc

r < 1p(Ch) = npl(20)T] = 2, () = Z([z"] 2[%]).
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Si p* > 2, [20/p*] = [n/p*] = O donc

e 5 ()< 5

pr<2n *MIn

Si ¢ > 2n, ce dernier terme est < r, absurde. Donc p” < 2n.

Donc
Ch= [ »C < I (@r)=(22)".

pEP(In} pEP(In)

6/ Ona2n/p<3ein>p2 1, donc [2n/p] < 2et[n/p} > 1. Donc 0 < [2n/p] — 2[n/p) <
2—2-1=0, donc [2n/p] — 2[n/p] = 0.
- Ceci étant, si > 5, pour tout entier k > 2 on a p* > 4n?/9 > 2=, donc [2n/p*] = n/p*] = 0.

Done
" = an s n
e =3 ([5] -2 []) -0
k=1

d’oli le résultat si n > 5. par - Si n = 3 on n = 4, on doit avoir p = 3. Or C2=20et O =70 ne
sont pas divisibles par 3. On a donc le résultat. pour tout » > 3.

7/ N est clair que
Ra = [] 7 < J](2r) = (2m)"@®»=7™,
PeF pEP

- Comme pour 2/b), on voit que Ry | C,. Soit Qn € N* tel que OF, = RuQn. D’aprés 5/, si
p est premier, n < p < 2n, on a p{ Qn. Donc tout nombre premier g divisant Qn, vérifie p < n.
D’aprés 6/, on a méme p < 2n/3. Le produit des nombres premiers de Qn sera donc au plus égal
& Pangs), donc inférienr a 4in/3,

D’aprés 5/, l'exposant de p dans la décomposition de @, en facteurs premiers ne sera > 1 que
si p < v/2n. D’aprés 3/, comme VI > /2. 98 = 14, ce nombre de facteurs premiers de @ est
inférienr & [v/Zn)/2 — 1, done strictement inférienr 3 v/2r/2 = /n/2. Le produit des puissances de

ces nombres premiers divisant @, sera donc au pius égal & (2n}) "/ ot finalement

Qo < 232V
et comme RqQn = C3,, on tire de 1/
Q 4n g R 4!1[3
Rn n > - Onc - —_—
Vi "7 g m(am)Vel

8/ La premiére partie de cette question se résout facilement en effectuant (par exemple) une étude

de fonctions.
Pour la seconde partie, on écrit que si n > 450, alors comme /2n/6 > 5 on a QvZR/S 5 \/In,

donc

gnf3 (2\/3_71{13)\/2_:1 > (V/‘JT?)‘/E - (Qn}\/m (2).

On a aussi 2n/9 > 7, donc 22*/° > 4n donc 2°/2 > (4n)%? > 4ny/m  (++). En combinant (*) et
(**), on obtient

4n/3

(2:])\/""’_2

> "3 > an/m,

d'oi le résuliat d’aprés 7/.
9/ a) D’aprés 8/ et 7/, si n > 450, on a (2r)7M=5(") 5 R, > 2n, donc 7(2n) - «(n) > 2.

1l reste & vérifier le résultat pour 6 € n < 450. Les nombres premiers 7, 11, 13, 19, 23, 37, 43,
73, 83, 139, 163, 277, 317, 547, 631 suffisent i U’affirmer.

b) Pour n = 4 c’est vrai (4 < 5 < 6) ainsi que pour n = 5 (5 < 7 < §). Pour n 2 6, il existe
d’aprés /a) deux nombres premiers p tels que n < p < 2n, donc il en existe an moins un vérifiant
n<p<in—2.
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Remargue. Ce résultat fut conjecturé par J. Bertrand en 1845 et démontré pour la premiére
fois par Tchébycheff en 1850.

SUIET D’ETUDE 2 (SYMBOLE DE LEGENDRE ET APPLIGATIONS). Soit p > 2 un nombre
premier. Pour alléger les notations, on note I, le corps Z/pZ et g = (p — 1)/2. Pour tout
T € R, on note [z] sa partie entiére.

1/ On note (F;)? = {z?, = € F;}. Calculer Card((EE;)Q).

2/SiccZ,ptz,onnote(¥)=1site (F; )%, (%) = —1 sinon (symbole de Legendre).
a) Si pt z, montrer que (¥) = z* (mod p), puis montrer

Ty CAWE
Ye, o, pix Y, (—) = (*) (_)
¥, ptx, ply » P 7

b) Calculer (3+).

3/ Soit § = {i,2,...,9}etsoite € Z,pta SiseN1<s< 7, on peut écrire
is = e,(a)$, avec e,(a) € {—1,1} et s, € 5.

a) Montrer que I’application f: § — § &+ &, est bijective.

b) Soit s, = Card{s € S, e,(¢) = —1}. Montrer (£) = (—1)"*.

4/ (Loi de réciprocité quadratique.) Soit ¢ > 2 premier, ¢ # p. On note ¢ =(¢g—1)/2.
a) On note

il

2 Fsq 7 sp
Spe =2 [-—] et Spp =D, [—} .
sz=1 ? 5zl 4
Montrer que S, , + Sy, = ¢
b) Montrer que §,, = g, (mod 2).
¢} En déduire la loi de réciprocité quadratique

B@-cr

Applicution 1. 5/ a) (Un test de primalité.) Soient h et m deux entiers tels que m > 2 et
1< h<2"—1 On pose n = h2™ + 1. Soit p > 2 premier tel que () = —1. Montrer que
n est premier si et seulement si p("~1/2 = —1 (mod =).

b) (Un critere de primalité des nombres de Fermat.) On rappelle que les nombres de
Fermat sont les nombres de la forme Fy = 22° +1 ot k € N* (voir 1.3 exercice 4). Montrer
que F} est premier si et seulement si 372 = 1 (mod F).

Application 2. 6/ a) Soit p > 3 un nombre premier. Montrer que -3 est un carré dans F,
si et senlement si p = 1 (mod 6). En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers
de la forme Gn + 1.

b) Soit p > 5 un nombre premier. Montrer que 5 est un carré dans F, si et seulement si
p = +1 (mod 10). En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers de la forme

10n—1,n€N.

Solution. 1/ L’application ¢ : F, — (F:)? & — £ est un morphisme de groupe surjectif. Or
rEKery < =1 &= (2= 1)z +1) =0 & € {-1,1}. Donc Card(Ker ¢} = 2, donc
Card((F;)?) = Card(F;)/Card(Ker ¢) = (p — 1)/2 =1/
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q C
//
e

s /,/

A R

)i
L~
P

0 v v

FicuRE 1.1. La diagonale OC sépare les points de O PQR en deux régions.

2/ a) Si z € (F})?, alors il existe y € Fj, tel que & = #* et donc 7" = y#=1 = 1. L’équation z#' — 1
ayant au plns p’ racines dans le corps Fy, comme Card((IE";]z) = p' on en déduit I’équivalence
(' =i) & (z€F)?). OrsizceF, ' = 22 = i donc (zF — i)}« 4 1) = 0 donc
2#' € {~1,1}. Doncsi = & (F;)?, ¥ = —1, d’oit le résultat.

On a donc
(%) = @y = )F) = (I—t) (%) (mod p)

et comme p > 2, on en déduit le résnltat.
b) D’apres 2/a), (:ﬁl} = (1) (mod p), et comme p > 2 ef. que () € {-1,1}, =)= (-1

3/ a) Remarquons que si § € S ,alors f(¢) = e (a)izé. Cecl étant, f est injective. En effet, si
J(8) = F(5"), alors e,(a)as = e,(a)as” donc e{a)é = eor(¢)¢, donc p divise e,{a)s — eyr(a)s’ = n.
Or |n| < [s] + )5’} < 20 < p, done n = 0, ce yui prouve es(a)s = ey(a)s’ et en passant aux valeurs
absolues s = s'. L'application f est injective et comme le cardinal de ’'ensemble de départ est égal
a celui de 'ensemble d’arrivée, f est bijective.

b) On éerit
sV (2Y=qd 2o =a2a)- "a):( s)( e,(a)).
(1) )=+ o= (11 (1

€T

Comme f est bijective, [];cq8 = [Tics «s(a), et ce terme étant non nul, on obtient

(f) = H e.{@) = (=1 (mod p),

r ies
d’oti le résultat.

4/ a) Nous allons établir la preuve & P'aide d'un dessin (voir la figure ci contre). Remarquons déja
que p et ¢ étant premiers et distinets, ils sont premiers entre eux. Autrement dit, dans la figure,
aucun point & coordonnées (i,j) entidres (1 <{i<p', 1< 75 < ¢') ne rencontre la diagonale OC.

Soit s € N, 1 € s < . [sg/p] représente le nombre de poinis & coordonndes entiéres, d’abscisse

5, d’ordonnée > 0, se trouvant sous la diagonale OC'. Le nombre Sep = ):f;l[sq/p] représente

done le nombre de points a coordonnées entiéres d’ordonnées > 0 dans le rectangle OPQR se
trouvant sous la diagonale OC. Pour des raisons analogues, Sp 4 reptésente le nombre de points &
coordonnées entiéres d’abscisse > U dans le rectangle O PQR se trouvant an dessus de la diagonale
OC. La somme Sy ¢ + Sy, est donc le nombre de points & coordonnées entiéres dans le rectangle
OPQR d'abscisse et d'ordonnées > U, ¢est-a-dire Sp g + 5y, = v’y

b)SiseN,1<s% o', on pent écrire sg = psq/p]+n,, o0 1 Cu, <p— t. Par ailleurs ;
Siu, <pu, =s5ebe,(g) =1
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Siwy, >p, us =p— 8, et eu(g) = -1

Comme
pl
fur T[22 -

3=1 1<e<p! 1<s<p’

et que, en travaillant moduio 2

Y
Zu,z Z: sq+ Z: (p—sg) = Z 8q + pigp + Z s, (mod 2),

ze(g)=1 e,(g)=—1 e,(g)=1 eulg)=—1
ce qui s*écrit aussi
r ¥ r s
+1
Eu, = Es, + jgp = Zs +pep = % + iy (mod 2)
=1 s=1 =1

an a

4 -P+1 * f+I JIF ,n‘ +1
q£_£192_) =pS, + 2-(;’7—) + iy = Sgp + LQ-T—) + 4, (mod 2).
Comme g = 1 (mod 2) ce résultat entraine que S, , et 1, ont la méme parité.
c) D’aprés 4/b}, 54, et p, ont la méme parité, de méme que 5, ¢ et p,. Donc d’aprés 3/b)
(B) (2) = commenpee = (cpppmessns = ap,
cette derniére égalité provenant de 4/a).

8/ a) Condition nécessaire. Commem > 2, a' = (n—1)/2 est pair, donc d’aprés la loi de réciprocité

quadratique
)= ()=

ce qui d’aprés 2/a) entraine p{" =12 = _1 (mod n).
Condition suffisanie. Soit ¢ un facteur premierde n (g # pcarpAn=1). On a

pFm2 =1 (modg), p*'=1 (modg), p*"'=1 (modyg).
5i d est I'ordre de p dans (Z/¢Z)*, on a donc

d{”;l, dl(n—-1) et d]q-1,

c'est-a-dire

diem™h di2™h et di(qg—1).
Done 2™ |det 2™ |(§—1) Soit r e N* tel que g =22+ 1. Siresttel quen=gr,den=1=¢
(mod 2™) on tire r = 1 {mod 2™) donc il existe y € N, r = 2™y + 1. Donc

rn=gr=2"r+ D2 y+ )= 2" ap+ 2z 4+ y) + 1
d’oli on tire 2Mzy < 2"ry+x + 3 = h < 27, donc y = 0, ef donc .t = ¢ est premier.

b) On veut appliquer le test précédent avec h = 1 et m = 2¥ > 2. Comme 2™ = (-1)" = 1
(mod 3), on a n = 2 {mod 3} donc (3} = —1 comme on le vérifie facilement. Le test précédent
s’applique donc (avec p=3), ’on le résultat.

6/ a) D’aprés la ko1 de réciprocité quadratique

(B O=co s ()= (2)

On a doene, en utilisant 2/a) et 2/h}

-G -crere-6
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Si p=1 (mod 3), alors (§) = 1, si p = 2 (mod 3), alors (&) = —1. D’apris (*), —3 est donc un
carré dans T, si et senlement si p = 1 (mod 3), autrement dit si et seulement si p = 1 + 3k avec
£ € N*, on encore p = 1 + 61 avec n € N* car £ doit étre pair.

Supposons qu'il y ait un nombre fini de prombres premiers de la forme 1 + 6n, Nous les notons
p1, - ,pp. Onpose N = 1+2%3(p; - .pk)?. Soit p un nombre premier divisant N. Comme 6 | N—1,
on a p > 3. Par ailleurs

-1 =2%3(p1 - cpe (modp) done —-3=(2-3pr- ~pm)?  (mod p),

donc —3 est un carré dans Fp, donc p = 1 (mod 6}, donc il existe i tel que p = p;. Mais alors
p| N —1, ce qui est absurde puisque p = p; divise N. D’ou le résultat.

b) D’aprés la loi de réciprocité quadratique

(%) (g) =(—1)2P' =1 donec (;) = (g) (*%).

On vérifie facilement que les carrés dans Fy sont —1 ef i. D’aprés (**), 5 est donc un carré dans
F, si et senlement si p = %1 (mod 5), c’est-a-dire p = %1+ 5k, k € N*, ot encore p = +1 + 107,
n € N* car k doit &tre pair pour que p soil. premier.

Suppusons qu’il y ait un nombre fini de nombres premiers de la forme 10n — 1, n € N*. Nous
les notons py,- - ,pe. Posons N = -1+ 22325(py - - g )%. Soit p un nombre premier divisant N.
Comnme (2-3-5) | N + 1, p> 5. Par ailleurs,

1= 223%5(py ---px)® (mod p) donc 5=(Z-3-5p - )?  (mod p),

donc § est un carré dans Fp. Donc p = £1 (med 10). Sip= -1 (mod 10), alors 1l existe 1 tel que
p=pietdone p| N +1, ce quiest absurde puisque p | N. Nons venons donc de montrer que tout
diviseur premier p de N vérifie p = 1 {mod 10), ce qui en écrivant la décomposition en facteurs
premiers de ¥ entraine N = 1 (mod 10). Gecl est absurde puisque la forme de N entraine N = —1
{mod 10) 1l y a donc une infinité de nombres premicrs de la forme 10n — 1, n € N*.

Remarque. On retrouve avec la question 2/b) le résultat 1 /a) du probléme 4 (page 37).
Le résultat de 6/2) est un cas particulier de la question 2/ de ce méme probléme.

- Les nombres de Fermat Fi sont premiers pour k¥ < 4. On n’a jusqu’ici jamais trouvé
d’autres nombres de Fermat premiers. Le test 5/b) a récemment été utilisé pour montrer
que Fy, n’est pas premier.

SUIET D’FTUDE 3 (SUR LES ENTIERS SOMME DE DEUX CARRES). Le but de ce sujet
d’étude est de donner nne condition nécessaire et suffisante sur » pour qu’un entier n soit
somme de deux carrés.

On note Ay = {22 + v*, (x,¥) € Z*}. On suppose connu le résultat 1/a) du probléeme 3 :
Si p > 2 est premier, alors

—i estuncarrédans Z/pZ <= p=1 (med4) (*).

1/ Si X et Y appartiennent 4 Az, montrer que XY € Ay

2/ Soit p un nombre premier tel que p =1 (mod 4).
a) Montrer qu’il existe un entier m, 1 < m < p, tel que mp € A,.

Soit my la plus petite valeur de m non nulle telle que mp € A,. Supposons mg > 1.
b) Montrer qu’il existe deux entiers z, et g tels que % 4y = mymy, avec W, un entier
vérifiant 1 € my < m,.
¢) Montrer qu’il existe deux entiers X et ¥ tfels que X 2 4 Y? = m,p. Conclure.
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3/ Démontrer le résultat suivant : Un entier = > 0 est somme de deux carrés d’entiers si
et seulement si tous les facteurs premiers de n de la forme 4m+ 3, m € N, ont un exposant
pair dans la décoimposition en facteurs premiers de n.

Solution. 1/ Si X =zl 4 s etY = yi + 14, il suffit de remarquer que XY = (2173 + my)’ +
(z1 — 2211)*.

2/ a) D’aprés (*), =1 est un carré dans Z/pZ. Autrement dit, il existe = € Z,tel que —1 = =?
(mod p). On peut méme choisir x tel que 0 < z < p— L. Comme £ + 1 = 0 (med p), il existe
meZtel quez’+1=mp, et commed<a<p—1,onal<m<p, dob le résultat.

b) Par hypothése, il existe #, y € Z tels que 2 4 y¥ = myp  (++). Si my divise z et y, alors
mE | (2% + y*) donc my | p, ce qui est absurde puisque 1 € mg < m < p. Donc mg ne divise pas
z ou ne divise pas y. On en déduit qu’il existe (c,d) € Z? tels que £1 = £ — cmp et 11 = ¥ — dmy
vérifient
1 1 s 2
|21 € = m", || € = m;, et ity >0

(pour c et d, il suffit de prendre les e.ntiers les plus proches de #/mg et y/mp). Or x; = = (mod mg)
et =y (mod mp) done rz + ¥ = r* 4+ # = 0 (mod my), et done il existe m; € N tel que
22+ yf = mymy. Comme zZ 4+ y¢ > 0, my > 0. Par ailleurs, 23 + 37 < (me/2)2 + (Ma/f2)? = m3/2
donc my < myp.

¢} Multipliant (**} par 'égalité 21 + y¥ = m1myg, on obtient

mymip = (2% + " )of + ) = (@51 + y0)? + (zn — 21p)®.
Mais
22ty = wf{zweomo)+yly—dmy) = meX avee X =p—cxr—dy€eZ
i —r1y = rly—dm)—plr—emy) = mi¥ avec Y=cy—dreZ

Donc myp = X234 Y2 € A;. Or 1 < my < my ce qui est contraire i ’hypothése de minimalité faite
sur mg. Donc mp = 1, ¢'est-a-dire p € As.

3/ Condition nécessaire. Soit p un facteur premier de n tel que son exposant dans la décompo-
sition de n en facteurs premiers soit impair. Notons n = 2k + 1 (¥ € N) cet exposant. Scient z
et y € Z tels que n = 2% + ¢2. Soit d = pged(s,y), soient X, Y € Z tels que z = dX, y = dY
(X AY = 1), et soit § 'exposant de p dans la décompaosition de d en facteurs premiers. Comme
a=d*(X?4+Y?) =d®Navee N=X?+Y?’cNonad? |ndonc 28 <a=2k+1donc <k
L’exposant de IV dans la décomposition de & en facteurs premiers est ¢« — 28 = 2(k - A} + 1 > 1,
donc p | N, donc X?+Y?2 =0 (mod p). Or p{X (sinon p | X donc p| Y, absurde car X AY = 1),
X est donc non nul dans Z/pZ. Comme X2 + Y2 = ( dans Z/pZ,on a ~1 = (X ~1Y)? est un carré
dans ZfpZ, done p= 2 0u p =1 (mod 4) Q’aprés (*). D’oli la condition nécessaire.

Condition suffisante. Solent py, ..., p; les facteurs premiers de n dont 'exposant dans la décom-
position en factenrs premiers de n est impair. On voit que ’on peut écrite n = m?p, - .-y, o1
m € N*. Par hypothése, pour tout i on a p; # 3 (mod 4), ce qui, les p; étant premiers, entraine
pi =1 (mod 4) ou p; = 2. Donc g € Ay (d’aprés 2/ et parce que 2 = 12 4 12 € A3). Donc d’aprés
1/, p1-pe € A2. Or m? = m?* 4+ 07 € Ay, el tonjours d*aprés 1/, n = (m*)(py - - -pi) € Az. Dot
le résultat.

Remarque, Ce résultat fut complété par Jacobi qni montra que si di(n) (resp. da(n))
désigne le nombre de diviseurs de n de la forme 47 -+ 1 (resp. 4n + 3), alors

Card{(z,y) € Z% n = o7 + y°} = 4(dy(n) - ds(n)).

SUJET D’ETUDE 4 (TOUT ENTIER EST SOMME DE QUATRE CARRES). Le but de ce sujet
d’étude est de montrer que tout entier natnrel est somme de quatre carrés. On note
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Ay = {22+ + 22+ 85, (2,9, 2, 1) € Z) et Z[d] = {z 4 iy, (2,y) € Z*} (annean des entiers
de Gauss).

1/ Soient %,z et ¢ des nombres complexes. Vérifier que
(22 + [9P)(|21* + [¢]?) = {2= + 92 + |2t — y=(*.
Fn déduire que si X et Y ¢ Ay, alors XY € Ay _

2) Soit p > 2 un nombre premier.
a) Montrer qu’il existe &,y € Z tels que —1 = 2% 4 4® (mod p). (On pourra utiliser le
résultat de la question 1/ du sujet d’étude 2/).
b) En déduire qu’il existe m € N, 1 < m < p tel que mp € A,.
Soit mg le plus petit entier > 0 tel que mop € A4. Supposons #, > 1.
<) Montrer que my est impair.
d) Montrer qu'il existe z,y € Z[3] tel que mqp = Je|* + [y]%
e) Montrer qu’il existe ¢ et d € Z[i] tels que z = 2 —emy et I = y — dmy, vérifient
|22 + |¢|? = mom,; avec 1 £ my < my.
) En utilisant 1/, montrer que m;p € A,;. Conclure.

3/ En déduire le théoreme de Lagrange : tout entier naturel est somme de quatre carrés
d’entiers.

Solution. 1f Pour la premiéte partie de la guestion, il suffit. d’écrire

[6T 4 9B + |zt — yz|? = (27 + yI)(Tz + Pt) + (ot = y2)(al - y2)
= (|zz]* + |®? + 579t + F2i) + (|0t + |yl — =197 — =tyz)
= ol + [t + etf? + fyzl® = (= + )0 + 1)

Maintenant, donnons nous X = ¢ + e3 +#3 + 73 et ¥ = 3f + 9 + 35 + v deux éléments de A,
Appliquons la relation précédente avec @ = #) +izz, y=r3+i24, 2 =th + iy et t = ya +iys. On
aX=|z2+ |y* et ¥ = |2|° + |t|°. Le carré du module d’nn élément de Z[i] étant la somme de
deux carrés d’entiers, on en déduit que XY = [2Z + y#{® + Jzt — yz|* est somme de quatre carrés
d’entiers, d’ol le résultat.

2/a) D’aprés la question 1/ du sujet d’étude 2, on a Card{s?, z € (Z/pZ)*} = (p ~ 1)/2. En
compiani 0, on voit donc que ' = {2%, » € Z/pZ} a (p + 1)/2 éléments. De Pinjectivité de
I’application Z/pZ — Z/pZ y+ —1 —y, on voit qne [ = {—1— ¥, y € Z/pZ} a aussi (p+1)/2
Sléments. Done NIV # @ (car si I'NIY = @, alots p = Card(Z /pZ) > Card(I'}+ Card(I) = p+1,
absurde), ce qui entraine l'existence de x,y € Z/pZ tels que —1 — y? = 2%, d’olt le résultat.

b) D’aprés la question précédente, il existe #,y € Z tels que —1 = % 4 y? (mod p). On pent
méme supposer 0 < = < p et U < y < p, et quitte & changer x en p— 2, y en p — ¥, supposer
0<zs<(p-1)/2et 0 <y < (p—1)/2 Commep | 14+ 2%+ y%, il existe m € Z tel que
1+ 4y =mp. Donc0<mp < 1+ 2HEF P <p?, dot L Em < p.

¢) Supposons mo pair. Soient x1, T2, ¥3, %4 € Z tels que mpp = 23 + 23 + =3 + z4. Comme my est
pair, les éléments a1, &y, &3, 74 sont (i} soit tous pairs, (ii) soit tous impairs, (1i1) soit deux d’entre
eux sont pairs et deux sont impairs, et quitie 3 renumércter, on peut supposer =y, ¥z pairs et £3, 24
impairs. Dans tous les cas, les éléments

Ty—F: T1+Fp T3 T4 3+ 14
2 2 2 2

sont des entiers. Comme

@pz(f!-:r; J+ 3:1-'}-.1‘!2 2+ zsr—m 2+ ¥s + T4 2‘
2 2 2 2 2

I’hypothése de minimalité de myq est contredite. Done mq est impair.
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d) Si z1, 3, 3,4 € Zsont tels que mop = 7] + 32 + 25 +22, st 7 = 2y +ixy et y = a3+ ixq € B,
alors mop = |z|? + |yi%.
e) Montrons auparavant le résultat suivant :

VZ=a+ibeC 32 €Z] telque |Z-2'< % (*)
I suffit en effet de prendre Z' = o' 4 iV’ oil 4’ et b sont des entiers tels que e — a’} < 1/2 et
b—¥|<1/2.0naalors |Z—Z'F =a—o'P + b~ ¥ < (1/2)* + (1/2)* = 1/2.

D’aprés (*}, il existe ¢ € Z[i] tel que |a/mg — ¢f? < 1/2. Autrement dit, si z = ¢ — mpc, on a
|2]2 £ mE/2. Comme |z|* est un entier et que my est impair, on a méme [z|? < mZ/2. De méme,
il existe d € Z[i] tel que ¢ = y — dmq vérifie [{|? < m/2. Or |2 + [ = |=]2 + |y|? — mo[(zT +
Te) + (yd + Gd)} = mo(p ~ (2T + Te) + (yd + Fd)], done my, divise |2[? + []2. Soit m, € N tel que
lz|? + jti* = mymy. On tire des majorations de |2{? et [t{ que my < mo. Par ailleurs my > 0 car
simy =0, alors z = ¢ = 0 donc z = emo et y = dmy done pmg = |22 + |y]? = [mol*(e|* + [d17),
donc myg | p ce qui est absurde car 1 < my < p (d’aprés 2/a)). Done 1 < my < myp d’od le résultat,

f) En multipliant les égalités mop = [#]* + |yf? et mgmy = |z|? + [1]?, on obtient d’aprés 1/
mgmp = o7+ gl + Jot - yz|*. (+4)

Or 27+ ¢l = o(F —Tmy) + y(§ — dmq) = Jol* + |31 — ma(5T+ vd) = Mo ol « = p~ ze — yd € Z[i).
Par ailleurs, zt —yz = —dmoz + emyy = mpf o § = —dr +cy € Z[#]. D’aprés (**), on peut écrire
myp = [ef? + |8)%, et comme le carré du module d’un élément de Zfi] est la somme de deux carrés
d’entiers, mip € A4. Ceci contredit ’hypothése de minimalité faite sur my. On a done my = 1,
c’est-a-dire p e Ay,

3/ D'aprés 2/, tout nombre premier p > 2 est somme de quatre carrés. Il en est de méme de
p=2=12+1740? + 0 Tont nombre premier est donc élément de A4. Si n est un entier, n peut
g'éexire comme le produit de nombres premiers (’aprés le théoréme fondamental de Parithmétique,
et done n € A4, d'aprés 1/. D'oit le résultat.

Remarque. Une question qui vient & ’esprit est de se demander si tous les entiers ne sont
pas somme de trois carrés. Le cas de 7 montre que non.

— On peut se poser le probléme plus général snivant. Ftant donné un entier k > 2, que
vaut g(k), le plus petit entier rn > ¢ tel que tout entier est somme de m puissances k-éme
d’entiers, et que vaut G(k), le plus petit entier m > 0 tel que tout entier suffisamment
grand est somme de m puissances k-éme d’entiers? La recherche (et I'existence} de g(k)
et G(k) s’appelle le probléme de Waring. Nous venons de montrer que g{2) = 4. On peut
montrer que G(2) = 4. On sait par exemple que {3) =9et 4 < G(3) < 7, 19 < g(4) < 22
et G(4) = 16, g(5) = 37 et G(5) < 23.



CHAPITRE 1I

Corps, Polynémes et Fractions Rationnelles

ISTORIQUEMENT, la recherche des solutions des équations polynomiales précéde
’étude des polynémes. Elle marque I’entrée des mathématiques dans une nouvelle
ére. En effet, la premiére en date des grandes deéconvertes en mathématiques allant
nettement an dela des connaissances de I'antiguité est la formule de résolution de
I’équation du troisiéme degré 27— pz = ¢ obtenue sans donte au début du seiziéme
sitcle par Scipione del Ferro, professeur & |'nmiversité de Bologne. Cardan est le
premier & rendre publigue cette formule vers 1545. Vers 1540, Ferrari, él2ve de Car-
dan, obtient la formule de résolution de I'équation dn quatritme degré. L’équation
du cinquidme degré tient cependant les mathématiciens en échec pendant 200 ans ;
ce n’est quen 1826 qn'Abel démontre qu’il est. impaossible de donner des formules
explicites de type de celles données pour les degrés inférieurs pour les sclutions
des équations de degré supérieur ou égal & 5. Quekjues années plus tard, Galois
donne un critére de résolubilité par radicaux de toutes les équations polynomiales.
La théorie des polynomes est née,

Parallélement, on essaye de démontrer Je théoréme fondamental de I’Algebre (tout
polyndme complexe de degré n a n racines complexe). On s’y attague vers 1746,
d’abord en essayant de donner une démonstration purement algébrique, avant
de s’apercevoir qu’il fallait utiliser les propriétés topologiques de k. Lagrange en
publia une démonstration dans ses mémoires en 1771

1. Corps, polynémes et arithmétique dans K[X]

1.1. Corps

DEFINITION 1. Soit K un ensemble muni de deux lois internes “+” et “”. (K, +,-) est un
corps si
(i} {K,+) est un groupe abélien.
{ii) {K*,-) est un groupe.
(ii} La loi - est distributive par rapport a la loi +.

Remarque 1. - Si la loi - est commutative, on parle de corps commuiatif.
— 11 revient an méme de dire qu’an corps est un annean dans lequel tout €lément non
nul est inversible.
— Les corps les plus couramment rencontrés sont Q,R,Cet Z /1Z (p premier).

DEFINITION 2. Soit (IL, +,-) un corps et K C L. On dit que K est un sous corps de L sila
restriction & K des lois + et - Ini confére une structure de corps (on it aussi que L est un
surcorps ou une extension de K).

Remargue 2. 5i K est un sons corps commutatif e L, L. est un K-espace vectoriel.
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Avec la définition de la caractéristiqgue d’un annean donnée an chapitre I, section 3.2,
définition 9 (page 30),0n a :

ProprosITION 1. La caractéristigue d’un corps est 0 ou un nombre premier.
q TP

Démonstration. Immédiat d’aprés la propoesition 3 de la partie 3.2 du chapitre 1 {page 30} car un
corps est un annean iniégre. a

Ezemple 1. Les corps, Q, R et C sont de caractéristique 0 ; si p est premier, le corps Z/pZ
est de caractéristique p.

Corps premier, sous corps premier,
DERNITION 3. Un corps est dit premier 8'il n’admet pas d’autres sous corps que lui méme.

FEzemple 2. Les corps Q, Z/pZ (p premier) sont premiers.

DEFPINITION 4. Soit (X, +, ) un corps dont I’élément neutre de (K, -) est noté e.

— 8i K est de caractéristique 0, alors Q; = {2, (n,m) € Z X Z"} €5t un corps premier
isomorphe a Q. C'est le sous corps premier de K.

— Si K est de caractéristique p premier, Vapplication f : Z — K n — ne est un
morphisme @’anneaux et Ker f = pZ. Donc Z/Ker f = Z/pZ est isomorphe &
K = f(Z), donc I est un corps premier. C’est le sous corps premier de K.

Ezemple 3. Le torps @ est le sous corps premier de R (ou de C). Le corps Z/pZ est le sous
corps premier de Z/pZ (p premier).

1.2. Polyndimes

DEFINITION 5. Soit A un annean commatatif unitaire. On appelle polynéme ¢ une in-
délerminée & coeflicients dans A toute suite (4, ).en d’éléments de A tous nuls & partir
d’un certain rang.

Les polynémes sont mnnis des opérations usuelles d’addition et de produit de polyndmes.
On rappelle que tout polynéme P = (a;);cn & une indéterminée & coefficients dans A s’écrit
P =T 0:X* ot X désigne la suite X = (0,1,0,---,0,---). On appelle degré de P, noté
deg(P), le plus grand indice i tel que a; # 0 (avec par convention deg(P) = —oo si P = 0).
L’ensemble des polynomes a nne indéterminée & coefficients dans A est noté A[X). C'est
un anneau commmuiatif unitaire, intégre si 4 est un anneau intégre. 5i 4 = K est un corps,
K{X] est un K-espace vectoriel.

DEFINITION 6. Soit A un anneau commutatif unitaire,

= Deux polynomes P, @ € A[X] sont dits associés s'll existe A € A inversible tel que
P =23

- Un polynéme P € A[X] est dit uniteire si son coefficient dominant (i. e, le coeffi-
cient du mondme de plus haut degré de P) vaut 1.
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1.3. Arithmétique dans K[X]

Dans toute cette section, K désigne un corps commutatif.

Le caractére euclidien (donc principal) de I'annean des polynémes K[X] lui confére une
structure arithmétique tout-a-fait analogue & celle sur les entiers. Pour cette raison, nous
ne passerons en revue (ue les propriétés arithmétiques de K[X] les plus importantes.

TaEoREME 1 (DIVISION EUCLIDIENNE). Soient A, B € K[X], B # 0. Alors
MG, R) e K[X)? telgue A=BQ+R avec deg(R)< deg(B).

Remargue 3. 81 K = A est simplement un annean commutatif unitaire, sl le coeflicient
dominant de B est inversille, alors

(3(Q, BR) € A[X]), A=BQ+ R avec deg{R) < deg(B).

Si de plus A est intégre, il y a unicité du couple (@, R). (Pour s’assurer du bien fondé de
cette remarque, reprendre la démonstration de la division euclidienne dans A[X ]). Ceci
est en particulier vrai sur Z[X] si B est unitaire.

THEOREME 2. Lgnneau K[X] est principal.

Remarque 4. Attention! Ce résultat est faux pour A[X]lorsque A n’est pas un corps (voir
exercice 1}.

DEFINITION 7. Soient P,---, P, n polyndmes de K[X]. Il existe un unique polynéme
unitaire P engendrant 'idéal (Py)+- - -+ (Pa). Ce polynéme s’appelle le pyed des F;, et on
le note P = pged( P, - -~ , P,). C'est aussi le diviseur unitaire de plus haut degré divisant
tous les F;.

DEFINITION 8. Des polynémes Py, -+, P, € K[X] sont dits premiers entre euz dans leur
ensemble si on a pged( Py, -+, P,) = 1. Ils sont dits premiers entre euz deux & deus si
Vi # j, pecd( P, B) = 1.

La notion de ppcm se définit de la méme maniére, comme dans Z.

THEOREME 3 (BEZOUT). Des polynémes Py, ..., P, € K|X] sont premiers entre eur dans
leur ensemble si et seulement o'l existe Uy, ... U, € K{X] tels que Uy P +-+-+ U P, = 1.

Remargue 5. — Lorsque 'on a affaire & deux polyndmes P et () premiers entre eux,
on peut méme trouver I/ et V tels que deg(l/) < deg(@Q) et deg(V) < deg( P) (voir
la remarque de 'exercice 3, page 57).
— Comme dans Z, il découle du théorame de Bezout le théoreme de Gauss : Si P | @R
et si pged (P, Q) = 1, alors P | R.

Ce qui dans Z joue Je role des nombres premiers est ici appelé polynome irréductible.
Plus précisément :

DEFINITION 9. Un polynéme P € K[X] est dit irréductible dans K[X] si P n’est pas
constant (i.e. deg(P) > 1) et si ses seuls diviseurs dans K[X] sont les constantes non
nulles et les polyndémes associés 4 F.

Remargue 6. Attention. Un polynome irréductible dans K[X] ne l’est pas forcément dans
L{X] ot L est un surcorps <e K. Par exemple, P = X 241 est irréductible dans R{X], mais
pas dans C[X] puisque P = (X — i}{(X +1).

Comme dans Z, on a le résultat suivant.
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— THEOREME 4. Soit P € K[ X] un polynéme non nul. Alors P se décompose de maniére
unique 4 U'ordre prés sous la forme

P=)Pn...p

o A €K', o; € N* et les P, sont des polynémes distincts, unitaires et irréductibles dans
K{X].
Rappelons enfin le théoréme de division selon les puissances croissantes.

THEOREME 5. Seient A, B € K|X], le coefficient du terme constant de B étant non nul.
Soit £ € N*. Alors

(3N Q. Ry) € K[X)?), A=BQ:+ X*'R, avec deg(R)<k.

Déterminer (Qg, Ry, ¢’est effectuer lo division de A pur B selon les putssances croissantes
a 'ordre k.

1.4. Exercices

Exercice 1. Soit A nn annean commutatif unitaire intégre. Montrer que 4 est un corps
si et seulement si AJX] est un anneau principal.

Solution. La condition nécessaire est une (uestion de conrs. Montrons la condition suffisante. Soit
e € A, ¢ #0.1l5°agit de montrer que a est inversible. Comme A[X] est, principal, il existe P € A{X]
tel que (@) + (X) = (P). Comme « € (P), il existe @ € A[X] tel que 6 = PQ. On en déduit, A[X]
étant intégre, que P € A

Comme P € (a) + (X)), il existe U et V € K[X] tels que ol + XV = P. 8i b € A désigne le
coefficient du terme constant de I7, on en déduit ab = P puisque P est constant.

Comme X & (P), il existe @ € A[X] tel que PQ = X. Si ¢ € A désigne le coefficient du
terme en X de @, on a donc Pe = 1. Finalement, on a abe = Pc = 1, et A étant commutatif,
a(bc) = (bc)e = 1 donc a est inversible. D'ou le résultai.

EXERCICE 2. Soient 4 = X* — 1et B = X*— 1 € K[X], avec a,b € N*. Quel est le pged
de Aet de B?

Solution. Nous allons trouver pged(A, B) grice 4 'algorithme d’Euclide. Rappelons en le principe.
On effectue & partir de A et B des divisions euclidliennes successives. On éerit

A=BGy+ Ry avec @y, Ry € K[X] et deg(Ro) < deg(B),
et on recommence, en divisant toujours le dividende par le reste :
B=Ryh + 81 avee @, R € K[X] et deg(R() < deglRa).
Au rang k, on fait
Rpo1 = ReQear + Bryr avee Qey1, Reg1 € K[X] et deg(Rey1) < deg(Rg).

La suite {(deg{ Rz ))ren déeroit strictement et donc il existe e € N* tel que Ry, =0 et Roy # 0. Cn
remarque alors que pged(A4, B) =pged(B, R} = - - - =pged{Rn_1, By), de sorte qu’ a une constante
multiplicative prés, pged(A, B) = R,_; {cet algorithme reste valable dans Z).

Avant d’appliquer 'algorithme, remarquons d’abord qnesim > neN* et sim=ng 4+ rest la
division euclidienne dans Z e m par n, on a

X™ 1= (X" = DX X g XTI (X ),

Comme m — gn = v < m, cette égalité constitue la division euclidienne de X™ — 1 par X" ~ 1.
Nous venons donc de montrer que
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Ie reste de la division euclidienne de X™ — P par X* — 1 est X" — 1 o v est le
reste de la division enclidieane de m pay n, {(+)

Appliquons algerithme d’Enclide (dans Z)a a et b :
a=bdgo+re, 0 Fa< b

b=roe+r, 0<r <1,

o1 = rededl + Fiegpr, 0 S repr <7

On s'arréte au rang n lorsque ry = 0 # rpo1. Comme pour les polyndmes, on a
pged (a,b) = pged (b, 70) = - - = pged (rn-1, ) = rn-1.

D’aprés le principe (*), si les R désignent les polynomes introduits plus haué, on a Rg = X —
1Ry = X" —1,--+ ,Ryp = X"t = 1, Rq = 0, Donc pged(4,B) = B4y = X' —1 =
Apeediab) _ g

EXERCIGE 3. Déterminer ’ensemble des polynémes P € R[X] tels que
P=1 (mod(X-1)°) et P=-1 (med(X+1)*).

Selution. Notons T cet ensemble. On a

P = 140X -1p
PEF&HU,VER[X},{P - —ltlﬁ(x+%)3
P = 1+Ux-1y
< U, Ve R[X], { 1+U(X -1 = ~14+V(X 1)

En d’autres termes, I' représente l'ensemble des polynémes de la forme 1 + /(X — 1)® ot I
appartient i Vensemble

(UeR[X]|3V eR[X]), U(X -1+ V(X +1)*=2}. (%)

Divisant I et V par 2, on est ramené au problame suivant : Quels sont les conples (7, V) tels que
U(X —1)*+ V(X 4+ 1)* = 17 (Vest une question classique qui rentre dans le cadre du résultat
suivant.

Lemme. Soient P, Q € K[X], premiers entre eux. Alors il existe (Uy, Vi) € K[X]? tel que Uy P+
Vo@Q = 1, et I'ensemble des couples (¥/,V} vérifiant UP + VQ = 1 est T = {{Uo + KQ, Vo ~
KP), K eK[X]}.

Prexve. L'existence de (Uo, V) est assurée par le théoréme de Bezout. Maintenant, si VP + v@g=1
on a (i = U)P +(V = V4)Q = 0 donc (U — Us)P = —(V — Vp)Q (*%). Donc P [ (V — Vo) et
comme P et € sont premiers entre eux, d’aprés le théoreme de Gauss, P | V — V4. Donc il existe
K € K[X] tel que V = ¥y — K P, #t en remplagant dans (**), on a U = Uy + KQ. Reciproguement,
on vérifie facilement que ce conple est. solution. DVoi le lemme.

Les polynémes X — 1 et X + 1 étant premiers entre eux, il en est de méme des polynémes F =
(X — 1) et Q = (X + 1), et le lemme s’applique donc. Ceci étant, comment trouver Uy et Vot
Comme dans Pexercice précédent (et comme dans P’exercice 2 de la partie 1.3 du chapitre T —
page 10), rous allons utiliser I’algorithme d'Euclide. Concrétement, cela donne :

(X+ 13} =(X-1°+(6X*+2), (X-1P=(Xx* +2)(§ - %”(g)‘)’

. b
6X% +2= (gx)(:;)() +2.
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Maintenant, on remonte.
<
2=(6X*42)~ [(x -1 - (6x*+ 2)(% - %)] (EX)

- (_g){)(x 1) 4 (6X2 4 9) [(% - %)gx + 1]

= (_i-’X)(X 1P+ (X +1)° - (X - 1)] (gxz - gx +1)
= (—%X2 + %X + (X -1+ (gxﬂ - gx + D{X + 1)°.

Sillg = —13—6X2+ %X+ -;— et Vp = %Xz - %X+ %—, on a donc Uy P 4+ V@ = 1. D’aprés le lemme
et d’aprés (*), on a donc

['= {14 [20,+ K(X + )*}(X - 1)®, K e R[X]},
ol Uy est défini plus hant.

Remargue. On peut tirer du lemme un résultat analogue & celui de la question a) de
Texercice 2 de la partie 1.3 du chapitre I (page 10), qui ici s’exprime sous la forme suivante.
Si P et Q € K[ X] sont premiers entre cus, alors il existe un unigue couple
(Up, Vo) € (KIX])? tel que U,P + ViQ = | avee deg(U,) < deg(QQ) et

deg(Vy) < deg(P).
{Pour montrer ce résultat, partir d’une solution VP + V@ = 1 puis effectuer la division
euclidienne de & par @ ...)

EXERCICE 4 (LEMME DE (GAUSS ET CRITERE D’EISENSTEIN). 1/ a) Soient P, ¢ € Z[X]
et p un nombre premier. On suppose que p divise tous les coefficients du produit PQ.
Montrer que p divise tous les coefficients de P ou tous les coeflicients de Q.

b) (Lemme de Gauss). 85i P € Z[X], on note ¢ P) le pged des coefficients de P. Montrer
que si P, Q € Z[X]), alors c(PQ) = c(P)c(Q).

2/ Montrer que si & € Z[X] est irréductible dans Z[X], il est irréductible dans Q[X}.

3/ a) (Critére d’Eisenstein). Soit P = 0, X" + -« + 4, X + ay € Z[X]. On suppose qu’il
existe un nombre premier p tel que -

(¢) Yk, 0<k<n-1,pla (#1) pfen (3#8) P} a.

Montrer gue P est irréductible dans Q[X].
b) Application. Soit p un nombre premier et (X )= X?~! 4 ...+ X + 1. Montrer qne &

est irréductible dans Q[X].

Solution. 1/ a) 5i « € Z, on note T sa classe dans Z/pZ. 51 P = a, X"+ - -+ ;1 X + g € Z[X],
on note P = TG X" 4 -+ @ X +un Z/;:Z[X]‘ 5i p divise tous les coefficients de P}, or a, avee
ces notations : PQ = P.Q = 0. Comme Z/pZ est intégre, Z/pZ[X] est intégre. Done P = 0 ou
Q =0, 4’01 le résultat.

Remurgue : on peut également résondre cette (uestion “a la main”, sans passer par Z/pZ (mais

c’est tellement plus élégant comme on I'a fait).
b) Soient P,Q € Z{X]. Il est clair que P, = H}’_JP et Q, = alan € Z[X], et on a () =

c(Q1) = 1. 8i (P Q1) > 1, alors il existe un nombre premier p divisant o(P1@Q,). D’aprés 1/a),
on a done p | e(Py) ou p| (1), ce qui est absurde. Done «(P1Q,) = 1, ce qui entraine ¢(PQ) =

o P)e(Q)e(PiQ) = o( P)e(Q).
2/ Supposons @ réductible dans Q[X]. 1l existe P,Q € Q[X] tels que ® = PQ avec 1 < deg(P)
et 1 < deg(Q). Solent «, 7 € N* tels que Py = P et (1 = AQ € Z[X]. On a afd = P1Q donc
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P !

aft - o(®) = e{Py)e(@1) d’aprés le lemme de Gauss. Posons Py = ;rpyPr et Q2 = 7oy @1 Ces
polynémes sont a coefficients entiers. Par ailleurs, «f® = el P e(Q ) PeQe = aff - e(B) Q. i
Py = o(®)Py, on adone @ = P3Qa avec P, Q2 € Z[X] et 1 < deg(P3), 1 < deg(@2). Ainsi,
le polyndme @ est réductible dans Z[X], ce qui est absurde. Finalement, & est irréductible dans
Q[x}
3/ a) Supposons P réductible dans Q[X]. D'aprés la question précédente, @ est réductible dans
Z[X] et donc il existe Q, R € Z[X] tels que P = QR, avec a = deg(Q) > let b= deg(R) 2 L.
Dans Z/pZ, on a, d’aprés les hypothéses, P = a7 X". Ectivons @ = i o i X et R = S X
Dans Z/pZ[X], on a P = QR done T, X™ = @R, donc @ = TX® et R = 7X*. Ceci entraine
Jo=Fp =10 doncp | et p| ro, donc 7 | qore = ay, ce qui est contraire aux hypothéses,
Finalement, P est irréductible dans Q[X}.
b} On aimerait bien utiliser le critére d’Eisenstein, mais comment faire ? 1l suffit de considérer
(X +1).0Ona(X - 1)B(X)=XP —1done XP(X +1)=(X +1)F -1, d’of1 on tire
P
BX+1) =) Cpx*-L

k=1
1l est maintenant facile de vérifier que ®(X + 1) satisfait les hypothéses du critére d’Eisenstein
avec le nombre premier p (rappelons que si pest premier et si 1 <k <p—1, alors p | C:), donc
(X 4 1) est. irréductible dans Q[X]. Donc $(X) est irréductible dans QLX)

Remargue. Le résultat 3/ b) est un cas particulier d'un résultat général concernant les
polynémes cyclotomiques (voir le probléme 9, page 92).

2. Fonction polynéme, racines d’un polynéme

Dans toute cette section, K désigne un corps commutatif.

2.1. Fonction polynéome

Soit A une K-algdbre (rappelons qu’une K-algibre est un K-espace vectoriel muni d’vn
produit interne — noté ici multiplicativement — faisant de 4 un anneau et tel que si A € K,
et z,y € A, alors M(zy) = (Ax)y = =(\y)) non nécessairement commutative (typiquement
4 =K, A =KX]on 4 = M,(K)). Pour tout F = ¢y + @, X +-- 4 a,X" € K[X], on note
F D'application
P A4 * E aet.

i=l
— 5i F,GEK{X],onaF+G=f+éet FG = FG.
— §i A = K[X], on note FoG = F(G). Pour toute K-algébre A, on a alors FoG =
Fo@G,
Remarque 1. Lorsqu'il 'y aura aucune ambigiiité, la forction polynéme & — F(x) sera
notée  +— F(r). :

2.2. Racines d’un polynéme

DEFINITION 1. Soit F € K[X] et L une extension de K. On dit que a € IL est une racine
(ou un zéro) de F si Fa)=0.

PROPOSITION 1. Soit « € K et F € K[X]. L’élément a est une racine de F si et seulement
st X — a duvise F.
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DErINITION 2. Soit F € K[X], a € K et & € N*. On dit que a est une racine d’ordre h de
Fsi(X—a)t | Fet (X -—att}F.

ProrosITION 2. Soit F € K[X] et uy,...,a, € K des racines de F d’ordre hy,...  h, (les
a; étant deuz a deur distinels). Alors il existe @ € K[X] tel que

F(X)=(X-a"- (X —a,)"Q(X) et Vi, Qa)) #0.

Conséguence, S5i F € K[X] est de degré n > 1, alors F a au plus n racines {comptées avec
leur ordre de multiplicité).

Rerargue 2. Attention ! La proposition précédente est fausse lorsque ’on remplace le corps
K par un annean. Par exemple, dans Z /8Z, le polynéme F = 4X € Z/8Z[X] a 3 racines
0,2 et 4, mais deg(F) = 1.

ProposiTiON 3. Soit F € K[X] tel que pour tout x € K, F(z) = 0. Si K est infini, on a
F=0

Remargue 3. 5i K est fini, le résultat précédent est faux. Par exemple, si on note ay,... , @,
les dléments de K, le polynome F = (X — ;) ---(X — «,) est non nul et pourtant tous les
éléments ¢ de K vérifient P(z) = 0. Il ne faut donc pas confondre polyndme et fonction
polynéme. Par contre, si K est infini, la proposition précédente nous dit qu’il y a bijection
entre K[ X] et les fonctions polyndme de K dans K.

DEFINITION 3. Un polyndéme F € K[X] est dit scindé {ou dissocié) sur K si on peut écrire
F =X —a) (X —a)r
avec A € K et pour tout 7, ¢; € K et h; € N*.

Remargue 4. Deux polyndémes F et (7 de K[X] scindés sur K sont premiers entre eux si et
seulement s'ils n’ont ancune racine commune.

THEOREME 1 (RELATIONS ENTRE COEFFICIENTS ET RACINES). Seil un polynéme P =
G X"+, X" ka1 X +a, € KIX] aver ag £ 0, scindé sur K : P = ao(X —
)+ (X — 2,). Alors pour toul p, L < p < n,

@, = Z *:, i, =(— 1)’D

1€iy€ -~ <ipsn @

En particulier

1)
. . ay _ . _ iz _ n%n
0'1—2 Fg=——, (3= Z il = —a0g = H "( 1) _‘
i=1 2y

&g

2.3. Dérivation dans K[X]

DEFINITION 4, Soit F = @y + 6 X + -+ + 4. X" € K[X]. On appelle polyndme dérivé de
F le polynome F' = a, + 2a,X + - -na X" L.

Remarque 5. - 5i F est constant, F' = 0. La réciprogue est vraie si K est de ca-
ractéristique 0, fa.llsse en caractéristiqne non nulle {(par exemple st F = X + ie
Z/2Z[X),on a F* = 2X = 0 et pourtant F n’est pas une constante).

— Les régles de dérivations de somme, produit et composée pour les polyndmes sont
identiques anx régles de dérivations nsuel]ps sur les fonctions dérivables. P’ailleurs,
sur R{X], la fonction polynéme dérivé coincide avec la dérivée de la fonction
polyndéme.
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TaEOREME 2 (FORMULE DE TAYLOR). Si le corps K est de caractéristique nulle, tout
polynéme F de K[X] de degré inférieur ou égal & n vérifie

+ & n
_.._ﬂ_.._F( )( a).

vaex, F(x)=F@)+EUr@y -
On en déduit

THEOREME 3. Si le corps K est de caractéristique 0, et si F € K[X), F # 0, alorsa € K
est racine d'ordre h de F si et seulement st

(i) Vi,0<i<h—1, FOa)=0 (ii) F®(a)#0.

Remargue 6. ~Lecasde F = X% ¢ Z/3Z[X] et ¢ = () montre que ceci est faux en
caractéristique non nulle (a est racine d’ordre 3 de F et pourtant F®)(a) = 0).
- Le résultat du théoréme reste vrai en caractéristique quelconque pour caractériser
les racines stmples. Plus précisément, on a le résultat snivant.
Si FeKX)], F#0, et si a € K, elors a est racine simple de F st et
seulement st F(a) =0 et F'(a) # 0.
En effet. 8i F = (X - &)@, alors F' = G + (X ~ a)G” done F'(a) = G{a) et on en
déduit facilement le résultat.

2.4. Polynémes d’interpolation de Lagrange

Soient ay,...,6, € K, deux & deux distincts, et b,,...,b, € K. Nous allons prouver

qu’il existe un unique polynéme F € K[X], deg(F) < n — 1, tel que Vi, F(a;) = b;.

- FEristence. Pour 1 < i < n, on pose

(X —a1) (X —aioa)(X —tiqa)- (X — y)

(i — @1) -~ (0; = g}t — thiga) -+ (@i — @n)

{les polyndémes F; s a.ppe]lent des polynémes d’interpolation de Lagrange). On a
Fi(a;) = 1 et pour tout § # i, Fi(e;) = 0. §i F = T, biF;, on a alors Fa;) =
b;Fi(a;) = b; pour tout £ et comme deg(F) < n — 1, F convient.

— Unicité. Supposons que F et G convienrent. On pose H = F — G. Pour tout
i1 <i<mona Ha)= Fla)—- G(a;) = b; — b = 0. Le polyndme H a
donc au moins n racines. Or deg{H) < » — 1, donc d’aprés la conséquence de la
proposition 2, H = 0, c'est-a-dire F = G,

F. =

Remargue 7. Nous allons donner une autre expression de F, souvent utile dans la pratique.
Posons ® = (X — ay)- (X ~ a,) et pour tout ¢, 1 < i £ n, $; Je polynéme tel que
= (X — a;)}®;. Par dérivation, on obtient &' = ®; + (X — a,)®} et donc d'(a,) = &,(a:),
d’ot on tire
B(X) __ ¥(X)
= lonc F(X)=®(X
Bu(w) (X —a)Bla) o ( ) E (X - ai)‘?’ (a)

2.5. L’anneau quotient K[X]/(P)

Fi(X)=

Notation,
— $i P e K[X], on rappelle que (P) désigne 'idéal (P) = {PQ, @ € K[X]}.
— Si A, B € K[X], on note A = B (mod P) lorsque A — B € (P).
Soit P € K[X], P # 0. Comme {P) est un idéal de K[X], le quotient K[X]/(F) définit
une structure d’anneat (voir la partie 3.2 du chapitre I). Si 4 € K[X], 1a classe de A dans
K[X])/(P) est A= A4 (P)= {4+ PQ, Q € K|X]}. On a par aillenrs

A=B < A=B (mod P) < P|(B-A).
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THEOREME 4. Soit P € K[X], deg(P) 2 1. Alors K[X]/(P) est une K-algébre de dimen-
sion finie n = deg(P). 51 on note 2 = X, In famille (1,2,...,2""!) en est une base.

Démonstration. L'annean ¢uotient K[X]/(P) est évidemment une K-algébre. Montrons que la
famille (1,z,..., 2"~} en est une base.

- Clest une famille génératrice. En effet. Soit 4 € K[X]. Il existe @, R € K[X] tels que A =
PQ+ R avec deg(R) < n = deg(P). Donc 4 = R & Vect(l,z,...,z""").

- C’est une famille libre. Si wg + €17 + - + ap_12*~! = 0 , alors le polynome A = ap +
@ X 4 -+ an_1 X" vérifie 4 = 0. Donc P | A, et comme deg(4) < deg(P), on a A = 0, donc
ap=ay=...=a,_1 =0. |
PROPOSITION 4. Soit P € K[X], deg(P) > 1. L'anneau K[X]/(FP) est un corps si et
seulement si P est irréductible.

Démonstration. Condition nécessaive. Si P est réductible, alors il existe Q et R € K[X] tels que
P=QR, avec 1 < deg(Q) < deg(P) et 1 < deg(R) < deg(P). Donc 0= QR avec Q £ 0 et R#0,
ce qui est absurde puisque K[X]/{P) est un corps par hypothése. Done P est irréductible.

Condition suffisanie. Supposons P irréductible. Soit 4 € K[X], A # 0. Le polynéme P ne divise
pas A et P étant irréductible, P et A sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bezout, il
existe U,V € K[X] tels que UP + VA = 1, d'ott VA = 1. Done A est inversible, et ceci dés que
A # 0. Finalement, K[X]/(P) est un corps. O

Remarque 8. Noter ’analogie de ce résultat avec celuj du chapitre I, partie 1.2, proposi-
tion 10 — page 9 (¢’est normal, les propriétés arithmétiques de Z et de K[X] sont sem-

blables. }

2.6. Corps des racines d’un polynéme

Toutes les extensions de corps considérdes dans cette sous partie seront commutatives.
Notation. SiL est nne extension de corps de K, pour tout A C L on note K(A) le plus petit
sous cotps de L contenant K et A (il existe, c’est 'intersection des sous corps de L contenant
K et A). Lotsque A = {a;,---,,} est fini, on note souvent K(A) = K(a,,...,a,) pour
alléger les notations.

Remargue 9. Si A et B sont denx parties de L, on a facilement K(A)(B) = K(A U B}.

PROPOSITION 5. Soit P € K[X] srréductible duns K[X]. Il existe une extension L de K
telle que P admeite une racine & duns L,

Démonstration. D’aprés la proposition 4, L = K[X]/(P) est un rorps. L'injection canonique ¢ :
K — L a+— & (c’est une injection car deg(P) > 1) permet d’idenfifier les éléments de K et
de »(K). Ainsi, L apparait comme une extension de K En posant z = X € L, on voit que
P(z)=P=0. a

THEORRME 5. Soit F € K[X], deg(F) > 1. Alors il eriste une ertension L de K sur
laguelle le polyndme F soil scindé,

Démonstration. Nous allons procéder par récurrence sut » = deg(F}. Pour n = 1, c'est évident.
Supposons le résultat vrai jusqu’s » — L et montrons le pour 7. Soit & un facteur irréductibie
de F, et H tel que F = GH. D’aprés la proposition précédente, il existe une extension Ly de K
dans laguelle 7 admette nne racine a;. On pent écrite G = (X —a)&, avec &) € Ly[X], et done
F = (X —a))F; avec F; = G\ H € L1[X]. Comme deg(F]) = n— 1, il existe d’aprés I’hypothése de
récurrence une extension L de L, telle que Fy soit scindé sur L. Dans L[X], F est done scindé. O
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Remarque 10. Une telle extension L de K dans laquelle F soit scindé s’appelle un corps
de dissociation de F. Dans ce corps, on peut écrire

F=MX-u) (X -d,)

ot A € K et ol les «; sont dans L. Le corps L; = K(a,,...,a,) est le plus petit sous
corps de L sur lequel F soit scindé. On peut montrer que I, ainsi défini est unique a
un isomorphisme prés (I'unicité n'est pas immédiate car il n’y a pas unicité du corps de
dissociation L). On ’appelle corps des racines du polynome £.

DEFINITION 5. Un corps K est dit algébriquement clos si tout polynéme de K{X] de degré
> 1 a au moins une racine dans K.

Remargue 11. Une récurrence immédiate sur le degré montre que si K est un corps al-
gébriguement clos, tout polynome de K[X] est scindé sur K

- On peut montrer que tout corps K admet une extension L algébriquement close (théoréme
de Steinitz). La plus petite extension L vérifiant cette propriété est unique a un isomor-
phisme prés, et on appelle cldture alyébrique de K. Nous ne démontrerons pas ce résultat.
On a cependant le résultat suivant.

THEOREME 6 (THEOREME FONDAMENTAL DE L'ALGERRE). Le corps C des nombres com-
plezes est algébriguement clos.

Remarque 12. Ce théoréme est démontré au probleme 4 (page 86) par deux méthodes
différentes.

- Le théoréme fondamental de 1'algéhre entraine que les polyndmes irréductibles de ({.X]
sont de degré 1. On montre gue les polynomes irréductibles de R[X] sont les polyndmes
de degré 1 et les polynomes de la forme X ? 4 bX + ¢ avec b* — dac < 0.

2.7. Exercices

EXERCICE 1. Montrer qu'un corps fini n’est pas algébriquement clos.

Selution. Soit K = {u,...,as} un corps fini. Le polynéme P = 1 4 (X — a3} --- (X —an) € K[X]
vérifie P(a;) = t pour tout . Donc P n’a pas de racine dans K, et K n'est pas algébriquement
clos,

EXERCICE 2. a) Si » € N, n 2 2, factoriser P, = (X 4 1)* — (X -~ 1)" dans apqf
b) En déduire pour tout p € N* la valeur de

4 kr . kx
]
t . .
2 oot (2p+ ) e I cor (2;»+1)

i=1

Solution. a) Il 8’agit de trouver les racines de Py. On écrit

P)=0 & (z4+1)"=(z-1)" == (zii) =1

z~1 = C?ikx[n_
z+1

— 3k, 0<k<n-1,
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Le cas £ = 0 est & exclure car on ne pent pas avoir % =181 <k < n~1I I'dquation
' i —ikx/n

Z-l-l (BkEIn dcr . elikm/n B gikxfn o =i . - i

TTiT 7 s'écrit aussi 7 = SR ] = e etk T —tcot -/ Finalement, on

a

k
Pa(z) =0 & W, 1<k<n—-1 | z:—icot.(f),

On a tronvé n — 1 racines distinctes de P,. Le mondme de plus haut degré de P, étant 2nX™~1,

P, est de degré n— 1 et
n—1
kT
= X+i — 1.
P, Jn”[ +tcot(n)]

k=1

r
b) Posons 5 = Emt2 ( G 1) La relation de symstrie

k=1
((2p+l—k)1r mt( kw )
2r+1 ’ 2p 41

2p

k . kx
permet d’affirmer que § = 5,/2 ol §; = ,,Z_lmtz (5_—:—-}-) Notons up = —icot (W) les
racines de Pypyq. Comme ’

Prpr1(X) = 2(2p + DX +2C5,, X% +

les relations entre coefficients et racines montrent que

2p 3 9 — 1
= E =0 el o2= E R = I+l =p( d )
k=1

1<h<i<ap 2r+1 3

Donc

1 1 1 2
S=—53=—§¥u§=—§(6 j) P(p )

— Par ailleurs, le terme constant de Pi1 est 2. Son coefficient dominant étant 2(2p+ 1), on a

172 a /2
L k 20 kr 4 1
f = J({=1 = = .
kl;-[lco (21:+1) ( )P’:I:Ilc°t(2p+1) ,‘1__-_11“" VDT 1

EXERCICE 3. a) Montrer que pour tont € N, » > 2, le polynome

1

F, =1 -i- X + = X Ty =X"
2/ n!

n’a que des racines simples dans C.

b) Montrer que pour tout n > 2, le polynéme P, = X™ — X +1 n’a que des racines simples

dans C.

Solution. a) Supposons yue P, ait wne racine multiple 20 € C. Alors F,(z0) = Pr(20) = C et
comme P4 = P,_y, on a Pa_s{zs) = 0, done 2zt /n! = (P =~ Pp1}ze)} = 0 dolt zo = 0. Ceci
entraine Pn(z0) = Pa(0) = 1 # 0, ce qui est absurde. Le polynéme P, n'a donc que des racines
simples dans C.
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b) Supposons ue F, ait une racine multiple zo € C. Alors Pa(z0) = Fr(ze} = 0, c’est-a-dire
P wzg+l=nz) ' =1 =0 Doncz] —2+1=0etz = zfn, dob 20(l/n~-1)+1=0,
c'est-a-dire zg = nf(r — 1). Ceci entraine

n a1
1) —-1>n-12>0,

Pz} = nzf l-1=a (n

ce qui est absurde. Le polynome P, n’a donc que des racines simples dans C.

EXERGICE 4. 1/ Soit P € Q[X]irréductible dans Q[X]. Montrer que P n’a que des racines
simples dans C.

2/ (Deux applications) a) Seit P € @{X] un polynéme ayant une racine A € C d’ordre de
multiplicité p > deg(P)/2. Montrer que A € .

b) Soit P € Q[X], deg(P) = 2n + 1 avec n € N*, tel que P admette une racine d’ordre n.
5i n > 2, montrer que P admet une racine dans Q.

Sofution. 1/ Il suffit de montrer d’aprés le théoréme 3 que P et P’ n’ont aucune racine commune,
ve qui équivaut (voir la remarque 4) A montrer que P ef P’ sont premiers entre enx dans C{X], ce
gui n’est qu'un cas particulier du résultat plus général suivant (d’ailleurs utile!).

LEMME. Soil K un corps commuiatif, L un surcerps commutatif de €. Soient P

et ) € K[X] deuz polynomes premiers entre cus dans K[X]. Alors P et Q sent

premiers entre ent dans L[X].
En effet, cela provient de ’égalité de Bezout. Il existe U et V € K[X] tel que UP + V@ = 1,
égalité qui reste évidemment vraie dans L[X], d’oii le lemme. Maintenant le polynéme P étant
irréductible dans Q[X], P et P’ sont premiers enfre eux dans Q[X] (car deg(P’) < deg(P)) donc
dans CX] d’aprés le lemme précédent.
2/ a) Soit P = aPy-. P la décomposition de P en facteurs irréductibles de Q[X]. Parmi
P,,. .,P:, il ¥ a r polynémes dont X soit racine, par exemple Py,... ,F.. 5i A € Q, comme
Py, .-, P, sont a coefficients rationnels, on a deg(P;) > 2 pour 1 < i < 7. Or d'aprés 1/, les F;
étant irréductibles, A est racine simple de P pour 1 < i < r. Donc g = r. Donc

k r
deg(P) = deg(R) > ) deg(Fi) 2 2r =ip,
i=] izl

ce qui est contraire aux hypothéses car s > deg(P)/2. On a donc forcément A € Q.
¢) Par hypothése, il existe une racine A € C d'ordre n de P. Supposons que P n’ait aucune racine
dans . Alors dans la factorisation de P en facteurs irréductibles de Q[X], P = aFy - - Fi,ona
deg(F;) > 2 pour fout 1.

Parmi Py,..., P, il y a r polynomes dont X soit racine, par exemple Py,...,P. D’aprés 1/,
les P; étant irréductibles, A est racine simple de P, ponr 1 < i <». Donc r = n.
-Onak=n. Eneflet. Sik>n,slors

k n
In+1=deg(P) =Y deg(P) > D deg(P) > 2m,

i=1 i=1
donc .
deg(Pe) <D deg(P) = 3 _deg(P) < (2n4 1) =20 =1,
i=1 i=1
ce qui est absurde car on a vu deg(F:) > 2.

- Donc P = aPy--- P, Le degré de P étant impair, il existe un peolynéme F; de degré impair, par
exemple deg(P)) impair. Comme de plus deg(P;) > 2, on a deg(P) > 3.
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— 11 existe un polyndme F; de degré 2 (sinon pour tont ¢, deg(P;) > 3 donec 22+ 1= deg{ P) =
T, deg(F;) > 3n, absurde car n > 2), par exemple deg(P2) = 2. Effectuons 1a division euclidienne
de P, par P, : P, = QP2 + R, avec R € Q[X] et deg(R) < deg(P;) = 2. On a R # 0 car P est
irréductible et deg(Py) > deg{P2). Or A est racine de R (car Py(A) = 0 = QA P(A)Y + R(A) =
R()), donc comme R # 0 et deg(R) < 1, on en déduit A € Q, ce qui est contradictoire, Le
polynéme P admet donc au moins une racine rationnelle.

Remargue. Sin = 1, le résultat 2/b) est faux {prendre par exemple P = X -2,

EXERCIGE 5. Déterminer les polynimes P non constant de C{X] vérifiant

P(X?) = P(X)P(X +1). )

Solution. Sait P & C[X] vérifiant (¥) avec deg(P) > L. Soit o une racine de P.

Comme P(a?) = P(a)P(a+1) = 0, o? est nne racine de P. En itérant le procédé, on voit que
o2 at, ..., a%",... sont des racines de P. Le polynome P n’ayant quw’un nombre fini de racines,
on doit avoir

a=0 ou |al=1 (»x)

D’apres (*), P[(« — 1)?} = P(e — 1)P{a) = 0, donc (v — 1)* est une racine de P. D’apres **.
on doit avoir [(a — 1)%[ = 0 ou (e — 1)* = 1, c’est-a-dire

a=1 ou |a-1{=1 {#kk)

D’aprés (**) et (***), on a soit (i) a = 0, soit. (i) « = 1, soit (i) fa - 1] = |a] = 1. On vérifie
facilement que la condition (iii) s’écrit aussi & = 1+ j on a = 14 §% ol § = exp(2in/3). Ot
(ar = 1)? est une racine de P donc d’aprés (**), [{« — 1) — 1] € {0,1}, et comme 52 -1 > lei
[(7%)2 — 1| = |j — 1| > 1, on voit que les solutions (ii1) ne conviennent pas.

Nécessairement, on a done « € {0, 1}. Ainsi, le palynéme P est. de la forme P = AX?(X — 1)7,
A € C. Comme P vérifie (*), on a

AXP(XE 1) = X2XP(X ~ D)X + 1P X7,
d'oit on déduit p=get A= 1.

Réciproquement,, si P est de la forme XP(X — 1), on vérifie facilement que P vérifie (*). Les
solutions sont donc les polyndmes de la forme XP(X — 1), p € N*.

EXERCICE 6. a) Soit P € C{X], deg(P) > 2. Montrer que les racines de P’ appartiennent
 I’enveloppe convexe des racines de P.
b) Que dire sur les racines de P’ si P € R[X] a toutes ses racines réelles?

Solution. a) Soient ay,...,a, les racines de P, comptées avec lewr ordre de multiplicité, de sorte
que si § désigne le coefficient dominant de P, P = #{X —a1}---(X —@p). Ona facilement

P’(X)_ i 1
PX) ;X—a;'

Soit a une racine de P*. Si « est une racine de P, le résultat est évident. Sinon

P'a) 2 1 2.oaE—
0= P(a) - z; a—w; ; le — ae]*’

i=
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et en passant aun cohjugué

b T T
a— & 1 a;
—2_—0 d - = N
o=l =0 (Z I«-«fl?)“ L

d'ol1 le résultat.

b) D’aprés a), les racines de P’ sont réelles. On a méme plus de renseignements sur leur localisation.
Soient a1,... ,ap les racines de P avec ) < --- < @y, d’ordre de multiplicité ay, - - -, op, de sorte
que si 7 est le coefficient dominant de P, P = B(X —a))% - (X — a,)*. D’aprés le ihéoréme de
Rolle, pour tout 5 € {1,...p— 1}, il existe b; € la;, a;41[ tel que P/(:;) = 0. On a ainsi trouvé p—1
racines de P’.

— Pour tout i tel que ay > 2, a; est racine de P’ d’ordre de multiplicité u; — 1 (voir le théoréme 3).
Comptées avec leur ordre de multiplicité, on a ainsi localisé (p— 1)+ 1=y (ai—1) = (3, @) -1 =
deg(P)— 1 = deg(P’) racines. On a donc localisé toutes les racines de P ce sont les b; € Ja;, aigi]
et les a; tels que a; > 2.

EXERCICE 7. Donner la forme des polynémes P € R[X] scindés sur R, de degré n > 2, &
racines toutes distinctes ¢; < a; < -+ < a, tels que

Vi,i<i<n-1, P‘(%):U. (+)

Solution. Nous allons montrer que les polynémes vérifiant a condition sont ceux de degré 2. Si
P = a(X — ay)(X — ag) est de degré 2 (avec a; < ag et « ER}), on a P = af2X — a1 — a3} donc
P vérifie la condition (*).

Si maintenant P = o[ro (X = &) est de degré n > 3 (@ < - < 8n, @ # 0), on derit
P={X —a1)(X — a2)Q avec @ = a[[{_4(X — a;). Par dérivation, on obtient

P{X) = (2X = a1 — e2)Q(X) + (X — (X — a2)Q(X).

Si P vérifie (*), on a donc Q(2:£%) = 0, ce qui est impossible car

- Si deg(Q) = 1, Q' est une constante non nulle.

— Si deg(Q) > 2, Q' s’'annule au moins nne fois sur chaque intervalle lai,aipaf(2 <i<n-1)
&’aprés le théoréme de Rolle, donc { a an moins n — 3 racines distinctes dans l'intervalle
lag, a,[. Comme deg(Q'} = » — 3, on en déduit que toutes les racines de Q' sont dans
Ja2, Ga[ et comme 2322 ¢ Jas, ua[, on aboutit & une contradiction.

EXERCICE 8 (PRINCIPE DU MAXIMUM). Soit P € C[X] un polyndme non constant. Soit
r > 0. Montrer
Yo € G, lzll’ < |P(ZU)| < |5}ll) IP(Z)I
2| =r

Soelution. Tout découle du résultat snivant.

LEMME. Ve €C, Yo > 0, I €T, |b—~ 6| < p ted gue |P(b)| > [P(a)|.
En effet. Quitte & multiplier P par ¢¥ avec 9 € R bien choisi, on peut supposer P(a) € R+, Soit
QX)=P(X +ap=37_ X (n=deg(P)).Onage=0Q(0) = P(a) e R*. Par ailleurs, ¢5 # 0

i=0

de sorte que k = inf{i, 1 < i < n, ¢ # 0} existe. On peut écrire

Q(2) = qo + 25 + p(z))  avec !1_1'1(1190(;) =0
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1l existe p', 0 < p' < ptel yne ¥z € C, |z| < ¢, |p(z)| < 1/2. Ecrivons ¢; = |gele’®, @ € R. Soit
zo=pge~ % OnaQ(zn)=q+ ta:l2[1 + ©(20)), donc comme gp € RY

k ¢ 1 Fs 1 i
1QCzo)t > lgo + laal#’ ™1 = liga o (2ol 2 o + laelp’™ = Slaale”™ = g0+ Slawle™ > go = [QO)].
3 2

Sid=a+ 2, onadone b —a] =g < pet |P(B) = |Q(20)] > IQO)} = |P(a)], d’0i le lemme.

Montrons maintenant le résuliai demandé. L'ensemble € = {z € C, |#| < r} est compact, ei
I'application z +« |P(z)} étani conlinue

3z €€, ol <n, |P(1)| = up (P(z}]- ()

8i ]z} < r, le lemme entraine Pexistence de 23 € C, |z2| < r el que |P(z2)| > |P(z1)], ce qui
est absurde d’aprés (*). Donc |z1] = r et done supyc, [P(2)| = supy_, |P(z)], d’ob : Si 20 €
|20k < v, {P(20)] < SUP,<, |P{2)] = sup| =, [P(2)}

Remarque. Ce résultat sera généralisé au tome d’analyse (voir le chapitre sur les fonctions
de plusieurs variables).

— Plus généralement, le lemme permet également de montrer que pour tout compact & C G,
a
on a: ¥z €, {P(zu}] < suP,epcy |P(2)| ot Fr(C') désigne la frontiére de C.

ExercICE 9. Soient ¢, a3, - -, 4, » entiers distincts.

a) Prouver que P = (X — a;)}(X ~ a3) ---(X — ¢n) — 1 est irréductible dans Z[X] (c’est-
a-dire que si P = FG avec F,G € Z[ X}, alors F ou G est constant).

b) Prouver que P = (X — ¢,)%(X — a3)*---(X — 6,)* + 1 est irréductible dans Z[X].

Solution. a) Supposens P réductible dans Z[X]. Il existe denx polyndmes F, G € Z[X], deg(F) < n
et deg(G) < n, tels que

P(X)= (X — a1}(X — ag}- - (X — a5) = 1 = F(X)G(X).

Pour toui i, 1 < i < 0, on a F(a;)G(4;) = —1 (¥). Comme F et G sont & coefficients entiers,
F(a;} et G{a;) sont entiers. Avec (¥}, on en déduit que pour 1 € i < n, Fla;) = —G(a;) = £1. Le
polyndme F+( g’annule done aux points a;, 1 € i < n. Or deg{ F+G) < sup{deg(F), deg(G)} < n,
ce qui entraine la nullité de F + G. Donc F = —G, d'on P = —F2, Cetie derniére égalité est
impassible puisque P est unitaire et que —F? ne V’est pas. D'oit le résultat.

b) Supposons P réductible dans Z[X]. Il existe F, G € Z[X], deg(F} > 1 et deg(G) > 1, tels que
P=(X—a1)XX —az)? (X —an)? + 1 = F(X)G(X).

On peut supposer F et G uwnitaires (1'égalité précédente entraine que les coeflicients dominants
de F et G sont éganx tout deux soit a 1, soit & -1), Soit k = deg(F), £ = deg{G), de sorte que
k+£=2n.

La forme de P momire que pour tout réel &, P(2) > 1. Ainsi, P ne s’annule pas sur R, il en est
donc de méme de F et G ¢ui alors gardent un signe constant sur R. De plus F et 7 sont unitaires
et prennent donc des valeurs > 0 sur .

Pour tout i, 1 < § < n, F(a;)G(a;) = 1 (#+). Comme de plus F{a;) et. G{a;) sont. entiers et
positifs, on en déduit que ponr tont ¢, Fe;) = G} = 1.

Si k = deg(F) < £ = deg((7), alors k < n. Or pour tout 1, F(w;) = 1; autrement dit, le polynome
F =1 s’annule en n points donc est nul (son degré est < n). Finalement F = 1, ce qui est absurde
car deg(F) > 1. De méme l'inégalité £ < k est impossible. On a donc deg(F) = deg(G) = n.

D’aprés (**), pour tout i, 1 < i < n, F{4;) = ({e;). Le polynéme F - G s’annule donc en n
points. Or deg(F—G) < n—1{F et (7 sont de degré n et sont tont deux unitaires), donc F—G = 0.
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Donc F = . Finalement, on a P(X) = F(X)?, ¢’est-h-dire F(X)* - (X - M) (X —ap)=1
ou encore

F—(X—a) (X —a[F+(X=-ar) (X —an)] =1,
égalité impossible & réaliser. Le polynéme P est done irréductible dans Z[X].

Remargue. On peut également montrer que (X — a)* - (X - a,)* + 1 est irréductible
dans Z[X], mais c’est plus difficile.

- En fait, les polynémes exhibés sont irréductibles dans Q[X}. En effet, d’aprés le lemme de
Gauss (voir exercice 4 de la partie 1.4 — page 58) que tout polynéme de Z[X]irréductible
dans Z[X] est irréductible dans Q{X].

EXERCICE 10 (QUELQUES POLYNOMES IRREDUCTIBLES). Si F = aq + & X+ a, X" €
Z[X), on note (pour p € N*), F =G+ HX + -+ T X" € Z/pZ[ X} ol pour tout i, &
désigne la classe de a; dans Z/pZ.

1/ Si P € Z[X], unitaire, est tel que P e Z/pZ[X] est irréductible dans Z/pZ[X], montrer
que P est irréductible dans Z[X]. La réciproque est elle vraie ?

2/ Montrer que # = X¢ + X + 1 est irréductible dans Z[ X}

3/ Soit p € N" un nombre premier et F'= X? — X -1 € Z[X]. _
a) Soit o une racine de F dans le corps des racines de F. Montrer que les racines de ¥

sont exactement a,_t_x-}-T,-—— ,ja+p— L.
b) En déduire que F est irréductible dans 2 /pZ[ X], puis que F est irréductible dans Z[X).

Solution. 1] Clest immédiat. 8i P = FG avec F,G € Z[X], unitaires, alors P = FG dons
Z /pZ[X]. Comme P est. irréductible dans Z/pZ{X], ceci entraine deg(F) = 0 ou deg(G) = 0. Les
polynomes F' et G éiant unitaires, on a deg(F) = deg(F) et deg(G) = deg(G) et donc F ou G est
constant, ce qui prouve lirréductibilité de P dans Z[X}. (P est alors irréduetible dans Q[X], voir
1.4 exercice 4). La réciproque est. fausse. Par exemple, P = X 2 . 2X —1 est irréduciible dans Z[X]
et pourtant P n’est pas irréductible dans Z /2Z[X].

2/ On va montrer que T est; irréductible dans Z/2Z[X], ce qui prouvera le résultat en vertu de 1/.
Supposons F = PQ avec P,Q € Z/22X], deg(P) > 1, deg(Q) > 1.

Le polynome F n’a aucune racine dans Z/22, donc deg(P) = deg(@) =2.

Le coefficient dominant. et le coefficient constant de F étant égaux 3 1, P et Q sont nécessairement
de la forme

P=X’+aeX+T et Q=X24+bX+1T, a,beZ/2E.
DoncF= X4+ X4+T=PQ=X'+(a+ X3+ X} + CZ+a+ HX* + 1, et donc le coefficient
de X® est égal & celui de X dans F, ce qui est absurde vue la forme de F.
3/ a) Notons K le corps des racines de F, o une racine de F dans K. Le corps K étant de
caractéristique p (ear surcorps de Z/pZ), on a
Vr €K, F(z) = Fz) - Fla) =a* —o® — (v - a) ={z—a)’ —(z—a)

(pour se convaincre de la dernitre égalité, développer {x — o) pat la formule du bindme et utiliser
le fait que p | C si1 <k < p—1). Donc € K est une racine de F si et seulement si x — o est une
racine de X? — X, ¢’est-a-dire si ot seulement si #— o € {0,1,... ,p— T} {les racines du polynome
X? = X sont 0,T,...,p— I en vertu du théoréme de Fermat).
b) Soit G un factenr irrédnctible unitaire de T dans Z/pZ{X). Notons & = deg(G). D'aprés la
question précédente, les racines de (7 dans K sont de la forme a+ay, - - - , @+ ol les a; sont dans
Z/pZ. De plus G étant unitaire, le coefficient du mondme de degré k — 1 de G esi au signe prés la

somme de ses racines. Comme G a ses coefficients dans Z/pZ, on en déduit que T (et )€
Z/pZ, et comme les u; € Z/pZ, ke € Z/pZ. Ot o ¢ Z[pZ {sinon Flo)=(of =)+ 1=T#0).
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Le fait que ko € Z/pZ entraine done que & = 0 et done k = p puisque 1 € ¥ < p. Donc G est de
degré p ce qui entraine que F = (7 est irréductible dans Z/pZ. Done F est irréductible dans Z[X]
d’aprés la guestion 1/.

3. Fractions rationnelles

Dans toute cette partie, K désigne un corps commutatif.

3.1. Généralités
L’annean K[X] étant intégre, son corps des fractions existe hien. On le note K(X).

ProrosiTION 1. Soit F ¢ K(X),F # 0. On peut écrire F = P/Q avec P et Q € K[X), Q
unitaire, P et ¢ premiers entre euz, et ceci de maniére unique, L'écriture P/Q s’appelie
la forme réduite de F.

DErinITION 1. Soit F € K(X), F # 0, F = N/D sa forme réduite. Un élément a € K est
dit péle de F' d’ordre h si a est racine de D d’ordre A.

Le résuitat fondamental portant sur les fractions rationnelles est le snivant.

THEOREME 1 (DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES). Soit F' € K(X),F # 0, N/D
sa forme réduite. Soit D = D -+ D la décomposition de D en facteurs irréductibles
de K[X). On peut écrire, de maniére unique

F= E+E 2
i=l J"l
avee E € K[X], A;; € K[X] et deg(A;;) < deg(D;). Le polynome E s’appelle la partie

entiére de F et s’oblient comme le quotient de la division euclidienne de N par D.

Les deux parties suivantes s’attachent 3 donner des méthodes de calcul des éléments
simples A, ;/D] pour K=C et K=R.

3.2. Pratique de la décompeosition dans C(X)

Il est indispensable de bien savoir décomposer en éléments simples (on s’en sert en
particulier pour le calcu} de primitives de fractions rationnelles).

Soit F € O(X), F # 0, de forme réduite N/D. Le corps C étant algébriquement clos, on
peut écrire D = (X — a)" ---(X — a,)* avec ¢; € C pour tout i et a; € N*. Appliquant
le théoréme précédent, on voit gne Fon pent écrire de maniére unique

F=E4 . avec ;; €Cet £ X).
5 (Z X - a,r) s o)
Comme on ’a déja dit, on ohtient E comme le quotient de la division euclidienne de N
par D. Pour tout ¢, le terme Z -(T__ s'appelle partie principale de F relative au pole

a;. Nous allons doaner des methode% de calcul des 4, 4,
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Partie principale relative & un péle simple. Soit F € O(X), F #0,N/Dsa forme
réduite. Soit @ un pole simple de F. La partie principale de F relative A g est de la forme
X a avec A € €, et on peut écrireF=~5= 7 a+Ga\recGEC(X),an’étantpa.s
un péle de G. On peut également écrire D = (X — a)D,; avec D1 € (0X)] et Dy(a) #0, de
sorte que

N
-D—1=,\+(X—a)(? donc A:Dil(&—)). (%)

On a aussi D = (X — a)D; donc D' = Dy + (X - a)Dj et donc D'(a) = Di{a), d'olt un
autre mayen de calculer A :

_ N
= Bia)’
Remarque 1. (*) et (**) s'utilisent dans des circonstances différentes : (*) quand on connait
une forme explicite de Dy, (**) sinon (voir les exemples qui snivent).

A (+*}

Ezemple 1. - Soit
- X+3 __=8 : b
X-1)(X+2)  X-1'X+2
Grice 4 (*), on trouve ¢ = 4/3 et b= —1/3.
— Sojt F = ———, avec P € (fX], deg(P) < n. Notons w = e**/*. Ona X" - 1=

F

Xn -1
n=1 n—-1
H(X —w*), donc F = E —-ai-;, a, € C. Grace A (**), on trouve
k=t k=0 X-w
P(w*) wF 1= Wt P(w*)
ap = W = —';-P(w ), done F = ;km] —m.

Partie principale relative a un p(ﬁe multiple. Soit F € C{X], N/D sa forme
réduite, et ¢ € C un péle d’ordre & > 2 de F. On peut écrire D = (X — a)* Dy avec Do €
C{X] et Dola) # 0. Posons Dy{(T) = Du(T + @), My(T) = N(T +a) et Fi(T)= F(T +a).

Ona Fi(T) = NT) Ainsi, st Ny = (G, + -+ & T )Dy + T'S, (S € TX]) est la

ThD(T)’
division selon les puissances croissantes de Ny par D & 'ordre h—-1,ona:
_t @ e, 5(T)
FR(T)= T + Tz + T + Dy(T)
et done (
iy G S(X -w)
F(X)= ——+- .
X) =2t "+ T=ar T DuX)

On a ainsi obtenu la partie principale relative an péle a.

X+3
Ezemple 2. Recherchons la partie principale de F = = 1);]-( X+1) relative au pdle 1
d’ordre 4. On a, avec les notations précédentes, N(T) = T +4 et D\(T) =T +2. On
effectue la division enclidienne de T+4 par T+2 selon les pnissances croissantes a ’ordre 3,
ce qui donne

4 4T {2+T
=T 2_%T+41TJ_ %Ta
172
2

=173
o' 4
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On en déduit que la partie principale de F relative an pole 1 est

-1 1 1 2
BX-DTIx -1 AX-1p T X-1F

En pratique, on n’utilise cette méthode que si 'ordre du péle est grand (typiquement
supérieur 3 3 ou 4). La plupart dn temps, on procéde par identification en donnant & X
certaines valeurs particulidres et en utilisant certaines propriétés de F' comme la parité,
le fait que F est i coefficients réels, et en utilisant la remarque suivante : Si @ est un pole

Do(a) # 0, et

d’ordre h de F, on peut écrire F =

(X —apDy’
. USRI, T
Fegmat v oyt O

@ n’étant pas un péle de G. En multipliant cette derniére égalité par (X — a)*, on obtient

N
F = {3 +(X -a) {ah—l +"'+01(X _a)"“g"_(x _a)h—lG] .
G

En donnant & X la valeur «, on trouve un moyen commode de calculer a; :

a;, = 'g"(—((:‘))- (%)

X+2

XTIRx =27 se décoinpose en éléments simples sous la forme

Ezemple 3. F =

73 b c d

*x2toTtxa Tty

F

En utilisant la relation (***), on trouve b =4/9 et d = 1/9.

Par ailleurs, en multipliant F par X, en regardant X comme un nombre réel et en le
faisant tendre vers +oc, on trouve (i) O =a+4¢c. Or F0) =3 =2+ % + ¢+ d, donc
(4) &= —a+2c De(i)et (i), on trouve a = 3} et ¢ = .

D'autres décompositions en éléments simples dans €(X ) sont traitées 3 V'exercice 1.

3.3. Pratique de la décomposition dans R({X)

On trouve dans R(X) deux types d’éléments simples.

— Les éléments simples de premiére espéce ﬁ, aeER,acR.
aX + 1
(X*+pX + )’
Pour décomposer F € R(X) en éléments simples dans R(.X ), on peut

o, 8,p, g€ Ret p* —dg < 0.

- Les éléments simples de seconde espéce

- Soit décomposer F en éléments simples dans C{X)} et regronper les termes conjugués
(en général a éviter).

- Soit procéder par identification, er utilisant les propriétés de F (parité, ... ). Des exem-
ples sont traités dans 'exercice 2.
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3.4. Exercices

ExXERCICE 1. Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions rationnelles sui-
vantes ; x x4

(X7 1)2(X*+1) b) F=xeiT

a) F=

Solution. a) On commence par scinder le dénominateur de F dans €[X], ce qui donne
(X2 = 12(X24 1) = (X — DX + 1)P(X 48X —4).
On peut donc écrire
e 4 5 + a + ¥ FRNCAN <
TX oIl (X1 T X+1 (X412 X=-i X+
Comme F est impaire, I'unicité de la décomposition de F en éléments simples permet. d’identifier
la décomposition de F{X) et de F{—X), ce qui donne @ = o’ et b= —b'. _
De plus F est & coefficients réels, done F(X) = F(X) et par identification ¢ = ¢,
En utilisant la relation (*) de la partie 3.2, on trouve b= } et ¢ = g% = 5 Donc ¥’ = —Let
¢ =1L '
Multipliant F par X, regardant X comme un nombre réel et en le faisant tendre vers 400, on
lire0=a+d +c+¢.Donc 2 =a+a =—{(c +¢)=-} doa=0d=—4.
b) Recherchons les racines de X¥ + 1. On a

PPLl=0 <= P =l =T e :lr=c'.("m"'u"‘r')=wk,(kEN,0$k$4).

e,b,cd ¥, el

On peut donc écrire

4
F_;X—wk'

En utilisant 1a relation (**) de la partie 3.2, on trouve rp = wif(5wi) = 1/5. Done

EXERCICE 2. Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions rationnelles suiv-
antes.

X* 1

® F=xorxrre P EE ey
7

c) F X +2 d) F=F‘-}_—I,REN‘-

TXTEX 41

Solution. a) Ona (X*+ X>+ 1P =(X*+ X +1)}(X°-X + 1)? donc
aX +b + ceX +d + eX + f + gX +h
XTr X+l (XI3X41)2  XE-X+1 (X2=-X+1)*

Comme F est paire, Punicité de la décomposition en éléments simples permet d’cbtenir
paire, p p

Ja,b,¢,d,¢,f 9, heR, F=

e=—-a, F=b, g=—c, h=d

Multipliant F par (X2 + X + 1) puis en remplagant X par j = ¢H7/3 on obtient
2 -y

. J j 1
o 3 ) ene c=Oetd=-=.
ci+d Fo I 47 4 done c=0¢e i

OnaF(0)=0=b+d+f+k=§!b+2ddonc 21)+:lj =1, (I’Gl‘lb:—%,
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OnaF(i)=—1= % (ci+d)— 2t —(gi+ h), donc —1 = 2a+ L7l —i(c 4 g) - (d+4) =
2a—2d=2 -1, doha=-3.
Finalement on a trouvé

1 1
“zl b——z, C—-O, d—

L1

[+

Il
| —
ey

I

|
|
L]

il
=

-

Il
e f b

| =

La fraction F est impaire, donc

. ¢ BX+c dX+¢

b) Il existe a,b,c,d, ¢ € R tels que F = X + X ¥l +(X"‘+ 0y
¢ = ¢ = 0. D’apris la relation (*) de la partie 3.2, on a ¢ = 1. Multiplions F' par (X% + 1)? puis
remplagons X par i. On obtient 1 = di 4 ¢ = di donc d= —1.

Multipliant F par X, regardant X comme un nombre réel et en le faisant tendre vers 4co, on
cbtient 0 =a+ b, donc b= —a = =-1.
¢} Classique! Ii faut procéder par divisions enclidiennes successives. On trouve X7 +2 = (X? +
X+DXE =X+ X2-X)+(X +2), don

X'+2 _ X+2 +X5—X"+X’-X )
(X24+ X+183 (X2+X+12 (XT+ X +1)?
On recommence, en divisant cette fois ¢ X® — X4 4+ X2 - X par X2+ X + 1.
Xm XX - X =(X?+ X+ 1)X*-2X2+ X +2)-4X — 2, donc

XX+ X2-X 44X +2 +X3-2X2+X+2 (xx)
(X2+ X413~ (X24+X+1)2 X2+ X+1

De méme X® = 2X2+ X + 2= (X? + X + 1)(X — 3) + (3X + 5), done

X8 -2X*+X+2_ _3X+5
X2+X+1 X2+ X+1

F=

+X -3 (#4%)

De (*), (**) et (***), on tire

X +2 14X +2 3X+5

STAX AP (4 XE0F KT X 41 X -3).

F

Procédé pratique, & retenir !
d) On décompose d’abord dans (X). On pose w = &'*/" de sorte que X" —1= :":;!(X —uwk),
Done F = Y ito! 2%y, oit d’apiés la relation (**) de la partie 3.2, & = 1/[2n(w*)*"~] =
w* /(2n).
Il ne reste pius qu’a regrouper les termes conjugnés.
wk w(2n—k) wE W 2eos(km/n)X —2

il<k<n— = =
Silcksn— LY @D~ X—k T X—oF  X?—Zeoskr/mX 41’

donc

1 W 1 +"“ 2 con(km/n)X — 2
T X—wk T 2 (X1 X1 £ XY 2cos(kxfr)X +1)°

=0

EXERCICE 3. a) Pour tout n € N*, montrer qu’il existe un polynéme P, € R[X] de degré
n tel que

- 1 1
X +X"_P"(X+X)'

b) Pour tout n € N*, décomposer la fraction rationnelle F, = 1/P, en éléments simples

dans R(X}.
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Selution. &) On procide par récurrence sur # € N*. Pour i = 1, e’est évident en prenant (X)) =
X. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 el démontrons le an rang n. Ona

1 n n . e 1 H
(X+ f) =) G x" (3{") :
k=0
En posant Py(X) = 1, on vérifie facilement gue pour tout entier n,
1n/2)

1\ a1 * 1
(X+f) =X +F+§C“Pn-2&(x+?);
o1 [/2] désigne la partie entiére de n/2. Cette £galité montre qu ’en posant

[=/2)
Pa(X) = X" = ) CiPa-m(X),
k=1

1 a 1
ona P, (X+Y) =X"+ X et deg(Pr) = n.

b} Commengons par chercher les pbles de Fy,, qui sont les racines de P,.On a
P, (r. + %) =0 < ="+ ;1;‘- =) = g =] = r=wp = gF(3E+1m/(2n) (ke Z).

Ainsi, pour tout & € Z, la valeur

2 = wp b L = DR | iR/ (20} 2 9 o ((Qk + 1):)
Wi 2n

est une racine de P.. On remarque que les xz sont deux & deux distincts lotsque 0 < k< n—1, el
comme deg(Pr) = 1, ceci montre que les z; pour 0 < & £ n—1sont les racines de F,. Maintenant,
on peut écrire (grace & la relation (**) de la partie 3.2)

RO - W I
"T P, — Pi(ery X—=
I ne reste plus qu’s remarquer, aprés dérivation de la relation Po(X +1/X) = X" +1/X", que

1 1 n n
1- =P — ) =zt - e = S~ wh W "
( wi) ” (m.- + w::) nwy u:“ ” (wp —wi™)

done
_ n 8 _ - = n sin[(2k + )7 /2] (-1)*
Pa(ax) = wy —wp (Wi —w") = sin[(2k + 1)r/(2n)]  sin{(2k + 1)w/(2n)]’

et le tour est joue.

EXERcICE 4. Pour tont F € O(X), on note Dp = U~ {ay,...,8,} (ol g;,...,a, sont les
poles de F} et on identifie I avec la fonction

DF_’C ZHF(Z).

a) 8i F € ©(X) est non constante, montrer que
(t) F(Dp) = oun (ii:) daecC | F(DF) =C~ {l.’t}

et caractériser les fractions rationnelles ¥ vérifiant ’assertion {ii).
b) Si F,G € ({X), et si G n’est pas une constante qui est un pole de F, il est possible
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de définir la composée F o G € C{X). Donner la forme des fractions rationnelles F' et
G € O(X) telles que la {raction rationnelle F' o G soit un polynéme.

Solution. a) Soit F = N/D la forme réduite de F. Par hypothése, £ est non constante donc 'un
au moins des polynomes N, I} est non constant. Pour tout A € C, I’équation F(z) = A (2 € Dr} est
équivalente 3 (N — AD)(z) = 0 (z € C). (En effet, si (N — AD)(z) = 0 alors on doit avoir D(z) # 0
sinon N et D ont une racine commune, ¢’est-d-dire 2 € Dr). Deux cas se présentent :
(i) Pour tout A € T, le polynéme N — AD est non constant. Le corps des nombres complexes
étant algébriquement clos, N — AD admet une racine z pour tout A € C. Ainsi, pour tout
X €C, F(2) = ) et on en déduit P(Df) = C
(ii) Il existe a € C tel que N — aD est constant. Pour tout A # a, le polynéme N — A1) est
non constant (si N — AP est constant pour A # «, il est facile de voir que ’on doit avoir
N et D constants, ce qui est contraire anx hypothéses) donc admet au moins une racine
z qui vérifie F(z2) = A. Ainsi, €~ {a} C F(Dr). De plus, le polyndéme N — a D) est une
constante non nulle (si elle est nulle, F est constant égal & o}, donc ’équation N ~aD =0
n'a pas de solution. Finalement, F{Df) = C~ {«}.
Les fractions rationnelles £ = N/D vérifiant (ii) sont celles vérifiant 3c € € | N — oD = c. Ainsi,
F=N/D=(aD+c)/D=a+c¢/Dest de la forme F = a + 1/P ot P est un polynéme non
constant et réciproquement, une fraction rationnelle de cette forme vérifie (ii).

b) Si F est constant, F o G = F est toujours un polynéme. De méme, si G est constant et st G
n’est pas un pale de F, F o @ est une constante done un polynéme.

Supposons aintenant F et G non constants. Si « est un péle de F', on a

lim |F(2)] = 400,
dku
done s a = G(f) € G(Dg),
]in} |Ff o G(z)| = +o0
Y
(théoréme de composition des limites). Comme F oG est une fraction rationnelle, ceci entraine que
£ est un pole de Fo (.

On veut que F o (G soit un polyndme; notre discussion précédente montre donc que pour tout
pole a de F, a € G(Dg), ou encore a € €\ G(Dg). D’aprés la question précédente, l'ensemble
€ ~\ G(Dg) a au plus un élément,, ce qui montre yue nécessairement F' a au plus un péle.

~ 8i F n’a pas de péle, ¢’est-a-dire i F est un polynéme, alors si F oG est un polynome, G
est un polynome. En effet, si & admet wn péle 3, alors

lin} |G{z)] = 4co
P

et le polyndme F' étant non constant on a

lim |F o G(z}] = 400 car
prH

li F = 400,
Jim (P = +

et F' o G ne peut donc pas étre un polyndme.
— 5i F admet un sen! pdle «, on peut écrire F sous la forme

_ P(X —a)

F=_—2—0D " X '
X =a)’ Pe(lX] ¢ heN

Pour que Fo( soit un polyndme, on a vat gue ’on devait avoir C~ G(Dg) = {a}. Comme
G n’est pas constant (le cas 7 constant a été traité plus haut), d’aprés la question a), cec
entraine G = o 4+ 1/Q ot  est un polynéme non constant. On a alors

= PU/Q) _ o
FQG- (I/Q)h —Q P(I/Q)
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En éerivant P = 3 p_o ar X* (oli n = deg P), ceci g'éerit. aussi

n
FolG= ZG;; Qr-t
k=0
et ceci est un polynéme si et senlement si n = deg(P) < h.

Réciproquement, il est facile de vérifier que les solutions trouvées conviennent. Finalement, FoG
est un polynéme si et seulement si I'une des conditions smvantes est verifiée :

(i) F est constant.
(i) G est. constant. et n’est pas un pdle de F.
(i} F et G sont des polyndmes.

(iv) F est delaforme F = (XL(—}%F oit P € C[X] et deg(P)} € h, et G delaforme G = a+1/Q
olt @ € CIX].

4. Polynémes i plusieurs indéterminées

4.1. Généralités

Soit A un annean commutatif unitaire. L'ensemble A[X]est anssi un anneau commutatif
unitaire. On peut donc définir 'annean des polyndmes a une indéterminée i coefficients
dans A[X). Clest A[X)[Y], noté aussi A[X,Y], appelé anneau des polynomes & coefficients
duns A & deuz indéterminées. Les éléments de A[X,Y] sont ceux de la forme

P:Ec:;JX‘Y“', @i § €A
if
ol la somme sur (i, ) est finie. Par récurrence, on définit meme

A[Xy, .., X = AlXLL - el [ Xa]s

anneau des polynémes i coefficients dans A & n indéterminées.
— Si A = K est nn corps commutatif, K[X,, - ,Xx] est une K-algébre, dont
{X{ o Xin, (d1y-..,1s) € N"} est une base.
— Si A est intégre, A[Xy,...,X,) est un anneau integre.

Sin > 2, et K est un corps, K[X;,- -+, X,] n’est pas un anneaun principal. C’est par contre
un anneau dit factoriel, ¢’est-a-dire qu'il posséde des propriétés arithmétiques.

DEFINITION 1 (DEGRE PARTIEL). Soit Pe A[Xy,..., X} et i,1 i< n On peut écrire
P =¥, P;X} avec pour tout j, F; € AfX1, ..., Xic1, Xie1y -+ s Xn]- On appelle degré
partiel de P selon X; le degré de P considéré comme polynéme en X; et on le note
degx,(P) (avec les notations précédentes, degx, (P) = supls | P # 0})

DEFINITION 2 {DEGRE TOTAL). Le degré total d’un monéme aXi. . Xi~ o # 0, est
i+ +in. Si P € AXy,..., X, le degré total de P, noté deg( P), est le plus grand
degré total des mondmes qui forment P.

De méme que dans K[X], on peut définir dans KX, ... , Xn] des fonctions polynéme
de n variables. On a en particulier le résultat suivant.

PRoPOSITION 1. Soit K un corps commutatif infini et un polynéme P € K[X,,... . Xa)
8i P(21,... ,%q) = 0 pour tout n-uplet (#1,...,7,) de K", ona P =0.
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Remarque 1. ~ Comme pour les polynémes 4 une indéterminée, ce résultat est faux
si K est un corps fini. Par exemple dans Z/pZ[X,, ... , X,] (p premier), le polynéme
P=(X}X,-1)--«(X; - (p—-1))X,--- X, est non nul et pourtant, pour tout
Z1y.. 0 2n € Z/PZ, P(2y,...,2,) =0

— Attention, méme si K est un corps infini, on peunt avoir P(z,,...,2,) = 0 pour une
infinité de n-aplets (2,,...,z,) sans que P = 0 (prendre par exemple P(X,Y) =
X —Y sur R[X,Y]).

4.2, Polynémes symétriques

DEFINITION 3. Un polynéme P € A[Xy,...,X,)] est dit symétrigue si pour tout o € &,
(ol S,, désigne le groupe symétrique d’indice n), P(Xo(1)s-. . s Xo@wm)) = P(X1,..., Xa)

Exemple 1. Dans R[X,Y,Z], P = XY + Y Z 4 Z X est symétrique.

DEFINITION 4 (SYMETRISE D’UN MONGME). Soit M = X" ... X% € A[X,,---X,]- Si
o € Sy, on pose M, = XJ},- X, Le polynéme z M, est symétrique dans

M, distincts

A[X,,...,X.). On Pappelle symétrisé de M dans A{X,,..., X,] et on le note 3~ M.
Ezemple 2. Dans K[ Xy, X,], _ XX, = XZX, + X, X].

Dans ]KIXI,XQ,X;;], EX?X; = XfX—; + Xlxg + X§X3 + Xng + X3X3 + XIXg.
(On voit sur cet exemple que les symétrisés d’un mondme dans A[X,,..., X,,} et dans
A[X,,..., X,) sont différents si n # m).

Polynémes syméiriques élémentaires. On appelle polyndémes symétriques élémen-
tatres de A[X),...,X,) les polynémes notés I; (1 < ¢ < n) et définis par

EI=EX1=X1+"'+X!H

E:{ = EXIX‘A = ZX{X_”

i<y

E,,=EX1-~X,,=‘ E‘ XX,
1yl Cip

o= Xpoo X=Xy X,
On a Pégalité
(T-X1) - (T-X)=T* =, 4+ T . 4+ (1), T+ (-1)"...
En particulier, si P = X" 4+ ¢y X"~! + -+ 4 a, est un polynéme de K[X] scindé sur K et
si U1,... ,U, sont ses racines, alors Vi, 1 <1 < n, (—1)'a; = Eiluy, ... up)-
Remarque 2. 5t ® € A[X,,...,X,], alors ®[5,(X1,..., X,), ..., o Xy, .., X,)] est un
polynéme symétrique de A[X,,...,X,).

La réciproque est vraie : tout polynéme symétrique peut se mettre sous cette forme.
Plus précisément, on a e théoréme sujvant :
THEOREME 1. Soit A un anneeu commutatif unituire ¢t P € A[X,,...,X,] un polynéme
syméirique dans A[X,,...,X,] Il existe un unigue polynéme ® € A[X,,... ,X,] tel que
P=8(%,,...,5:)

Exzemple 3. Dans A[X,,...,. X,], "X =520, et T XX, = 5,5, - 3L,.
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Remargue 3. Ce théoréme entraine le résultat suivant. Soit P € Z[X] un polyndme uni-
taire. Les fonctions symétriques gy, ... ,d, e ses racines u,...,u, sont donc entitres.
Si F ¢ Z[X,,...,X,) est symétrique, alors F(u,... ,u,) € Z (en effet, D’aprés le
théoreme il existe G € Z[Xy, ..., X,] tel que F = G(I4,...,Z,), ¢t donc Fuy, ..., ua) =
G(al, . ,Uﬂ) [~ Z)‘

4.3. Exercices
EXERCICE 1. Pour les polyndmes P suivants, déterminer le polynéme @ tel que

P(X1,. .., Xn) = ®(Er,. -, Za).

a) P=X34Y34+ 2% cR[X,Y,Z]
b) P =T X2X3X; € R[Xy,...,X,] pourn > 5.

Solution. a) Ona (X+Y +2)* = X3+7? +Z3 43XV +3X2Z4+3Y2X +3Y2Z 4322 X +327Y +
6XY Z, et done X3+Y3+ 2% =83 -655 -3 X?Y. Or ¥ X?Y = E,E; — 3Zs. Finalement, on
aP= Zi’ — 35,52 4+ 3Zs;.
b) Rappelons que la méthode générale (méthode de Waring) pour trouver le polynome ¢ consiste
4 faire diminuer la hauteur de P (1a hanteur de P est la plus grande des hauteurs de ses mondmes,
la hauteur d’un mondéme aX{' .. X7~ étant (1, ..., an), ordonnée par l'ordre lexicographique).
Ici, le monéme de plus haut de P est X]X3X3. On va donc commencer par retrancher P &
(L X1 X2)(T X1X2X3) = ;T3 Calculons ce dernier terme. Chaque mondme de L;X5 est de
degré total 5 (produit de deux monémes de degré total 2 et 3) et est moins haut que X $X2X4. On

peut donc écrire

Ja,b,c, D3Zs=a Y XiXIXa 453 XIXaXsXa+c) XaXoXoXaXs.

Le nombre a est le coefficient de X7 X2X3 dans £:X3. C’est donc le nombre de maniéres de former
X?X2X, par un mondme de Ty multiplié par un monéme de £3. Il n'y a qu’une seule facon de
faire ceci. Clest X2 X¥ Xy = (X1 Xu)(X3 X2X3), donc ¢ = 1.

- De méme, b est le nombre de fagons d’écrire X 2 X2 X3Xs comme le produit d’an monéme de o
par un mondme de L3, Ces fagons sont

X2X3XsXs = (X1 Xa)(X1X3Xa) = (X1 X3) (X1 X2X4) = (X1 Xa) (X1 X2 X3),

donc b = 3.
- On trouve de méme ¢ = CF = 10.

— Finalement,on a P — .53 = ~33_ X{XoXsXy — 103 Xy X2 X3 X4 Xs. Par des méthodes ana-
logues aux précédentes, on trouve

D15 =3 X{XpXsXa + 53 X1 X2 X5 X4 X5,

et donc ) X?X3X3X4 = T1D4 — 5Z;. Finalement, on a
P =Xy —3(T18s —5T5) — WEs = TuT5 - 35154 + 5%s.

Remargue. 1l est bon dans ce type de caleul de vérifier les résultats, en donnant par
exemple A n, X;,..., X, des valeurs particulieres.

EXERCICE 2. Soit P = X%+ pX + ¢ € R[X], @, B, 7 ses racines complexes.
a) Caleuler A = (@ — BY(8 — 1)*(y — «)* en fonction de p et g.
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b} En déduire une condition nécessaire et suffisante portant sur p et ¢ pour que P ait trois
racines réelles.

Solution. a) Posons 1 = a+ f+7, 02 = of + §y + ya, o3 = afy. On sait (voir le théoréme 1 de
la partie 2.2 — page 60), que oy =10, 02 = p et d3 = —¢.
Comme A est symétrique en a, 3, 7, on peut I’exprimer comme polynéme en o1, o2, o3. Ceci
est un moyen de procéder mais les calculs sont lourds. Nous allons utiliser une technique différente.
Supposons dans un premier temps g # 0, c’est-3-dire affy = 03 # 0, de sorle que a, £ et v sont
non nuls. On a (a— 8 = a® + 32 — 208. Or o? + 8% 4+ 9% = ¢} — 2002 = —2p, donc
2q

(a— g =—-2p~ 7" —2af = —2p—1’+~;»

On montrerait de méme

2 2
B-7=-2p-a’+] o (y-of= '2”""32"'“,32‘

Finalement, on a
2q
A= 25—z 4+ 3.
[I 2-<+ .

£ racine de P

Recherchons un polynéme Q dont les racines sont les y = —2p — 22+ 2¢/z (z = &, B, 7).

P rpr+g = 0 {-’r“ = -p-g/= {0 = 1l+pfs’+q/e’
{—2p—x2+2q/a: =y T 1y = —p+igz =1z = 3¢/(y+p)
2 3
= 1+p(§'—:;:—p) +q(%qp) =0 &= o +6py® +9p%y + (49° +27¢%) = 0.

Done Q@ = X3+ 6pX?% + 9p?X + (4p° + 27¢%). Le nombre A apparaissant comme le produit des
racines de (Q, on en déduit A = —(4p® 4+ 27¢%).

Ceci est vrai pour ¢ # 0. 5i ¢ = 0, alors une des racines de P est nulle, par exemple a, et alors
A=pg3(B~7)2. Ore, =0= B+, doncy = ~F3 et donc A = f* . (28)® = 45°. 1l ne reste plus
qu’s temarquer que p = gy = Sy = =f°, et donc A = —4p®.

Finalement, dans tous les cas, A = —(dp® 4+ 27¢°).

b) Le polynéme P € R{X] est de degré impair et admet donc au moins une racine dans R (c’est
classique ! Comme limg—.4oo P(2}P(—7) = —co, il existe a > 0 tel que P(a)} et P(—a) aient des
signes opposés, et P &ant continue, il existe & € | — a, af tel que P(2) = 0 d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires), Notons par exemple o une telle racine réelle. Deux cas se présentent.
— Premier cas. 8 et  sont réelles. Alors & = (o — 3)*(8 — a)?(y —a)® > 0.
— Second cas. el 7 sont non réelles. Alors elles sont complexes conjuguées. Autrement dit,
on peut écrite f=z +iyet y =z —iyavec r,y €R, y # 0. On a alors

a=((a-pa-7) G- = (o - A7) @i = ~ts'la— A* <0

Finalement, on voit que P a trois racines réelles si et senlement si A = =(4p° + 27g%) > 0.

Remargue. Ce dernier résultat peut également s’obtenir a partir des formules de Cardan
donnant les racines de P en fonction de ses coefficients (voir 'annexe A).

— Le nombre A g’appelle le discriminant de F. De maniére générale, pour tout polynéme
Q,deg(Q)=n > 2,si r,,..., 7, sont les racines de 7, le discriminant de ) est défini par
A =]l i~z )?. Comme A est symétritue en les z;, il s’exprime comme polynéme en
fonction des coefficients de Q. On voit par aillenrs que ¢ n’admet e des racines simples
si et seulement si A # 0.
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ExERcICE 3 (FORMULES DE NEWTON). Soit un entier n 2 2. On appelle sommes de
Newton les expressions

n
Sp =Y X! € R[X,,...,Xa].

=1
Comme S, est symétrique, il s’exprime comme polynéme en les polyndmes symétriques
lémentaires %, ...,T,. On se propose de donner des formules simples permettant de
calculer le polynome &, tel que §p = &,(Z1,.. ., Za):
a) Soit (21,...,2,) € R". Pour tout p € N, on pose 5, = Sep 2L et pour tout i, on
pose 6; = Ly{xy,...,2,), 0 = (—-1)o;. Soit P = [[;(X — =:). En remarquant que

N

P = Z X3 montrer

=1

vk, 1<k<n—1 Si—%Sii+ 4~ 'SeaS+ (DB =0. (%)

b) Pour tout p € N, donner une relation entre Satpr Snapatls---19p

Solution, Ona P = X"+, X"~V 4+ - + o4y X + o},. Pour tout ¢, la division enclidienne de P
par X — x; donne

P

X—z XU 4 (2 + o)X 4 (2] olmi + X3 4

+ (@ 4 olEt oo H Opny). (¥)

En sommant I’égalité (**) pour 1 < ¢ < », on tronve

P'= i X f — = nX""! 4 (51 k00X T 4 (s + o+ nay) X3 4
i=1 *

+ (spm1 4+ Tsn_a 4+ op_gs1 o)
Or on sait que P! = nX™~1 4 {n—1)o} X*~2+..-+a/,_,. En identiftant les coeflicients, on trouve
Ve 1<k<n~—1, & +5-10] +-t 50, kel =0

Autrement dit, si P = Sp — Sa1Z1 4+ (=1 151 Ty +(—1)*kTe, on a Pelw, - #a) = 0,
et ceci pour tout (2,...,2.) ER?, donc o =0(1 Sk <n— 1) d’otr le résultat.

b) 1l suffit de remarquer que

Vi, # P(z) =0= 20" 4ol 4 ol e el
et en sommant cette égalité pour 1 €4 < n:

0= Sp4n + @1%ptn-1+ + Opopspp1 + ahsp.

Ceci étant vrai pour tout (£, .. ,2,) € R", on en déduit que

Spen — Di1Spant + -+ (1T T 1S + (1) EaS5, = 0.
Remargue. En procédant par récurrence sur p, ces formules permettent de trouver facile-
ment les polynémes en Iy, .., T, égaux a §,. Eiles peuvent en particulier s'inverser (pour
1 < p € n), ce qui prouve queles ; (1 < ¢ < n) s’expriment comme des polynémes en les

8; (1 € i € n). Donc tout polyndme symétrique de R[X,, . .., Xn] pent s’exprimer comme
polynéme en §y,..., 5,
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EXERCICE 4, (Cet exercice suppose la connaissance préalable de Ja théorie sur les séries
entitres) Un polynéme P € R[X;,. .., X,) est dit n-homogéne si P est somme de mondmes
de degré total n. Soit D, , la dimension de Pespace vectoriel des polynémes n-homogénes de
R{Xi,...,X,]. Donner le rayon de convergence et la valeur de la série entiére Yorca Dpa?”,
ainsi que la valeur de Dy .

Solution. 11 est facile de voir qu’une base de Dp . est (X3 -+ Xp" Yoy 4. 4ap=n, dONC Dpn =
Card{(az,... ,op) ENP, a1 - op = n}. Ceci nous invite  considérer le produit de Cauchy

+ou
JEO =(4z42+ 424 P = o™

n=0

L'expression des coefficients d’un produit. de Canchy permet de remarquer que g, est le nombre de
fagons de combiner les puissances de z dans chacun des p termes dn produit pour que leur somme
soit n, ¢’est-a-dire @n = Dp n. Donc

£ nyursr= ()

n=l

Cette série entiére a pour rayon de convergence 1. 1l reste & déterminer Dy . Comme f(z) =
1/(1 — z)" est la dérivée {p — 1}-éme de la fonction

111 +fz“
(p=D'1-z" (p=1} '

n=t
on a
(n+1)---(n+p-1} -1
Dyn = (r—1) = Cxﬂ’-l'
Remarque. De maniére générale, si ay,...,¢, € N*, le nombre de p-uplets (ag,...,0) €

N? tels que ey + - -+ @pap, = n est le coefficient de z™ dans la série entiere

1= (=) (=)

Ce type de résultat rentre dans le cadre plus général de la théorie des fonctions génératrices,
qui s’avere &tre un outil trés puissant pour estimer la valeur des paramétres de beaucoup
de structures combinatoires.

5. Problémes

PROBLEME 1 (TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE D’UN POLYNOME). On se fixe un
entier » > 1 et on note w = ¢¥*/",
a) Pour tout polynoéme P € C[X], on définit les polynomes

Fu P} = Hz_:l P(wk)xt et FuP)= “Z_:IP(w‘*)X* € C[X].
k=0 k=0

Si P ¢ €]X] et deg(P) < n— 1, montrer que F,; [Fo(F)] = nP.
b) Conséquence. Soit P € Z[X] vérifiant

(i) ViezZ,|P) <t (#%) 3ke{0,1,...,n- 1} tel que P(w*) = 0.
Montrer que (X" — 1) divise P.
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Solution. a) Eerivons P = an+ @ X 4+, 1 XP L Si0<k<n~11le voeficient de X* dans
Fa[Fel P)] est

n-1 =1 [n~-1
[fd(P)}(u_k) = Z P(wj]w—f" = Z Z ﬂ-iwij] Wit

e j=u Li=0
. . a-l n-l _ .
= ¥ e =Y |3 T )
agijgn-1 =0 |j=0
Sii# k, alors w'% # 1 donc
n-l 1- (wi-k)n _ 1-— {wu)i—k _

imkvi
Z(w y = L —wi % = 1t =0.

=0
Sii=Fk, alors w'™* = 1 donc
n-1
E(w"t}’ =n.
=0

Finalement, (¥) s’écrit [Fa( P)J(w™*) = nay. Donc

a1 n=1
FulFaP) = SIFaP)w X" = 3 na Xt =nP.
k=0 k=0

b) Commengons par effectuer la division euclidienne de P par Xr1:P=(X"-1)Q+R,
deg(R) < n — 1 et (Q, R) € Z[X] {le quotient et le reste sont & coeflicients entiers car X™ — 1 est
unitaire, voir la remarque 3 de la partie 1.3 — page 55). Pour tout entier j, on a P(w) = R(w)
dont R vérifie également (i) et (ii). Or deg(R) < n— 1, donc d’aprés a),

n=1 -5
R= %?&[F:{(R)] =3 m}%(“’—’)xf. (**)

j=0
Or Fa(R){w™i) = E::nl R{w' )™, done |Fe{R)(w )| < Z::“l |R{w')|, et R vérifiant (i) et (it),
cette derniére inégalité entraine

-'Fd(Rl(""_j)| < n ;1 < 1. (#5%)

. R){w™! .
D’aprés (**), comme R est & coefficients entiers, on a fi.l(Ll € Z, donc d'aprés (**¥),

-
Fa(R)(w™) =0, et ceci pour tout §, 0 < j < n — 1. De (**) on en déduit KR = 0 et donc X" -1

n
divise P.

PROBLEME 2. 1/ Soit P € ({X] tel que ¥n ¢ N, P(n) € Z.

a) Montrer que P € Q{X].

b) Plus précisément, si ¢ = deg(P), montrer que d!P € Z[X].

2/ Soit F € ¢{X) une fraction rationnelle telle que pour tout entier n € N qui n'est pas
un pole de F, F(n) € Q. Moatrer que F € Q(X).

3/ Soit F € €{X) une fraction rationnelle vérifiant : ponr tout entier n € N qui n’est pas
un pole de F, F(n) € Z. Montrer que F est un polynéme de Q[X}-
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Solution. 1/ a) Si P est constant, le résultat est évident. Sinon d = deg(P) 2 1. Considérons
X~ .
') pour 0 < k < d, de sorte que s1

les polyndmes d’interpolation de Lagrange Ly = H ( g

0Cidd
TRk

FEN 0<j<d Le(j) =05t j#iet Li(k) = 1. Le polyndme Q = oo P()Lx prend les
mémes valeurs que P aux d+ 1 peints 0,1,... ,d. Autrement dit, P — § s'annule en d+ 1 points.
Ordeg(P-Q) <d,donc P—-Q =0, et donc P=Q= Ek DP(k)Lk € QX] car P(ky € Z et
L, € Q[X].

1
b) Remarquons que @'l = (1) % ———— &

H (X — i), et comme r‘(—d:k_)' = C§ est un

0{ a<d

k'(d %)!

entier, d'L; € Z[X]. Donc d!1P = 3¢ _, P(k) - (dIL;) € ZfX]).
Remargue : On ne peut pas faire mieux. Par exemple, P = X{X —1}---(X —d+1)/d! est de degré
d et vérifieYr e N, P(n) € Z.

2/ Nous allons en fait montrer le résultat plus fort suivant. Si F* € ¢{X) vérifie (3N > 0,Vn €
N,n> N,sinnest pasun pole de F, F{n) € Q) alors F € (X))  (#).

Si F = P/Q ot P et Q € C]X] sont premiers entre eux, nous allons prouver (*) par récurrence
sur r = deg(P) + deg(Q) (st F =0, il n’y a rien & montrer}). .

- »=0. Alors P et € sont constants et le résultat est évident.

- Supposons le résultat vrai jusqu’au rang r — 1 et montrons le an rang r. Quitte & considérer
1/F, on peut supposer deg(P) > deg(Q). Soit @ € N un entier suffisamment grand. Par hypothése,
P(a}/Q(a) est rationnel et si
P(ﬂ)] L e P(X)Q(a) ~ Q(X)P(a)
G= F ot PX)= ,
e [Fo0- 5 M=~ 0@x -9

alors P* € C[X] et deg(P*) < deg(P). De plus ¥n,n > ¢, G(r) € Q. On peut donc appliquer
Phypothése de récurrence qui entraine G € Q(X). Donc F = (X — ¢)G + P(a)/Q(a) € Q(X).

3/ D’aprés 2/, F € Q(X). Ectivons F = E + P/Q, oh E, P et { sont des polynémes de Q{X]
avec deg(P) < deg({Q). Quitte 4 multiplier ' par un entier, on peut supposer E € Z{X}. Comme
deg(FP) < deg(Q) on a lim, . 4o P(n)/Q(n) = 0 et donc il existe N > 0 tel que pour tout n > N,
|P(n)/Q(n){ < L. Or E € Z[X], donc pour tout n € N,n > N, P(n)/Q(r) = F(n) — E(n) € Z.
Donc pour tout n € N, > N, P(n) = 0. Donc P = 0 et donc F = B € Q[X] (3 ce stade,
il faut diviser E par la constante par laquelle on 1’avait multiplié au départ, c’est pour cela que

E € Q[X]).

PROBLEME 3. Soit P = X® +a; X" '+ -+ @, X + a, € ((X]. On note p > 0 le plus
grand des modules des racines de P, et on suppose que les g; ne sont pas tous nuls, de
sorte que p £ 0.
1/ a) Montrer gue p < sup{1, Y7, ||}
b) Montrer que p < 1 4 sup,;cp lail.
2/ a) On pose

fley=2"—(laa| 2™ + - + |atnsl 2 + |anl) -
Montrer que f admet une racine strictement positive «, que si § < # < a alors f(x} < 0,
et que si z > a alors f(ix) > 0. Prouver ensuite (2V/* - lla < p< o
b) Si R = sup;¢p¢n |ax|*/*, montrer B/n < p < 2R.

Solution. 1/a) Sip < 1, c’est terminé. Sinon, considérons « € C nne racine de P telle que o) = p.
On a

fn—1 ay

+

cx+al+—+ -+

ezt o
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donc
=gy = Gt In
a=—m B o aﬂ—ﬂ un—l '
¢e qui entraine
la2 |en|
p=lel £ e + |+“+F (*)

Comme p > 1, on en déduit p < [ay]| + |ag| + -~ -+ Jan|.

b) Si p < 1, Cest terminé. Sinon, en posant a = supy¢ica |4l Pinégalité (*) entraine

e a =1 [
<a+=-+ +—5 <o )=
? p p1 (;p’) 1-1/p
etdonc p—~1<adonpg<l+a
2/a) La fonction g{z) = f(z)/=" est une fonction croissante (somme de fonctions croissantes)

stricternent sur ]0, +00[. De plus, elle vérifie

s&r{l}* glz) = —o0 et IETW glz)=1.

Ceci montre qu’il existe a > 0 et b > 0 tels que g(a) < 0 et g(b) > 0. D’aprés le théoréme des
valeuzrs intermédiaires, il existe donc « > 0 {compris entre a et ) tel que g(a) = 0. Comme g
est strictement croissante, on a g(z) < 0 pour 0 < z < « et g(z) > 0 pour = > a. Comme
f(z) = z"g(z), on en déduit

fla)=0, f(r)<O0pour0<z<a, f(z)>0pourz>w. (%)
Ceci étant, Pinégalité (*) entraine f(p) < 0, d’oi on tire p < « d'aprés (**).

1l reste & prouver l'inégalité (2!/" — 1) a < p. L’expression des coefficients d’un polynéme en
fonction de ses racines monire que

VE, LS k<n, el < Chpt,

donc
n n
Yo > 0, E |a;,|;|:“"" < Ecgp"'z""k ={(p+z)* — ",
k=1 k=1

ce qui entraine
V£ >0, fla)>z"- ((p+1:)" - r") = 25" — (p+ 2)".

Le terme 22" — {p 4 z)" s’annule lorsque 21/ny = p 4 x, c’est-a-dire lorsque z = 21;—:’-—-1- Ainsi,

i/m —1 l
b) Pour montrer p < 2R il suffit de montrer o < 2R d’aprés la question précédente. En vertu du
principe (¥¥), on se raméne donc & prouver que f(2R) > 0. Par définition de R, on a laz| < R
pour tout k, 1 < k < n. Si r = 2R, on a donc Jag| ro-k < e fok don
1

- 1
a1] P" 4 bl e+l S (S + 0+ 7)< 07

f (_p__) > 0 et on en déduit grice & (**) que 21—{.:’—-— > a, ce qui enfraine p > (24" — 1) a.

d’ol f(r}) = f(2R) 2 0.
— Montrons maintenant R/n < g. On a vu plus haut que [ag| < CEp® pour tout k, 1 £k < n. Or

1/k
ck =n--(n—k+ 1)/k! < n*, donc |ag| < n*p*, doncsi 1 <k <n, l—‘%— < p, d’on le résultat.
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PROBLEME 4 (THEOREME FONDAMENTAL DE L’ALGEBRE). Le but du probleme est de
prouver que tout polynéme de C{X] de degré > 1 admet au moins une racine dans C,
c’est-a-dire que le corps C est algébriquement clos.

1 / Premiére méthode. Soit P € ({X], unitaire, deg(P} > 1.

a) Montrer qu’il existe z, € C tel que |P(z)| = inf,ec |P(2)].

b) Montrer que P(z) = 0.

2/ Seconde méthode. Soit P € R[X] unitaire, d = deg(P) = 2"g avec ¢ impair et d > 1.
On veut montrer par récurrence sur n» € N que P admet au moins une racine dans C.

a) a) Montrer le résultat pour n = 0.

3) Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1. On sait (voir le théoréme 5 de la
partie 2.8, page 62) qu’il existe une extension de corps KdeCetzy,...,z4 € K tels que
P = H,_l(X —7;). Pourtout ¢ € Ret pour 1 < i < j < d, on pose y; ;(¢} = a;+2; +cx;2;
Montrer que pour tout ¢ € R, il existe (4, j.) tels que !)'s.-,;c(f) e

v) Montrer qu’il existe ¢ € R tel que #;, + y,, et #; ¥, € C. Conclure.

b) En déduire le théoréme fondamental de Ialgebre.

Solution. 1f a) Ecrivons P = X™ + iy X4 ..+ a,, X + a,. Pour tout z € C*, on a P{z) =
1+ 24+ 22), donc Jimyzj— g0 [P(2)] = 400, et donc il existe M > 0 tel que pour tout

complexe z, |z| > M, |P(2)} > |P(0)|. Ceri entraine
BLIPG) = ot 1P

Or K = {2 € C, |z| € M}, fermé borné de T, est compact, et I'application z »— |P(z)| étant
continue, il existe zg € K tel que [P(zy)| = inf.cx | P{z)]. On a done |P(z0)| = inf.ec|P{2)].

b) Raisonnons par I'absurde. Si [P(z0)| # 0, posons

QUX) = P‘;"(:X) 2_[:5 X,

Iei,bu = Q(0) =Llet by # 0,donc k = inf(i €N, 1 < i < n | b # 0} existe bien. On peut d'ailleurs
écrire
Q) = L+ bes 1+ p(z)] avee lim () =
Soit r > 0 tel que pour tout 2 € C, |2] < r, [p(s)| < 1/2.
Ecrivons by = |b[¢”®, 8 € R. Soit p € ]U r[et z = pe=#8+THE QOpa
Q=) = L= b [p*{1 4 (2]
d’on
¥ & By Ly
Q)1 < |1 — [Be|p™ + [basp® o()] < 11— {belp™| + Shbele™.

Quitte 3 diminuer p > 0, on pent supposer 1 — |b;|gF > 0 et done
1
@) <1- §|bklﬂk <L

Ceci prouve que [P{z + z,)|/|P(z0)| < 1, donc (me |P(z + 20}| < {P(z0)[, ce qui est absurde car
|P{za)] = inf,ec | P(2)|. Done [P(z0}] == 0, d’oil le résultat.

2/ a) a} Sin = 0, alors deg{ P} = g est impair. Le polynome P étant a coeflicient réels et unitaire,
on peut ecrire
P(x) o 77 ot P(2) ~_o 2¥
donc ¢ étant impair,
lim P{z)=4o et im Plz)= -0
EEe s de ]

o —r
On en déduit qu'il existe @ € R tel que P(a) > 0 et P{—«) < 0. Le fonction polynéme P étant
continue sur IR, d’aprés le théoréme des valewrs intermédiaires il existe ¢ € | —a, af tel que P(c) = 0.

D'oit a).
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g) Fixons ¢ € R. Soit Q@ = [];¢;c;cal X — % 3(c)). Les coefficients de Q sont des polynomes
symétriques 3 coefficients réels en les Z:, et donc (voir le théoréme 1 de la partie 4.2, page 78) ce
sont des polynémes & coefficients réels en les fonctions symétriques élémentaires des x;, qui sont eux
mémes les coefficients de P done réels; ainsi, les coeficients de Q sont réels, c’est-a-dire @ € R[X].
On 2 deg(Q) = Card{(i,i), 1 < i< j<d} = Tey(i - 1) = d(d = 1)/2 = 2"~Yg(d - 1), ok
g(d — 1) est impair (car ¢ est impair et d est pair). On peut donc appliquer & @ Phypothése de
récurrence, ce qui entraine Pexistence de {i., j.) tel que y_; (¢) €C.
4) Notons T = {(i,j) € N2, 1 € i < j £ d}. D’aprés la question A), on peut construire une
application R — T ¢ = (i., j.) telle que pour tout ¢ € IR, 3, j.(c) € C. Comme R est infini et T
fini, cette application n’est pas injective donc

eeR,ICeR, c#c, tels que (ig, Je) = (B, Jer)-
Posons (r, 8) = (i,, j.). Du fait que
(z+r)+efr2)EC et (z,+x)+ (@ z)EC

avece £, ontire S =2, +z, €Cet P=1zr.2, €C Les éléments z. et z, sont donc les racines
de X? —SX + P € {]X], ce qui permet, facilement de conclure que x, € Cet z, € . Le polynome
P a donc au moins une racine complexe (on en a méme trouvé deux, z, et r,).

b) Le raisonnement. par récurrence de a) prouve gue tout polynéme a coefficients réels a an moins
une racine dans C. On vent maintenant prouver le résultat dans O X}. Soit F = T oaiXt € X},
On pose F = Top o @X*, ¢t on voit que P = F F € R[X]. Le polynéme P admet donc au moins
une racine complexe «, donc Fa}F{a) = 0, et donc F(a) = 0 ou F(a) = 0. $i F{a) = 0, cest
terminé, sinon F(a) = 0 donc F(&) = 0, d’olt le résnltat.

Remargue. La deuxitme méthode, plus longue, présente 'avantage de n'utiliser qu’une

simple conséquence de la topologie : tout polyndme de R[X] de degré impair admet une
racine réelle, résultat connn an dix-huitieme siecle.

PRrOBLEME & { EXISTENCE DE NOMBRES TRANSCENDANTS, NOMBRES DE LIOUVILLE).

On rappelle qu’un nombre complexe o est algébrigue sur @ s'il existe nn polynéme P €
Z[X) non nul, tel que P(«) = 0. Dans le cas contraire, & est dit transcendant. Cn se
propose de prouver par deux méthodes différentes Pexistence de nombres transcendants.

1/ Méthode non constructiviste. Montrer gue 'ensemble des nombres réels algéhrigues sur
Q@ est dénombrable. Conclure,

2/ Méthode constructiviste. a) Soit « € R algébrique sur @, racine de P € Z[X), deg(P) =
n > 0. 51 a € Q, montrer que

Ja >0, ¥(p,q} € ZXN', [a— ‘E’ > En‘
4 q
(Indication. On pourra remarquer que ¢" P(p/q) € Z.)
b) {(Nombres de Licuville). Soit « € R, ¢ ¢ Q, tel que
1
vkeN*, Ap, ) €EZxN,¢22 telque |a— §| < o

(@ est appelé nombre de Lionville). Montrer que @ est transcendant.
¢) Montrer que ¢ = 372 10~* est un nombre de Lionville.

Solution. 1/ Pour tout n € N*, notons Za[X] = {P € Z[X]}, deg(P) < n}. L’application Z"+! —
ZafX] (@0, @2) = ag+ -+ @ X" est bijective. Ainsi, Zn+! &tant dénombrable, Z,[X] est
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dénombrable, et donc Z[X] = U,enZn[X] est dénombrable (réunion dénombrable d’ensembles
dénombrables).

Pour tout P € Z[X], deg(P) > 1, Pensemble noté R(FP) des racines de P est fini. Si A désigne
Pensemble des nombres réels algébriques sur @, on a donc

Ac | RP)
PETEX|
deg{P1Z1

et donc A est dénombrable (réunion dénombrable d’ensembles finis).
L’ensembie des nombres réels n’étant pas dénombrable, on en déduit qu’il existe dans R des
nombres transcendants.

2/ a) On a P(a) =0 et P n’a qu'un nombre fini de racines, done
{(3n > 0), Vecla~na+nl,e#a Pla)£0.

— Si pfg € [u—n,a + 4], alors p/g # a (car a ¢ Q par hypothése), donc P(p/q) # 0.
Or ¢"P(p/q) € Z, et ce terme étant non nul, 4" P(p/g)] > 1. D’aprés I'inégalité des

aceroissements finis, si M = sup,¢fa—y, a4} [P'(2)], 00 2
1 P 1
>—\Pl=]l= .
- M | (q)l - Mgn

(- (2)-

- Sip/q ¢ [e—n e+, aors [pfg—«| > n>n/¢".
On conclue de tout ceci que « = inf {1/M, 1} convient.

E_ u} donc ’I—J -
q q

b) Supposons a algébrique. D’aprés la guestion préecédente,
o

Ir &€ N* Ja > 0,¥{p, q) € Z = N, g

a—glz
q

Fixons k € N*, k > u, tel que 2*~* < a. Par hypothése, il existe (p,q) € Z x N¥, ¢ > 2, tel que
fa — p/ql < 1/4*. On a donc «fq™ < |a— plq] < 1/g%, done « < g"~% < "~ < a, ce qui est
absurde. Le nombre réel a est donc transcendant.

c¢) Le développement décimal de a n’est pas périodicque, donc o & Q.
Soit n € N*. Le nombre p = 10%(3_5_, 10~*') est un entier > 2, et avec ¢ = 10™, on a

+ou +oor
P = luun!( Z 10—&!) = Z 1pnRi=k!,

u— =
1 k=n+1 k=n+1

Or,pourk>n+l,onannt—kl=nlln—(n+1).- k] < n—k, donc

> > 0= i s
107 g 3 10t s o e = S <,
k=n+1 E=n+1 1 1-1/10 %
et donc
P " <1, clest-d-dire [a-— 2’ < 1
q o &

et ceci est possible pour tout 1 € N*. Finalement, le réel @ un nombre de Liouville, donc transcen-
dant.

Remargue. Le résultat 2/ date de 1844 et est historiquement la premidre preuve d’existence
de nombres transcendants. Il n’admet pas de réciproque. Par exemple, 7 est transcendant,
et on sait que [1 — p/qgl < 1/¢**% n’a qu'un nombre fini de solutions (Chudnovsky, 1984).
# n'est donc pas un nombre de Liouville.

- Le preuve 1/ est plus récente. Les notions d’équipotence introduites par Cantor datent
en effet de la fin du XIX-eme siecle.
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— §' est relativement simple, avec 2/, de construire des nombres transcendants, il est
beaucoup plus difficile de dire si un nombre donné est transcendant ou non. Le sujet
d’étude 2 montre que e et ¥ sont transcendants.

PROBLEME 6 (NOMBRES ALGEBRIQUES). Soient K et L deux corps commutatifs, K étant
un sous corps de L. On dit que a € L est algébrique sur K &’il existe P € K[X], P # 0, tel
que P(a} = 0.

1/ Pour tout a € L, on pose K{a] = {P(a), P € K[X]} et 1, = {P € K{X], P(a} = 0}.
a) Soit @ € L algébrique sur K. Montrer que K[a] est un corps, de dimension finie en tant
que K-espace vectoriel.

b) Montrer que si K[a] est de dimension finie en tant que K-espace vectoriel, @ est al-
gébrique sur K.

2/ 8i K, C K, sont deux corps commutatifs, on note (K, : K;] € H* U {+o0} la dimension
de K, considéré comme un K; -espace vectoriel.

a) Soient K, C K; C Ky trois corps commutatifs. Montrer I’équivalence

([K; : K] < 400 et [Ky :K;] < +o00) <= ([Ks 1Ky ] < +00).

On rappelle la notation de la partie 2.6. 8i a1,...,¢, € L, on note K(a;,...,4n)} le plus
petit sous corps de IL contenant K et a;,. .. ,dn. Montrer que g1, - - - , @n sont algébriques
sur K si et seulement si [K(ay,..., @) : K] < +oo.

¢) Montrer que A, 'ensemble des nombres algébriques sur K, est un corps.

3/ Si L est algébriquement clos, montrer que A est algébrignement clos.

Solution. 1/ a) L’ensemble I, est un idéal de 'annean principal K[X], denc il existe un unique
polynéme P € K[X] unitaire tel que 1o = (P).

Le polyndme P est irréductible dans K[X]. En effet, st P = QR avec deg(QQ) < deg(P) et
deg(R) < deg(P), alors 0 = P(e) = R(a)Q(a) et donc Q(a) = 0 ou Rfa) = 0, donc QQ ou R
appartient & [, = (P) ce qui est absurde car les degrés de Q et R sont < deg(P). (P sappelle le
polynéme minimal de a, deg(P) le degré de a).

Soit Vapplication ¢ : K[X] — L F s F(4). Cest un morphisme d’anneaux. Or Kerp = I, =
(P), donc Imyp = Kla} est isomorphe & K[X1/(P). Le polynéme P étant irréductible, c'est donc
un corps {voir proposition 4 de la partie 2.5, page 62) de dimension deg{P) en tant (ue K-espace
vectoriel,

b} Soit n la dimension du K-espace vectoriel Kfa). La famille (1,4, ... ,a"} constitue un systéme
de n + 1 vecteurs de K[a], ces vecteurs sont donc liés. Autrement dit, il existe zg,... ,%n € K tels
yue ro+ Tya+- - -+ rpa® = 0, avec les (24)ogign NON tous nuls. Donc si P =3 iwq X', P(a)=10
et P 3 0. Donc « est algébrique sur K.

2/ a) Condition nécessaire, Kz - K;] < +oo done Kp est isomorphe comme K; -espace vectoriel &
Kllx"“'l’]‘ De méme Ka est isomorphe comme Ki-espace vectoriel & ]K{ZK’:K’], a fortiori isomorphe
comme K;-espace vectoriel & ]Klzx Kl (comme K; C Kz, tout isomorphisme de K;-espace vecto-
riel est un isomorphisme de K -espace vectoriel), done isomorphe comme K; espace vectoriel &
(KX KKK donc a KK XHEKD, Done Ky : K] = [Ks 1 Ka] - [Kg : Ki] < +oo.
Condition suffissnte. Kz C Ky done [Kp : K] < [Ks : K] < +o0.

Montrons maintenant [Ka : K;] < +oo. Comme {Kg : K;] < +oo, il existe une base finie
€1,...,¢n du Kj-espace vectoriel 5. On remarque alors que £y,..... , €, €5t UNE fanmiille génératrice
finie de Ky vu comme un K; espace vectoriel. Donc [Ks : K2 < +oo.

b) Condition nécesseire. Procédons par récurrence sur n € M*. Pour n = 1, c’est une conséquence
de 1/. Supposons le résultat vrai au rang r, montrons le au rang n + 1. D’aprés 'hypothése de
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récurrence,

[Kfeey, ..., 0,) K] < o0, ()
g+ est algébrique sur K, e fortiori sur K(ay,. .. ,a,). Le résultat 1/ reste évidemment vrai si on
remplace K par K(ey, ... ,a,) CL, donc

[K(ar,...,0.)anp1)  Elay, ... a,)} < +o0.

Or Kfa;,...,au)(0np1) = Klay,. .., a,41), donc cette derniére assertion s’écrit
(Klay,...,#n41) 1 Klar,... ,20)] < +o0. (#x}
De (*} et (**), on tire d’aprés 2/ a) [K(a),... ,@aq1) : K] < +00, d’oll la condition nécessaire.

Condition suffisante. Pour tout i, K{a;] € K(e;) € Klay,...,a,), done K[m] est un K-espace
vectoriel de dimension finie, et donc a; est algébrique sur K d’aprés 1/b).

¢} Soient (z,y) € A”. On a K{z — ) C K(=,y) donc comme [K(z, ) : K] < +oc, on a [K{z ~y) :
K] < 400, et done z — y € A d’aprés 2/b). De méme st y # 0, comme K{zy™1) C K{r, y), on tire
ry~ 1 € A Finslement, A est un corps.

3/ Soit P=aa+ X + - an X™ € &{X], P # 0. Le corps I étant algébriquement clos,. il existe
a € L tel que P(a) = 0, et donc d’aprés 1/a) appliqué an corps K(aa, ... ,aq), Klap, - .. ,a,.)[a) est
un corps (donc égal 3 K(wg, ..., en)(n) = Ky, ... , 2,, @)} de dimension fini comme K{aq, . .. ,a,)-
espace vectoriel. Autrement dit, [K(eo, ..., an,a) : Klay, ... ,25)) < +00. Or [K(aq, ..., 25) : K] <
+oo d'aprés 2/')), donc d’aptes 2/a), [K{an,...,an,a} : K] < 400, et donc a € A dapres 2/b),
d’ol le résultat.

Remarque. En particulier, ’ensemble A des nombres complexes algébriques sur @ est un
corps algébriquement clos. On l'appelle la eldture alyébrigue de Q (c’est la plus petite
extension de (3 algébriguement close).

PrOBLEME 7 (THEOREME DE KRONECKER). Soit P € Z[X] un polynoéme unitaire de de-
grén > 1 et irréductible dans Q[ X]. On suppose que toutes les racines de P sont de module
< 1. Montrer gu'alors P = X ou bien il existe k € N* tel que P | (X* — 1). (Indication.
On pourra utiliser le résultat suivant, conséguence d'un exercice du tome d’Analyse : Si
a € R~ Q,alors (Ve > 0,3n € N*), |e®*™ — 1] < £.} :

Solution. Soient «,...,a, les racines de P. Nolons a € Z le terme constant de P. Le polyndme
P étant unitaire, on a g - - oy = (—1)"s. Sl existe i tel que |uy] < 1, par exemple |oy| < 1, alors
la] = |eey| - jag - - - aan] < les]| < 1, ¢t comme a € Z, s = 0. Donc X divise P, et P ¢tant irréductible
et unitaire, P = X.

Dans le cas contraire, on a |e;| = 1 ponr tout . Considérons pour tout entier k& > 1, le nombre

T = (crf - 1)((:5 — 1) (ak = 1)

Pour tout &, 7 s*écrit comme un polynéme 4 coeflicients entiers symétrique en les «;, et donc
7 € Z d’aprés la remarque 3 de la partie 4.2 (page 7). Nous allons montrer qu’il existe & tel que
Ay = 0. Raisonnons par Pabsurde et supposons que x # () pour tout entier & > 1. Comme . est
entier, ceci entraine |xz| > 1 pour tout & > 1. Comme pour tout 4, |[af — 1) € []*+1=2,0n a
pour tout k € N* |

k _ |72 1

oy = 1] = IEo R (Y -2 | Bl Ll (*)
De plus |er;| = 1 done il existe # € R tel que a) = ¥*¢. D’aprés I'indication et d’aprés (*), on a
# € Q. Donc il existe k € R" tel que of = £#75 = |, donc m, = 0, ce qui est contradictoire.

Il existe donc & € N* tel que ¥, = 0, ce qui entraine I'existence de i tel que «f = 1, par exemple
of = 1. Seit X* —1= P, --- P, la décomposition de X* — 1 en polyndmes irréductibles unitaires
de Q[X]. Comme ¢} est racine de X* — 1, il existe i tel yue P;{ay) = 0, par exemple Pi(a;) = 0.
Ainsi, P| et P ont oy comme racine commune et ne sont donc pas premiers entre enx dans Q[X]
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(I’égalité de Bezout UP; + VP = 1 appliquée & =; méne & une contradiction). Ces polynémes,
étant de plus irréductibles et unitaires, sont donc égaux. En définitive P = P, divise X* — 1,

Remargue. Dans le second cas, P est un polynéme irréductible dans Q[X) divisant X*—1.
C'est donc un polyndme cyclotomique (voir le probléme 9).

PRrOBLEME 8 {THEOREME DE L'ELEMENT PRIMITIF). 1/ Soit K un corps commutatif de
caractéristique nulle {donc K est infini} et L un surcorps commutatif de K. Le corps L est
un K-espace vectoriel. §’il est de dimension finie. on veut montrer qu’il existe « € 1L tel
que L = Klz] = {P(z), P € K|X]}.

a) Pour tout # € L, montrer qu'il existe un wnigue polynéme uniiaire de degré minimal
M, € K[X] tel que M,(z) = 0 (M, s'appelle le polynéme minimal de z). Montrer que M,
est irréductible dans X[ X].

b) Conformément i la notation de la partie 2.6, pour &4, ... ,ay, € L,on note K(a;,... ,ap)
le plus petit sous corps de L contenant K et a;,...,4n,. Soient z,y € L. On veut mon-
trer qu’il existe z € L tel que K{z,y) = K(z). On sait (voir le théoréme 5 de la par-
tie 2.6, page 62) qu'il existe un surcorps M de L, commutatif, sur lequel MM, soit scindé.
Autrement dit, dans M[X], on peut écrire

P g
M, = H(X —-z:), M, = H{X —-y) (avecz =z, ¥y =)
i=1

iw=l

@) Montrer qu'il existe { € K* tel que les nombres #; + 1y (1 £ < p, 1 € j < ¢) solent
deux A deux distincts.
) On pose alors z = = + ty. Montrer le pged de My {X) et M, (z — tX) dans K(2)[X] est
X -y
v) Montrer que K{z) = K(«, y).
c) Montrer qu’il existe z € L tel que L = K]=].
2/ Montrer que ce résultat reste vrai si K est fini.
Solution. 1/ a) Si n désigne la dimension du K-espace vectoriel L, les n + 1 vecteurs 1,z,...,2"
de LL sont linéairement dépendants sur K. Donc il existe P € K[X], P # 0, tel que P(z)=0.
Donc I, = {P € K[X], P(z) = 0} est différent. de {0}. L’ensemble I, étant un idéal de I’annean
principal K[X], on voit quil existe M; € K[.X], unitaire, tel que I, = (M;). Tout polyndme P
unttaire s’annulant en r est donc wn maltiple de M, . Ceci suffit pour affitmer ¢ue M, est Punique
polynéme unitaire de plus bas degré s’annulant en .
Supposons M, = P avec P,Q} € K[X]. On a P(r)Q(xr) = M.(z) = 0 donc P{z) = 0 on
Q(z) = 0, donc deg(P) > deg(M.) ou deg(Q) > deg(M,), et done M, est imréductible dans K[X].

b) a) Les #; sont distincts. En effet, M, étant irréductible, M, et M. sont premiers entre eux
dans K[X] (car deg{M]) < deg(M,} et M, # 0, K étant de caractéristique non nulle). Donc il
existe U, ¥V € K[X] tels que /M, + VM. = 1, égalité qni vant anssi dans M[X]}. Les polynomes
Mo et M. sont donc premiers entre eux dans M[X] et n’ont donc aucune racine commune dans
M. On en déduit que M; n’a que des racines simples et. les x; sont. donc distincts. De méme, les 35
sont distincts,
. I — Tyt .. . ) . . . .
Soit T = -y—'-—y‘,l <i, ' <pl<ifi< q}. L’ensemble T est fini et K est infini, donc il
i — Uy
existe t € K*, ¢ ¢ T. Ainsi choisi, t convient ('égalité z; +ty; = z:r +ty;+ entraine en effet ¢ € [ si
I eti=isij=j).
8) Plagons nous pour commencer danz M{X]. Soit « € M une racine commune de M(X} et
M, (z = tX). 1l existe 7 tel que n = y; ot il existe ¥ tel que z — ta = r;, et donc z = 7; + ty; done
d’aprés a), comme 7 =5, + fyy = v +iy, on ax; = x et y; = y, donc a = y. Par conséquent, dans
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M, y est la seule racine commune & My (X) et M.{z — tX). Ces polynémes étant scindés sur M a
racines toutes simples, on en déduit que le pged de ces polynémes dans M[X] est X —y  (*).

Ceci étant, soit D{X) le pged de M, (X) et M,(z—1X) dans K(z)[)(] On peut écrire My(X) =
P(X)D(X) et Mz(:—tX) = Po(X)YD(X) avec Py, P» € K(2)[X] premiers entre eux dans K(z)[X].
Donc il existe U, V € K(z)[X] tels que UP, + V P; = 1, égalité qui vaut aussi dans M[X], donc P,
et P, sont premiers entre eux dans M[X]. Le pgcd de M,(X) et M,(z — 1X) dans M[X] est done
D(X), d’ot1 le résultat demandé d'aprés (*).

7) D’aprés 8), ¥ € K(z). La relation £ = z — ty montre que z € K(z). Donc K(z, v} C K(z). Or
z =z +ty donc K(z) C K(=,y). Finalement, on a prouvé que K(z) = K(z,y).

c} L’utilisation du résultat 1/b)}y) permet de montrer par récurrence sur ms que st @y,...,8m € L,
alors il existe z € L tel que K(a,, ... ,a,) = K(z).

Ceci étant, soit a,, ... ,a, une base du Gespace vectoriel L. On a L = K(a,, ... ,a,), et donc
1l existe £ € L tel que L= K(ay, ... ,a.) = K(z).

Il reste & montrer que K(x) = K[x). Considérons le morphisme d’annean ¢ : K[X1 = Klz] P~
P(z). Avec les notations de 1/a), on voit que Kerp = {P,P(z) = 0} = I, = (M:). Comme
¢ est surjective, X[z] est isomorphe & K[X]/Ker ¢ = K[X]/(M;) qui est un corps car M, est
‘irréductible (voir la proposition 4 de la partie 2.5, page 62). L’anneau KJz] est donc un corps, et
donc K(z) € K[z). L'inclusion réciproque étant évidente, on a montré K[z] = K(z) = L.

2/ Si K est fini, L est. fini (c’est un K-espace vectoriel de dimension finie). On sait {voir la remarque

de i’exercice 9 de la partie 2.5 du chapitre I, page 9) que (L",.) est un groupe cyclique. Soit x
l'engendrant. On voit facilement que L = K[z].

Remargue. Cet exercice utilise le résultat suivant, qu’il est utile de garder en mémoire.

5% P,Q € K[X] et 53 . est un surcorps de K alors les pged de P et @ dons
K[X] et dans L[ X] coincident.

PROBLEME 9 (POLYNOMES CYGCLOTOMIQUES). Pour tout entier naturel non nul n, on
pose U, = {e¥*"/" k € Z} ¢ C. On dit qu'un élément = € U, est une racine primi-
tive n-iéme de P'unité si = engendre le groupe multiplicatif U,. On note Il, Pensemble des
racines primitives n-i¢me de P'unité, et on pose

=[&x-9

¢efl.

(polynéme cyclotomique d’indice n). On suppose connus les résultats de 'exercice 4 de la
partie 1.4 (page 58) ainsi que cenx concernant i, l'indicatenr d’Euler.

1/ a) Calculer @, lorsque p est un nombre premier.
b) Montrer que X" - 1 =[ls, 4. En déduire que pour tout n € N*, &, € Z[X].

2/ On vent prouver que les 9§, sont irréductibles dans Q[X].

a) Montrer que 'on peut écrire &, = F\F,---F, avec les F; € Z[X], unitaires ot irré-
ductibles dans Q[X].

b) Soit £ une racine de F, dans €. Soit p premier, p { n. Montrer qu'il existe i € N,
1<i<rtel que Fi(£) = 0.

¢) Pour tout F = 31 4, X* € Z[X),on pose F = Y 1o, G X* € Z/pZ[ X] (¥ désignant la
classe dans Z/pZ de = € Z). Montrer que pour tout F € Z[X], F(XP) = [F(X)]*.

d) Montrer que dans Z/pZ{X), ®,, n'est divisible par le carré d’aucun polynéme non con-
stant.

e) Montrer qune { = 1, c'est-a-dire que Fy (') =0

f) Montrer que pour tout entier k premier avec n, F1(£*) = 0. Conclure.
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Solution. 1/ Posons w = ¢¥7/™_ de sorte que U, =< w >. D'aprés la proposition 5 de la partie 2.2
du chapitre I (page 19), on a llx = {w*, 1<k <p-LEkAn=1}, et donc deg(®,) = p(n) ol ¢
désigne I'indicaieur d’Euler,

a) Le nombre p étant premier, on a ici Il = {w*,1 < k<p-1} (chw = e2i%/7), et donc

1 Xr=1
P, = —— -£)= = oo =1
. X_lfg(x ==y =1+tX++X
»

b) Soit w = €%/, Soit k, 0 < k < n— L Soit d l'ordre de w* dans U,. On a d | n. Par
ailleurs (w*)? = 1, done w* € Uy, et w* étant d'ordre d, on a méme wt € II3. On en tire (X —
wt) | #g, done (X —w*) | [y, B Les o, 0 < k < n— 1 étant distincts, on en déduit que
X —1=llax —u®) | [l 4. Ces polyndmes étant de plus unitaires et de méme degré (car
T4, deg{®a) = Tanwd) = n), ils sont égaux.

Montrons maintenant par récurrence sur n € N* que &, € Z[{X]. Pour n = 1, c’est vrai car &; =
X — 1. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang r— 1 et montrons le an rang n. D’aprés 'hypothése
de récurrence, le polynéme P = H:‘,‘. &; € Z[X]. Par aillewrs, on a X — 1= ®, P (). P étant
unitaire, on peut effectuer la division euclidienne de X* — 1 par P dans Z[X] {voir la remarque 3
de la partie 1.3, page 55) :

(3Q, R € Z[X]), X® —1=PQ+R avec deg(R) < deg(P).
1l y a unicité du couple (@, R) dans C[X] dans dans Z[X], et donc d’apres (*), R=0et &, = Q.
Donc &, € Z[X], ce qui achéve le raisonnement. par récurrence.

2/ a) Soit @, = G - - - G, la décomposition de &, en factenrs irréductibles unitaires de Q[X]. Pour
tout i, il existe o; € N* tel que o;G; € Z{X]- Ona a1 ---ardy = {«1Gy) -~ (e, G,). En utilisant
Je lemme de Gauss (voir Pexercice 4 de la partie 2.4, page 58, dont on utilise les notations), on a

ay - ap = ooy apda) = HC(Q;G.-).

=1

Or pour tout i, le polynéme F; = @;Gif/c(Gi) € Z[X) et on a &, = Fy-- - F,. Pour tout 1,
F; € Z[X) est irréductible dans Q[X] et est unitaire puisque ®, est unitaire.

b) L'élément £ est racine de F; donc de ®,, donc { € 11,,. Or p est premier et p { i, done pAn =1,
et done £F € T, d’oit & est racine de @,. Il existe donc ¢ tel que Fi{£P) =0,

¢) On montre cette relation par récurrence sur m € N, ot m = deg(F). Pour m =0, c’est évident.
Supposons le résnitat vrai jusqu’an rang m—1 et montrons au rang m. Kerivons F = Sheear Xt =
G + am X™. D’aprés hypothése de récurrence, on a G(X)F = G(X?). Or

P—1
P=CG+amX"P=C +aa’ X™ + EC,fﬁ*ﬁm'"'*Xf”‘“"“,
k=1
et commepour L <k <p—1,pl C}’,‘ et TaF = Ty, on en déduit
FXP = BXP +TnX™ = G(X?) +am(X7)™ = F(X7).

d) Supposons &, = anﬁ dans Z/pZ[X]. 8i R = ]'[:L.. &, € Z{X),on a X® — 1 = ®, R d’aprés
1/b), et done X" -T=&,R= 62_.57 (avec $ = PR), d’olt par dérivation
X" 1= Q05+ 3% done Q|EX".

Donc @ | X", Or @ | (FX™ — ) donc T divise 1a différence, c’est-a-dire @ | ®. Or p { n donc
7 # 0, et donc () est constant.

e) Comme F;(€7) = 0, Fi(X) et Fi(X") ue sont pas premier entre eux dans Q[X] (I’égalité
de Bezout U(X)Fi(X) + V(X)Fi(X?) = 1 avec U,V € Q[X] appliquée 8 X = £ méne & une
contradiction), De plus Fy est irréductible dans Q[X] done Fi{X) | Fi(X? } dans Q[X]. Comme
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Fy est unitaire, F1(X) divise F;(X") dans Z[X] (voir la remarque 3 de la partie 1.3, page 55). On
en déduit que Fi(X) | F(XP) = Fi(XY. Ceci étant, soit P € Z/pZ[X] un facteur irréductible
de 7| dans Z/pZ[X]. On a P | Fi(X)* donc P | Fj(X). Par conséquent, si i # 1, on veit que
P | $, = ;- Fy, ce qui est impossible d’aprés la question précédente. On a donc i = 1.
f) Soit ¥ premier avec n. Ecrivons k = pyp; - - - p,, les p; étant des nombres premiers. Nous allons
prouver par récurrence sur s que Fi(£%) = 0. Pour s = 1, c’est le résultat de la question précédente.
Supposons la résultat vrai an rang s — 1 et montrons le au rang s. Comme £t An = 1, 0n a
1Pt An = 1, donc d’aprés ’hypothése de récurrence Fy (P2 *?+-') = 0. Or p, A n = 1 donc
Fi[(ePr-Pr-1)P+] = F1{€¥) = 0, ce quj achéve le raisonnement par récurrence.

Pour tout nombre premier ¥ premier avec n, on a donc Fi{£*) = 0. Or £ € I, done I, =
{€*, k An = 1}. Tous les éléments de I1,, sont donc des racines de Fy, ce qui prouve que &, = Fj,
donc &,, est irréductible dans Q[X].

Remargue. Avec 1/a) et 2/, on retrouve le résultat 3/b) de ’exercice 4 de la partie 1.4

{page 58).
Une jolie application des polynémes cyclotomiques est donnée i ’exercice suivant.

ProsLEME 10 (THEOREME DE WEDDERBURN : TOUT CORPS FINI EST COMMUTATIF).
Pour faire ce probléme, il est nécessaire (le connaitre la partie 1/ de l’exercice précédent
ainsi que 'équation aux classes (voir chapitre I, partie 2.4).

Soit KK un corps fini. On veut montrer que K est commutatif. Pour cela, on procéde par
récurrence sur Card(K). Si Card(K) = 2, le résultat est évident. On suppose maintenant
que pour tout corps L tel que Card(L) < Card(K), L est commutatif (). Nous allons
montrer que K est lui anssi commutatif. Nous raisonnerons par 1'absurde en supposant K
non commutatif.

a) Soit Z le centre de K, c'est-d-dire Z = {» € K | ¥y € K,zy = yz}. Montrer que Z
est un sons corps de K puis st ¢ = Card(Z), prouver qu’il existe n € N, n > 2, tel que
Card(K) = ¢".

b) Pour tout » € K, on pose K, = {y € K | y» = 2y}. Prouver qu’il existe un entier d
divisant n tel que Card(K, ) = ¢°.

¢) Montrer que I'on peut &crire

Card(K') = ¢q— 1+ ) A,,Q-:-l-,
‘l;n q - 1

ol les A; sont des entiers.
d) En observant que le polynéme cyclotomique &,, divise (X*~1)/(X?-1)sid|n,d #n,
montrer que K est commutatif.

Solution. a) Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME. Soient Ly C Ly deuz corps finis, evec Ly commuiatif. Alors il existe

k € N* el gue Card(ILy) = (Card(L1))*.
En effet, 1., étant un sous corps commutatif de Ly, L, est un L,-espace vectoriel, de dimension
finie k car Ly est fini. Le corps Ly est donc isomorphe comme LLj-espace vectoriel a L}, et on en
déduit que Card(Ly) = Card(L}) = (Card(IL())*.

Caci étant, on vérifie facilement que Z est un sous corps commutatif de K. D’aprés le lemme, il

existe done n € N* tel que Card(K) = (Card(Z))". Or K # Z (car K n’est pas commutatif alors
que Z 'est), donc n > 1, d’oil le résultat.

b) On remarque ici aussi que pour tout =, K. est un sous corps de K Si K, = K, alors on a
Card(K, )} = Card(K) = ¢". Sinon, K, est strictement inclus dans K et donc d’aprés (¥), K;
est. commutatif. On peut done appliquer le lemme qui entraine Pexistence de k& € N tel que
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Card(K) = (Card(K,)}* (»+). Par aillenrs, Z est aussi un sous corps commutatif de K., donc
d’aprés le lemme il existe d € N* tel que Card(K;) = (CardZ)* = g%. Avec (**), on trouve donc
¢® = Card(K) = (Card(K.)}* = (g%)* = ¢®*. Donc n = dk, ce qui entraine que d | r, d'ol le
résultat.

¢) Clest I'équation aux classes appliquée au groupe multiplicatif (K*, ). En effet, le centre de ce
groupe est Z*. Avec les notations de la partie 2.4 du chapitre I, on a

Card(K*)

Card(K") = Card2* + 3 Gard(5)

regd’
ot §; désigne le stabilisatenr de z, c'est-a-dire S, = {y € K* | 2y = ye} = K. D'aprés la
question précédente, il existe donc d € N* divisant n tel que Card(S;) = g? 1, et d £ n (car
£ €0 et & N Z* = @). Si maintenant pour tout d | ©, Az désigne le nombre de z € & tel que
Card(S.) = ¢% — 1, on peut réécrire I’équation anx classes sous la forme

P 1= Card(K) = (g - -2, wax
¢" — 1= Cord(K") = (g 1)+§Ad(qd_l) (s22)

d)Sid|n, d#n,ona

X“-—l:@,,Hh:cb,.(H(bg) I #|=2 x-0| I ¢

e|d <l= cln
epn,td eda, efd

=in

agtm

donc &, divise (X™ — 1)/(X*¢ = 1) dans Z[X]. Ceci étant vrai pour tout diviseur d de n distinct

de n, ¥, divise E ’\df{T:_% dans Z[X]. Comme de plus &, diviee X™ — 1 dans Z{x], il di-
i
, X"-1 .. " g -1
vige [(X" — 1)~ 2 Ad %] dans Z[X]. Donc ®,(q) divise (g" — 1) - Z )«qu | et ce

dla I {EY
iea

agn

dernier égale g — 1 d’aprés (***). Donc [®a(g)| < ¢ — 1. Or n > 2 done I(I),.(q)r= [Meen, l9—£€1>

}L(',_‘} Jg — 1} > [g¢ = 1], ce qui est absurde. Le corps fini K est donc commutatif. Le raisonnement
par récurrence est ainsi achevé et montre que tont corps fini est commutatif.
Remarque. Sion veut trouver un corps non commutatif, il faut donc que celui ci soit infini.
Historiquement, le premier carps non commutatif découvert fut le corps des guaternicns,
par Hamilton en 1843. (Le corps H des quaternions est un surcorps de C. Ses éléments
sont des quadruplets « + bi + ¢j + ¢k, munis de la loi d’addition usuelle et d'une loi de
multiplication associative et distributive par rapport & I'addition, vérifiant {5 = — ji=k,
jk = —kj = i, ki = —ik = j et i* = j® = k* = —1. Le lecteur motivé pourra bien sfir
vérifier que 1’on a bien affaire & un corps).

PROBLEME 1! (POLYNGMES DE TCHEBYCREFF ET APPLIGATIONS). Soit [ =[-1,1]. On
muni C(J,C) (espace vectoriel des fonctions continues de I dans €) de la norme ||. |l
définie pour tout f € C(F,C) par || fll = sup,e; 1/ (#)|. De méme, si f: R — Cest 2r
périodique, on note || f||«, = sup,er | F(#)l.

Pour tout n € N*, on note T, : I — Rz — cosfnarccos(z)] et U = T, ;/(n + 1).
On suppose connus les résultats sur les polynomes d’interpolation de Lagrange (voir la
partie 2.4).

1/ Montrer que T, et U, sont des fonctions polynémes de degré n. Aprés avoir expliciter
U.,, calculer |Talleo €t [[Unllco-
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: 2i-1
2/ Soit n € N*. Pour 1 £ 1 < =, on pose x; = o8 (ﬁ*z_){
i

P & (IX] de degré n — 1 peut se mettre sous la forme

). Montrer que tout polyndome

P(X) = %i(—l)"" -2 P(m;)%%.

i=1

3/ a) Soit P € C(I,C) une fonction polynéme de degré n — 1 telle que pour tout = € 1,

[v1— 2?P(z}] < 1. Montrer que [|P||o £ n.
b) Soit §: R — € @ — 5o, e sin{kf) avec les py € C. §i ||§]| = 1, montrer que

5(8)

Y8 eR\ xZ, |— < n.

sin#

4/ Théoréme de Bernstein. Soit g: R > C 8§ Yy, _, Ae’®® ol les A, € C. Montrer
que {lg'"lleo < nflglc- '

5/ Théoréme de Markov. Soit P € (/X], deg(P) = n € N*. On regarde P comme un
lément de (1, C). Montrer que ||P||l« < #?(|Pjloc.

Solution. 1/ Scit z € I. Posons & = arccos(z). On a

/2]
To(z) = R [(cos® + isin6)"] = Z(_n*cf:* cos™ 2% @ sin?* §
k=it
[n/2] ) [n/2)
= 3 (~1)F O eos" 81 — cos? 8)* = 3 CPH=" T - 1)
k=0 k=0

Ainsi, T, est une fonction polyndme de degré n (son terme dominant est 3 4coi <y C3¥ £ 0). Done
Un =T} 1 /(5 + 1) également. -

Size]-11onaT, (z)= -\;;%i._f . (—sin[(n + 1) arccos(z)]), et done
Unlz) = sit[(n + 1) arccos(z)]. )

sin[arccos(z)]

Sur I, comme T,(z) = cosfnarccos(z)], on a [Tn{=)| < 1. Or Tu(1} = 1, donc [[Taflec = 1.

Ceci étant, on montre facilement, par récurrence sur n que ¥4 € R, |sin(nf)| < nfsin(#)|. D’aprés
(*),onadonc ¥z €1, |Up(2)] <n+1 Or lim.:: Un(z) =n+ 1. Done ||Upflee =n + 1.
2/ Si1 <i<n,ona Ty(x;) = cosfnarccos(s;)] = cos[(2 — 1}a] = 0. Les n valeurs distinetes
(#:)1<i<n sont donc des racines de T;,. Or deg(T,) = n, done il existe A # 0 tel que T,(X) =
MX —z1)- (X — 2a)

La théotie des polynémes d’interpolation de Lagrange permet d’affirmer (voir 2.4) qu’il existe
un unique polyndme de degré < n — 1 valant P(z;) en x;. Ce polynome est donc P et on a (voir
la remarqne de la partie 2.4}

= .P(:!‘,)
X)= ——
P(X) = T, (X} ; ey
Or Th(2:) = nUn—i(2s) = (=1)" "0/ /T = 27 Laprés (*), doit le résultat.
3/ a) L'égalité précédente montre que

Tu(z) |

x— X

1 n
Ve€IN{znoma), PGS D0

i=1
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= —“:"(i“). ear Tn(2) > 0 et 2~ 2; > 0, done

T.(z)

Si x € )z, 1], on a pour tout i Pégalité
J" — z.
- 1 ]

1= To(x) 1
< - —_— - )= U <n.
1P(z)| < = zlj = T® = Ua@) < n
On montrerait de méme que sur [=1, xa[, |[P(z)] < 5.

5i maintenant r € {z,, 21], alors

f ' Fy 2 1
V91=z2> /1 — 2 — g (—)}.—.‘_-_-_..
== o Sk n/ " ®x 2n n

(Vinégalité sin® > 20 sur [0, x/2) se montre facilement, par exemple en utilisant la concavité du
sinus sur [0,7/2]), done |P(2)] £ 1/vT =27 < n, d'oit le résultat.

b) L’expression (*) donnant U, s'écrit aussi V8 € R~ #Z, Un_1(cosf) = sin(nf)/ sin(¢).

Si P désigne le polynéme 3 5_, sxlr_1, P est degré < n —1 et vérifie P(cosf) = 5(0)/ sin 8
pour f & £Z. Ot {|S]joc = 1, donc pour tout #, | P(cos8)| - |sinf| < 1, ce qui entraine que pour tout
z € I, |P(z)]V1 — z? < 1. Donc d’aprés la question précédente, on a [IPllcc £, ce qui entraine
que pour tont & € 7Z, |5(8)/sin 8| < n.

4/ Fixons 8 € R. Quitte i diviser g par ||gllo., on peut supposer ||gl. =1 (si ¢ = 0,le résultat est
évident). Soit S I’application définie sur R par 5(¢) = %[g(ﬁu +8)—g(ty — 0)]. Comme %[e’(’“""’) -
e'(?0=9)] = i(sin 8)*, on voit que S a la forme de 3/D), et donc si § € #Z, }S(8)/sind] < n. On
en déduit,

@ = lim& <n
? Yol sinéd

|¢'(80)| =

lim
[ B )
atn

Ceci est vrai pour tout £, € R, d’oil le résultat.

5/ La encore, quitte & diviser P par ||P||o, on peut supposer [|P{lw = 1 (le cas P = 0 est évident).
Posons g(8) = P(cos8) = P[(¢*® + ¢=*°)/2]. Cette application a la forme de P’application g de 4/,
et donc on a

VoeER, |¢'(0) = |sind|-|P'(cosf)] < n.
Cette inégalité entraine que sur {—1,1}, on a vI — z2|P'(z)| < n, donc d’aprés 3/a), | P! (=) < n?
sur I. D’ou le résultat.
Remarque. Les polynémes T, (resp. U,) s'appelle les polynémes de Tchébycheff de pre-
miére espéce (resp. de deuxiéme espéce).
- La lecteur pourra facilement vérifier que :

~ Pour 4/, (l¢'lloe = mlighe) = (37 E€C, g(0) = ysinrf).
— Pour 5/, (| Pl = #*IP|lx) <= (3v€C, P=1T,).

6. Sujets d’étude

SuJET D'ETUDE 1. Soit p un nombre premier. Pour alléger les notations, on pose F, =
Z/pZ.

1/ Soit K un corps commutatif contenant F,. Montrer ¢ue pour tout R € F,[X] et pour
tout z € K, on a pour tout = € N la relation R(«*") = (R(=))” .

2/ a) Soit @ € F,[X] irréductible dans F,[X] de degré d. Soit n € N°. Montrer que
Q | (X?" — X) si et senlement si d | n.
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b} Pour tout n € N¥, on note K' I’ensemble des polynémes unitaires irréductibles de
F,[X], de degré n. Montrer que

-1
dla \QeK?
3/ Pour tout n € N*, on note I* = Card(K}).

a) Montrer que p* =3, dId

b) Montrer que pour tout n E N, I £ 0.

4/ Une application aux corps finis (on rappelle que tout corps fini est commutatif, voir le
probléme précédent).

a) Soit K un corps fini. Montrer qu'il existe un nombre premier p et un entier n € N* tels
que Card(K) = p". Réciproquement, si p est un nomhre premier et si n € N*, montrer qu'il
existe un corps fini K de cardinal p".

b) Soit K un surcorps de F, tel que Card(K) = p* avec n € N°. Soit P € K. Montrer
qu’il existe z € K tel que P(z} =10

¢) En déduire que deux corps finis de méme cardinal sont isomorphes.

Solution. 1/ Le corps K contenant F,, il est de caractéristique p. Ceci étant, pour tout 2,y € K,
on a
=1
(+yf =P+ +3 Gyt =+
k=1
carsil<k<p—1,p]| CJ',’ et K est de caractéristiyue p.

Par récurrence sur » € M*, on en «déduit que pour tout entier n € N, (z + y)?" =zf 4+, puis
par récurrence sur ¥, on montre que pour tout (x,,... ,7;) € KE, pour tout n € N,

(wr+-tmf = + 42l

Par ailleurs, pour tout a € Fy, a® = o donc (par récurrence), pour tout n € N, a*” = a.
Ceci étant, soit R= ap+ a1 X + -+ + a2 X? € Fp[X]. Pour tomt s €K,, on a

d F d i
R(.’I-')pn = (Z ai'.':i) = Z“f"(:c')p" = Zui(zp.)i = R(EP“ )

i=h i=n i=i

2/ a) Le polynéme @ étant irréductible dans F,,[X], K = F, [ X]/(Q} est un corps ; K est d’ailleurs
un Fp-espace vectoriel de dimension 4, donc isomorphe (comme Fp-espace vectoriel) & H?g , d’ol
Card(K) = Ca.rd(]F;f) = p?. Le groupe multiplicatif K* est donc d’ordre p? — 1, et donc pour tout

yek, y"d‘l = 1, ce (ui entraine ¢ue ponr tont y € K, ;,J" = y, et par récurrence sur k :
VyeK YkeN, ¢ =y (*)

Ceci étant, montrons I’équivalence demandée.

Condition suffisanie. Snpposons d | n. En notant X la classe de X dans ke corps F,[X]/(Q) =

on a d’aprés (*], =X pour tout & € N. Comme d | », on en déduit X' = X, c’est-a-dire
QX - -

Condition néccssairf:. Supposons Q | (X?" — X), c¢'est-a-dire X = X. Soit y € K. 1l existe
R € Fp[X] tel que y = R(X), done y*" = R(X)*" = R(fpn) = R(X} = y (%+). Effectuons
maintenant, la division enclidienne de n par d : n =gd+r, 0 < r < o — 1. La relation (*¥) s’écrit
(yf’"}?' =y, et d’aprés (*), ona ¥ = y. On a donc " =} = 1 pour tout y € K*. Or K*, sous
groupre muitiplicatif fini d'un corps commutatif, est cycligue (voir 1a remarque de ’exercice 9 de la
partie 2.5 du chapitre I, page 26). 1! existe donc y € K* d'ordre p? —1. Oronavuque ¢ ' = 1.
comme 0 < r < d, ceci entraine r = 0, c’est-a~dire d | n.



6. Sujets d’étude 99

b) Commem;ons par monfrer que X?  — X est sans facteur carré non constant dans Fp[X]. Sup-
posons X’ = Q?P, avec P,Q € F,[X). Par dérivation, on a p"X?"~' — 1 =2QQ'P + Q“P' done
Q| (P*XP =1 —1) = (1) (p" = 0 dans F), et donc Q est constant.

Le résultat precedent entrame que dans la decompomtlon de X*" — X en facteurs irréductibles
de BpfX]: X?" - X = I]i__l Q%, on a ; = | pour tout i. Or d'aprés la question précédente, pour

tout i on a @; € K2 avec d | n. On en tire (X*" - x)) an (HQEK;
Pour tout entier d, d | n, et pour tont @} € JK:, on a Q| (X? — X). Ces facteurs Q étant

irréductibies, ils sont premiers entre enx deux 4 deux, et donc {14, (nqex‘ Q) ] (X?" — X). On
L4
conclue & I"égalité en remarquant ¢ue ces polynémes sont unitaires.

3/ &) Cette relation se déduit de 2/b) en passant aux degrés.

b) 3/a) entraine que pour tout n € N*, nly) < 34, dIf = p”. Si on fixe maintenant n € N*, on
en déduit

nf:=p“—z:dfg>p —Zp > " "Z: IP >0

I E) dim
dptn dppm

4/ a) Soit p la caractéristique de K. On a p # 0 car K est fini, et p est premier (voir la partie 1.1
proposition 1, page 54). Notans ¢ 1’élément unité de K. L’application o : Z =K n — ne est un
morphisme d’anneaux et Ker ¢ = pZ.Si K =Im p C K, K est isomorphe A Z/Ker p = Z/pZ =T,
et c’est donc un sous corps de K isomorphe & F, (K’ s’appelle le sous corps premier de K, voir la
partie 1.1, définition 4, page 54). Le corps K apparait alors comme étant un X' espace vectoriel,
de dimension finie n car K est fini. Le corps K est donc isomorphe (comme K’ -espace vectoriel) &
K'", donc Card(K) = Card(K'") = (Card(K'))* = (Card(F, ))" = p".
Réciproquement, soit p un nombre premier et n € N*. D’apres 3/b), K # @. Soit P € K.

K = Fp[X)/(P) est un corps (car P est irréductible), de cardinal p" car K est un I, espace vectoriel
de dlmensmn n.

b) Le groupe multiplicatif K" étant de cardinal " -1, pour tout ¢ € K*, z¥ el donc pour tout
z €K, z*" = z. Autrement dit, les éléments de K sont tous racine du polynome XP" — X, Le degré
de ce polynéme étant p" = Card(K] on en déduit que les racines de X?" — X sont exactement. les
éléments de K. Or d'aprés 2/b), P | (XP" — X)), donc il existe » € K te] que P(x)=0.

e} Soit Py € HQ soit K un corps de cardinal p*. La caractéristique de K est p (en effet, ¢’est un
nombre premier ui de plus divise p* car (K, +) est un groupe d’ordre p"), et on a vu au 4/a) que
F, est isomorphe & un sous corps de K. Autrement dit, 2 un isomorphisme preés, I est un surcorps
de F,, et donc d’apréa 4/b), il existe #g € K tel yue Fy(zy) = 0.

Soit @ le morphisme F,[X] — K Q — Q(zq). On a Ker ® = {Q € F[X],Q(z0) = 0}. Clest
un idéal de F,[X] donc principal. Soit P unitaire tel e Ker & = (P). On a Py € Ker & = (P) et
B, est irréductible, donc P = Py, et donc Ker & = {F,).

Donc Im & est isomorphe & Fp[X]/ Ker @ = Fp[X]/(P). Ce dernier est un Fp-espace vectoriel
de dimension n, done de cardinal p®, et donc Im & est de cardinal p”. Or Card(K) = p™, done
Imd = I

En résumé, K est isomorphe au corps F,IX]/(Pu), et ceci pour tont corps K 3 p™ éléments. Deux
corps de méme cardinal sont done isomorphes.

SUJET D'ETUDE 2 (TRANSCENDANCE DE ¢ ET DE 7). 1/ 8i F € (JX], (deg(F) = »}, on
définit (avec F(") = F par convention) :

+ou n
D(F)=2F(k)=EF‘H=F+F'+...+F(H)I

£=0 k=0
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a) Si F € (fX] et « € C, montrer que

e*D(F)0)=a / 1 = F(at) dt + D(F)(a).

b) Soit Q € Z[X)et p € N, p > 2. §i F(X) = Q(X)X*~/(p — 1)}, montrer que D(F)(0)
est un entier vérifiant D(F)(0) = Q(0) (mod p).

2/ (Transcendance de ¢). On rappelle gu'un nombre transcendant est un nombre non
algébrique sur Q. Supposons e algébrique. Alors il existe @ € Z[X], @ # 0, tel que
@J(e) = 0. Soit n = deg(Q?). Pour tout nombre premier p, on note

F(X)= G{(:":fﬁ[(x— 1)-(X = m)l.

a) Si k € N,1 £ k £ n, montrer que D(F)(k) est un entier divisible par p.
1
b) Si k€ N,1 £ k £ r, montrer que ].ir_;:_l / HIOE, (k) dt = 0.
o gy
¢) Conclure. '

3/ (Transcendance de 7). Supposons = algébrique sur Q.
a) Montrer qu’alors {7 est algébrique.
N existe done Q@ = dX" + dy X 1+ -+ d._1X + d, € Z[X], d # 0, tel que Qir) = 0.
Soient wy, ... ,w, les racines de @, de sorte que @ = d{X —wy) - (X —w,).
b) Si @ € Z[X,,..., X,] est symétrique, montrer que ${duw,,. .., dw,) est un entier.
Comme il existe k tel que wy, = ir, on a [[;-, {1+ €)= 0, ce qui en développant s’écrit

aussi
27 -1

1+ z o =0’
=1

Qy- 4. 5 0gny €tant les nombres de la forme 3. ,w;, I étant une partie non vide de
{1,...,n}. Supposons que C de ces 2* — 1 nombres soient nuls, Sim = 2" - 1-C,
on peut, quitte & rennuméroter, supposer qne les @; non nuls sont ay, ..., on.
¢) Moatrer que si nn polynéme ® € Z[X,,...,X,] est symétrique dans Z[Xy,... ,Xn],
alors #(de, ... ,day,) est entier.

Pour tout nombre premier p, on pose

dmete—1 Y p-1
e (X - (X - an)P.

d) Montrer que 3 ;- D(F,)(¢:) est un entier divisible par p.
€) En procédant comme an 2/, conclure.

Fp(X)=

Solution. 1/ a) On pose f(f) = ¢~ D(F)at}). Comme D(FY = D(F) - F, on a pour tout
t € [0,1]: f'(1) = —ee~D(F)(at) + ac~*D(FY(at) = —ae~ " F(at), et donc par intégration
(1) - [(0) = —a 01 ¢~ " F(at) dt, d'oh le résultat compte tenu de la valeur de f.

hid XE+p-1

b) Ecrivons Q = Soi—oar X*, de sorle que F = ;ak (gT—l_)‘ Alors

D{F)0) = E“"W = ag + Zak(l’ +p-1)--p,
k=t k=1

donc D(F)(0) est un entier qui vérifie D(F){0) = ay = Q(U) {mod p).
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2/ a) Fixons ¥ € N, 1 £ k € n. 8i G(X) = Fp(X + &), on voit facilement que G a la forme
p=-1

G(X) = h[x | H(X)] avee H € Z[X}, donc d’aprés 1/b), N = D(G)(0) = D(F,)(k) est un

entier vérifiant W =0 (mod p).

b) Si t € [0, 1], e* | F,(kt)| < *kP= "] /(p — 1)!, dome
1 nyp=-1t
I /o O (k) dt (En7)

(p— 1)1
Ot limps oo [E1™]P=2/ (p — 1)! = 0, d'o 2/b).

¢) Ecrivons Q = ap + a; X + -~ + 6, X", avec Q(e) = 0 et Q # 0. Quitte & diviser @ par X, on
peut. supposer ag # 0.
Pour tout nombre premier p, on pose

n 1 n
5= ark l FO-OF k&t et T, =3 axD(F)(E).
k=0

k=0

= n"e*

Daprés 1/a), on &[S g axe!|D(F)0) = Sp + Tp. Or i qaee® = Q(e) = 0, donc S, + T, =
0 (+). D’aprés 2/a),pour k€N, 1 <k <n,onaD(F)(k) =0 {mod p) donc d’aprés 1/b) :

n
T, = Za;‘D(FP }E) = @oD(Fp)(0) = ao(=1"(n!)’  (mod p).
k=0
Or ag # 0, et donc pour tout nombre premier p supérienr & max{|a|,n}, on 2 7} % 0 (mod p).
Ty est donc un entier non nul, et vérifie donc IT,1 2 1. Or d’aprés 2/b), limy_..o 5, =0, ce qui est
absurde d’aprés (*). Le nombre réel ¢ est donc transcendant.

3/a) Avec le résultat du probléme 5, c’est immédiat, En effet, l’ensemble des nombres algébriques
étant un corps, si T est algébrique, comme i est algébrique {racine de X 2 4 1), in est algébrique.

Nous allons cependant montrer ce résultat sans utiliser ce “bulldozer”. Le nombre x étant
algébrique, il existe n € N* et aq, ... ,¢n €Z,a, £ 0, tels que ag+ay7+-+ 4@, = 0.5if = im,
On o

(@0 — m26% + - ) —i(af — a30® + .-} =0,

etsi Q= (ap—a2 X2+ P+ (1 X —agX®+---)? € Z[X], on a donc Q(8) = Qi) = Oet Q #0.
D’oul le résultat.
b) Les nombres complexes dun, ... ,dw, sont les racines du polynéme I-IQX) = XM +
dy X"t 4 ddaX?2 4 -+« + d*"2dy_2X + d*"'dn = R(X). Ce polynéme est unitaire 2 coefhi-
cients entiers, don¢ tout polynéme symétrique en les racines de R(X) & coefficients entiers, est
entier (voir la remarque 3 de la partie 4.2, page 79), d’oit le résultat.

¢) Le polynéme & étant symétrique dans ZiXy, ..., Xa), il existe P € Z[Xy,... , Xom] tel que
® = P(Ly,...,Em), les T; désignant les fonctions symétriques élémentaires de ZlX1, . Xm)
Si maintenant on note I} les fonctions symétriques élémentaires de Z[X1, ..., X2=-1), on vérifie
facilement que si 1 <§é < m,

o = Di(day, . .. dag} = Bi(dey, ..., dam, 0, ... ,0) = Zi{day, ... ,daga_1).
Si pour tout I C {1,...,n}, I # @, on note Mz =3 ; X;, on voit que le polynéme

Q;(Xl,. .- ,Xﬂ) = E: [(M}']ICI;;;.II]] ez[Xh v 1Xn]

(Pordre des variables M| n’a ici pas d’importance puisque X est symétrique) est symétrique dans
Z[Xy, ..., Xn) Les da; étant les My(dwy, .. . ,dw,), on voit gue

a; = Bi(day, ... ,daga_1) = Qi(dw, ... ,dwn)

et donc o; € Z d’aprés 3/b) puisque @ est symétrique dans Z[Xy, ..., Xp]. Finalement, on voit
que
F(duwy, ..., dogm) = Ploy, ... ,0m)
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est un entier.
d) On peut aussi écrire Fp{X) sous la forme

1
-1

Un peu d’attention montre alors que le polynéme G(X) = (p = 1)! Yohey Fo(X + ax) a pour
coefficients des polynémes symétriques a coefficients entiers en les (o2)ickgm, et done d’aprés 3/¢),
G(X) € Z[X]. Or pour tout k, 1 < £ < m, X¥ | Fp{X + o), done XP | G(X), et donc il existe
H € Z[X] tel que G(X) = X? H(X). Finalement, on a montré que F(X) = G_—l—l)_! Yorey Fp(X+ey)

a la forme F(X) = ﬁﬁH(X), et donc d’aprés 1/b),

(dX)~! [(dX — doy) - --(dX — dog)f - (#+)

Fp(x)=

D(F)0) = 3 D(Fp)e) =0 (mod p).
k=1

e) La relation de la question 3/b) s’écrit (C'+1) + Tjere® =0avecC €Net d’aprés 1/a), en
posant

m 1 m
S, = Za"ﬁ e"““")Fp(akt)dt, T, = (C+ 1)P(F)0), Up= ZD(F,,)(ag),
k=1 k=1

onaS,+T,+ Uy =0 (##x). Or pour tout &, pour tout p, pour tout 1 € [0, 1],

|"'!|""‘P-H’--]"!IM?_1 e = m m K-t
ey (Lt e LT oy

o M = supigpen okl et K = [d]™+1 M(2M)" sont des constantes. On en déduit que

|Pp(eat)| <

! {1-1) M| ym ™ pr_l
e I=NE (apt)dt| < ™ | 2M)" —=,

et done limy_ 400 fnl e (apt)dt = 0, et ceci pour tout k, donc

p_liglm S, =0, (++24)

D’aprés (**), on peut écrire

-1 mp
Fy(X) = (—p’%ﬁ (Z me) ,

=0

ot pour tout £, a; est un polyndme 3 coefficients entiers symétriques en @y, ..., O, donc d’aprés
3/c) les ag sont entiers. Par aillenrs, on vérifie facilement que «y = (=1)y"Pdr~1(doy - don ) =
-1 oh L = (—1)"(day - diey) est une constante, entidre d’aprés 3/c). D’aprés 1/b), on
voit donc que D(F,)(0) est un entier vérifiant D(F,)(0) = a0 (mod p). Finalement, on obtient
T, = (C + 1)}ag = (C + 1)d?~ 1 LF {mod p). Comme de plas f, = 0 (mod p) d’aprés 3/d), on voit
que T, + U, = (C + 1)dP~* L7 (mod p). Donc si p > sup{C + 1,d, L} est un nombre premier,
T, + U, est un entier non nul, donc [T, + Up| 2 1. De (***), on tire alors |S,| > 1, ee qui est
absurde d’aprés (****). Le nombre # est donc transcendant.

Remarque. On peut montrer par des méthodes analogues gue si les o; et §; sont al-
gébriques, alors 3~ a;e?s # 0 (résultat dii & Lindemann en 1882).

— 11 serait indécent de parler de nombres transcendants sans citer le célébre théoreme de
Gelfond-Schneider (1934).
Si v el B sont alyébriques, o € {0,1}, 5 € Q, alors af est transcendant.
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- Actuellement, on connait peu de classes de nombres transcendants. On sait que ¢, 7,
log 2, log 3/ log 2, e*, T(1/4) sont transcendants, mais on ne sait méme pas si 2°, 27, =*,
€+ 7 ou 7 {constante d’Euler) sont irrationnels.

- A propos de nombres irrationnels, on peut démontrer assez facilement que 72 (donc 7) est
irrationnel (voir le chapitre intégration du tome analyse). Si ce résultat est une conséquence
immédiate de la transcendance de x, il n’en reste pas moins gue la démonsiration de la
transcendance de r est assez dounloureuse.

~ En démontrant la transcendance de x, Lindemann résolvait le célebre probleme de la
guadrature du cercle ; Pendant longlemps, on a essayé, & partie d’un cercle, de tracer
4 Paide d’une régle et d’un compas un carré ayant méme aire gue celle du cercle. Le
transcendance de r montre que ce probleme est insoluble (on montre en effet que tout
points construit avec une régle et un compas & partir do cercle unité a des coordonnées
algébriques). Ce probléme n’est qu'un exemple parmi d'autres gui illustre la fascination
yw'exerce le nombre 7 sur les mathématiciens. Profitons de cet instant pour présenter les
grandes lignes de I’histoire du nombre 7 et de son calcul,

7. Le nombre 7

7.1. Une petite histoire de =

Trés tot, ’homme a essayé d’estimer le périmétre d’un cercle & partir de son rayon.
Un papyrus égyptien datant de 2000 ans avant notre ére donne pour 7 'approximation
(16/9)® = 3.1604 . ... D'autres estimations furent également données, comme 3, 3 + 1/8,
3 + 1/7, notamment par les babyloniens. Enfin, de maniére implicite dans la bible, on
trouve ’approximation r =~ 3.

Des considérations plus mathématiques sont ensuite apportées par les grecs. Archimede
(287-212 avant JC), A partir de polygones inscrits et exinscrits & 96 c6tés autour d'un
cercle, donne Destimation 3 + 10/71 < © < 3 4 1/7. Plusieurs variantes de la méthode
d’Archiméde furent par la suite utilisées; Ludolph van Ceulen (1540-1610} calcula ainsi
correctement 34 décimales de x. Frangois Viéte (1540-1603) donna lui 'expansion

2-J§1ﬁ+1¢1_1+1J1+1J3“
r V2 ¥2 2V2 \2 2V2 2V2

qu’il put obtenir en considérant Paire de polygones inscrits A 2* cotés (voir la partie sur les
suites du tome d’analyse). John Wallis déconvrit en 1655 la formule (voir tome Analyse,
chapitre intégration)

7 1 2 4---(20) 1°

= i .
2 T et In F113:5.-(2n-1)

Cependant, ces suites ont une convergence relativement lente. Une nouvelle ére arrive
avec le mathématicien écossais James Cregory(1638-1675) qui en 1671 montra

arctapnx = T4 =i :,:3+T5 :BT.;. (I)
M= 1ye T3 T T ‘
ce gui, en remplagant  par 1, donne
m_ 1,11
4 35 7 ’
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formule découverte indépendamment par Leibnitz en 1674. Avecz = 1 /3, Ia formule (I)

donne

E-L(l_ 1 + 1 1 +)

6 V3 3-3° 3.5 3.7 ’
série utilisée au début du dix-septidme sidcle par Abraham Sharp sous la direction de
'astronome et mathématicien E. Halley (oui, celui de la cométe!) pour calculer 71 déci-
males de x. John Machin (1680-1752) établit la formule

T 1 1
i 4 a.rcta.n(s) arcta.n(239 . (In
Gréce a (I), la formule (IT) donne une formule trés efficace pour calculer #. Machin calcula
ainsi 100 décimales en 1706. La méme année, William Jones dans A new introduction o
the mathematics utilisa la lettre T pour désigner le rapport de la circonférence au diameétre
du cercle. Ce fut cependant Léonard Euler (1707-1783) qui rendit le symbole populaire.
Euler détermina de nombrenses relations impliquant , parmi lesquelles

x2 I ™ =1

T moiaw

6 o 90 =
(Voir aussi le tome analyse sur les séries de Fourier).

Au milien du XIX-iéme sigcle, on calculait toujours © avec des formules du type de (II}.
En 1844, Johann Dase, calculateur prodige, utilisa la formule

L 1 1 1
= a.rctan(i) + a,lct.a.n(g) + arctaal(g)

pour calculer 205 décimales de x. Le record du calcul de # sans I'aide de machines fut
atteint par William Shanks (1812-1882) qui publia 607 décimales de x; mais seviement
les 527 premiéres étaient correctes. Plus tard, en 1853, Shanks publia 707 chiffres; comme
précédemment, seules les 527 premitres décimales étaient correctes. L'erreur de Shanks
fut découverte en 1947 quand D. F. Ferguson calcula 530 décimales puis 808, utilisant une
calculette de bureau et la formule

T 1 1 1

1= 3 arctan(z) + a.rctan(%) + arcta,n(m .

Arrive alors Pordinateur et avec lui, des records de plus en plus extraordinaires, En juin

1949, ’ENTAC permet de calculer 2037 chiffres de 7 grace & la formule de Machin (II).
Toujouts avec la méme formule, Genuys calcula 10.000 décimales en 1958 en 100 minutes,
En 1961, D. Shanks et Wrench, utilisant 'identité

X

1 1 1
i 6 arctan( E) +2 alcta,n(ﬁ) + arctan(=—

239
calculerent 100.000 décimales en moins de 9 heures. La calcul fut vérifié avec la relation

(I11)

T 1 H 1
i 12 arctan( 18) + 8a.1ctan(57) 5 arctan( 730> IV}
En 1973, J. Guilioud et Bouyer,  partir de (IV), calculérent un million de décimales de #
en un peu moins de 24 heures. La vérification fut effectuée grice a (III).
Dans les années 80, une nouvelle étape est encore franchie. Alors que P'on pensait que les
records ultérieurs seraient essentiellement battus grace & 'angmentation des performances
des ordinateurs, ¢’est plus les méthodes qui permirent d’avancer considérablement :

~ On considéra d’autres suites, convergeant plus rapidement, issues de la théorie des
intégrales elliptiques et des formes modulaires, donc certaines furent découvertes
par le gépial Ramanujan.
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- On utilisa une maltiplication rapide sur des grands nombres. Celle ci ne commence
néanmoins a étre efficace que lorsque les nombres considérés ont plus d’un million
de chiffres.

En 1983, Kanada, Tamura Yoshino et Ushiro calculérent 10 millions de décimales grace a
I’algorithme de Salamin :

. Gng1 = (6n + b2 )}/2 _ 26 4
; { b2 g 0 4 s > 2loTS T = T ok af — B)
L’avantage de cet algorithme est que le nombre de décimales exactes double a chaque

itération. Les 10 millions premitres décimales de 7.5, par exemple, coincident avec celles
de #. Fin 1985, W. Gosper calcula 17.500.000 décimales grice & la série

% -3 (*f 4{411)! (1103 + 26390:1)) ‘ vy

an(pt}d g0dn+2

tend vers 7.

Gy Up

n=0N

Cette série est due 2 Ramanujan et converge tris rapidement (3 peu prés 8 décimales par
terme). En janvier 1986, D. H. Bayley atteignit 29.360.000 décimales grace i la suite

1 1 1-- V‘ 1- gn
VW=7 %= 5 el = T
72 2 1+ Y1~y
g1 = (14 #ap1) 00 — " gaia(1+ Yo + Y1)

La suite {ay)aen tend vers 7=1. La convergence est trés efficace puisqu’a chaque étape,
le nombre de décimales exactes est quadruplé. D’autres records se succéderent ensuite
(134.000.000 décimales en 1987, 201.000.000 en 1988). Un pas fut encore franchi fin 1989
forsque les fréres Chudnovsky découvrirent une nouvelle série du type de (V) :

426.8804/10.005 _ +2°° (61)4(545.140,134n + 13.501.409)
™ - (ROP(3n)(—640.320)*

Cette série ajoute 14 décimales  chaque terme. Les Chudnovsky Putilisérent pour calculer
1 milliard de décimales en 1989, puis plus de 2 milliards en aodit 1991 sur une machine
parallale. Sachez par exemple que la milliarditme décimale de = aprés la virgule est un 9.

Tant que nous sommes dans le sujet, citons un fait amusant dans une valeur numérigue
faisant intervenir x. Lorsque I'on calcule e™V1%8 avac 12 chiffres aprés la virgule, on trouve

"V — 962537 412 640 768 743, 909599999999 . ..

n=0

On a envie de penser que cette sétie de O continue indéfiniment et donc que e” 163 est,
entier. En fait, il n’en est rien; Ia 13-2me décimale de e7V1* aprés la virgule est un 2.

7.2, Amusez vous a calculer r

Un excellent exercice de programmation informatique est le calcul de x avec un grand
nombre de décimales; celui ¢i demande de se construire une bibliothéque de calcul sur
grands nombres (“informatiquement” un grand entier est représenté par un tableau con-
tenant ses chiffres, regroupés par blocs de méme taille). La méthode la plus simple et la
plus efficace est certainement la formule de Machin (11), en utilisant le développement (1)
de I'arctangente. Pour confirmer vos calcnls, voici présentés les 2000 premiéres décimales
de 7 : '

3. 14159 26535 89793 23846 26433 83279 50288 41971 69399 37510 £Q
58208 74944 659230 78164 06286 20899 86280 34826 34211 70679 : 100
82148 08651 32823 D6647 05384 46095 S0582 23172 53504 08128 150
48111 74502 B4102 70193 86211 06559 64462 20489 54930 38196 200
44288 10975 66563 34461 28475 64823 37867 53165 27120 18091 250
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45648 56692
72458 70066
78925 50360
33057 27036
07446 23799
98336 73362
60943 70277
00056 81271
14684 40501
42019 Bb611
51870 72112
50244 59455
71010 00313
59825 34904
18577 80532

38085 25720
03530 18529
55748 57242
817564 63746
35836 16035
94482 5E3TH
93313 87702
25338 24300
67823 54781
55706 74983
32116 53449
63698 07426
81647 06001
18136 11E73
45477 62416
56687 67179
82796 T9TGE
73926 84396
06744 27862
46776 46575

56951 62396

56672 27966

30093 68188

41260 02437

Bon conrage .

34603 48610
Q6315 58817
01133 056305
B7E9E 91953
62749 EE735
44065 66430
05392 17176
45263 56082
22495 34301
21290 21960
49999 59837
34690 83026
78387 52886
28755 46873
17122 68066

10654 B5863
68996 77362
45415 06958
49393 19265
63707 66010
77472 68471
89851 52104
35EBT 64024
63600 53417
85054 94588
87202 75596
E4252 78625
61452 49192
62652 13347
862651 89835
04946 01653
81454 10095
08412 84886
20391 94945
73962 41389

Pour ceux gui iraient plus loin,
entre le rang 5001 et 5050 :

E8é45 T3021

entre le rang 10001 et 10050 :

19885 78279

entre le rang 50001 et 50050 :

92558 65784

26845 43777

.-
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45432 66482
48815 20920
48820 46652
09218 61173
18887 52724
86021 39484
28317 67523
TT857 71342
46540 58537
86403 44181
29780 49951
42522 30826
SB753 32083
11595 62863
13001 92787

27886 59361
25994 13891
50829 5331t
06040 09277
47101 Bi942
04047 53464
75216 20569
74964 73263
21641 21992
58692 69856
02364 80665
51818 41757
17321 72147
57418 49468
69485 56209
46680 49836
38837 86360
26945 60424
04712 37137
08658 32645

voici d’autres

63159 81931

418488 £5834

66846 12156

entre le rang 100001 et 100050 :

33902 64726

13393 60726
96262 92540
13841 46851
81932 61179
89122 79381
63952 24737
84674 81846
75778 96001
10607 82275
59813 62977
05973 17328
33446 85035
81420 61717
88236 37875
66111 95809

£3381 82798
24972 17752
68617 27855
01671 13900
95569 61689
62080 46684
66024 05803
91419 92726
45863 15030
90927 21079
49911 99518
46728 90077
72350 14144
43852 33239
92192 22184
27232 79178
85068 00642
19662 85022
86960 95636
99581 33904

décimales.

86167 35381

39751 87445

78554 25660

12819 41632

02491
91716
94161
31051
83011
19070
76694
73637
68025
47713
16096
26193
76601
B3751
21642

82303
83479
88907
554868
46767
25906
81501
04269
28618
75093
34797
77279
196735
07354
27255
608567
25125
21066
43719
T8027

29741

45512

54160

00768

41273
36436
168094
18548
94912
21798
05132
17872
89236
09960
31858
11881
47303
95778
01989

01852
13151
50983
24012
83744
94012
93511
92279
29745
02955
75356
38000
685448
14333
02542
B4383
20511
11863
17287
59009

67729

86563

05071

48736

300
aso
400
450
500
550
800
650
700
750
a00
850
800
@50
1000

1050
1100
1150
1200
1250
1300
1350
1400
1450
1500
1550
1600
1650
1700
175¢
1800
18590
1900
1950
2000

5050

10060

50050

100050



CHAPITRE 1II

Algébre linéaire : généralités

1ISTORIQUEMENT, |'algébre linéaire nait de |’ébude des systémes linéaires. Abordés
dés 1678 par Leibnitz, Mac Laurin en 1748 donne Ies formules de résolution i deux
ou trois inconnues, complétées dans le cas yénéral par Cramer en 1754. A partir
de Ja, Yandermonde puis Laplace ont Pidée de définir un déterminant d’ordre n
par récurrence sur n, en le développant par rapport une ligne ou une colonne,
D’autre part, dans les Recherches Arithmétigues, Gauss avait adopté, pour désigner
une transformation linéaire, une notation sons forme de tableau : 1a notation ma-
tricielle. I y définit méme le produit de deux matrices. Ce passage devait suggeérer
& Cauchy la régle du produit de deux déterminants, publiée en 1815 dans un
mémoire.
Jusqu’alors, les concepts de déterminant et de matrice sont encore trés liés. En
1826, Cauchy, cherchant 3 déterminer les axes principaux d'une surface du se-
cond degré, introduit le polynome caractéristique d'une matrice, Avec Cayley et
Sylvester, au milien du dix-neuviéme siécle, la théorie des matrices se développe.
On en est encore au plan et a I'espace. La familiarisation des mathématiciens aux
déterminants et aux matrices s'accroissant, elle suggére i ceux ci la conception
d’un espace i n dimensions. Mais il fallait oser | Vers 1843-1845, Cayley et (rass-
mann franchissent le pas et patlent d’espaces & n dimensions. Cayley se fonde
sur la généralisation de la géométrie analytique des coordonnées et introdnit les
n-uplets (2),. .. ,2z,). Grassmann a quant 2 lui I'idée de développer une “analyse
géométrigue”, capable de calculer sur des grandeurs orientées de fagon intrinséque
(c’est-a-dire indépendante du choix des coordonnées). 1l donne la définition de
'indépendance linéaire d’un systéme de vecteurs et celle de la dimension d'un
sous espace vectoriel. Enfin ¢’est Péano qui, en 1888, axiomatise Ialgébre linéaire.
Jusqu’en 1930, c’est le point de vue des matrices et des coardonnées qui prédomi-
nera, par rapport & un point de vue plus intrinséque des espaces vectoriels.

Remargues préliminaires. On abrégera sonvent “espace vectoriel” par “e.v”, “sous es-
pace vectoriel® par “s.e.v”.
Dans toute la suite, K désigne nn corps commutatif.

1. Espaces vectoriels

1.1. Généralités

DEFINITION 1. On appelle K-espace vectoriel (on e.v sur K) un ensemble £ muni d'une loi
interne (notée +) et d"une loi externe (notée -} admettant K comme ensemble d’opérateurs
et vérifiant :

(i} (E,+) est un groupe abélien.

(i) Pour tout (x,y) € E? et (A, p) € K2,



108 IIl. Algébre linéaire : généralités

a) A-(z+y)=Ar-2+2 -y
by (At pu)-z=r-z+p-=.
&) - (- 2) = ().
d} 1.2 ==
Remarque 1. — Une conséquence de cette définition est que A -z = 0 si et seulement
siA=0ouz=0.
— §'il existe de plus une loi interne, notée o, vérifiant (i) (E, +,0) est un anneau, (ii)
V(z,y)€ EL VA €K A (zoy)=(A-z)oy =z 0(A-y), on dit que E est une
K-algébre.

Ezemple 1. Les ensembles suivant sont des K-espaces vectoriels. K, K* (muni des lois
(Z10eee s B} F (Miaee s ¥ ) = (T1 F Y1y rran+ Yn) €8 A (T10ee0 3 %n) = (AZ1,. 0., ATA))
toute extension de corps L de K, I’ensemble des fonctions 'un ensemble £ dans K, K[X],

K[Xh‘ e ’Xn]-

DEFINITION 2. Les &léments d’un K-e.v s’appellent des vecteunrs,ceux de K des scelaires.
DEFINITION 3. Soit (E,+,-)unK-e.v et F C E. On dit que F est un sous espace vectoriel
de E si (F,+,-) est un K-e.v.

Ezemple 2. Les ensembles {0} et E sont des s.e.vde E; K, [X] = {P € K| X], deg(P) < n}
est un s.e.v de K{X]; C(R,R) (ensemble des fonctions continues de R dans R) est un s.e.v
du R-e.v des fonctions de R dans R.

ProrosiTiON 1. Soit (E, +,-) un K-e.v et F C E, Alors (F,+,-) est un s.e.vde E si el
seulement si

(i) F#e (i) Y(z,y) € F,V(Au) €K', Az +py € F.
Remurgue 2. On montre rarement directernent qu’un ensemble est un e.v, mais souvent

que c’est up s.e.v d’un e.v connu (& I"aide de la proposition précédente).

PROPOSITION 2. Soit E un K-e.v et (E;);c; une famille de s.e.v de E. Alors Ny  E; est
un s.e.v de E.

Remarque 3. Attention, ce théoreme est faux pour la réunion (voir l'exercice 1}.

Somme de sous espaces vectoriels,

DEFINITION 4. Soit E un K-e.v, (E;)ies une famille de s.e.v de E. On note 3, E; =
{ic1 %i» les @; € E, étant tous nuls sauf un nombre fini}. L'ensemble 37, E; est un s.ev
de E appelé somme des s.e.v (E; )ies.

DErFINITION 5. Soient F,..., E. n sous espaces vectoriels d’'un K-e.v £. On dit que £
est somme directe de Ey, ..., E, si tout vecteur r € ¥ s’écrit de maniére unique sous la
formez=2;4+---+z,ouVi,r; € Ei. Onnotealors E=FE, & --- @ E, = ), Es.

Remarque 4. SIE=E d-- @ Ep,onablensir E=Y{_  Ei=Ej+---+ E,.

PROPOSITION 3. Soient E, et E, deur s.e.v d’un K-e.v E. Alors E = E, @ E, 51 et
seulement si E = E, + E, et E, N0 E, = {0}.

Remargue 5. — Cette proposition est fausse s'il ¥ a plus de deux s.e.v.
— On dit que n sev E,,...,E, sont en somme directe si 3, E; = @ £;. On a
le résultat pratique suivant : Les (E;}1<i<n sont en somme directe si et seulement
si Végalité z, +--- + 2, = 0 avec Vi, r; € E;, entraine Vi, z; = 0.
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Familles génératrices, familles hbres.

DEFINITION 6. So0it (;)ies une famille de vecteurs d’un K-e.v E. On appelle combinaison
linéuire des (z;):c; toute somme 3 .7 A;%; ol pour tout 1, A; € K et ol les A; sont tous
nuls sanf un nombre fini.

— L’ensemble F des combinaisons linéaires des {(2;)ier est un s.e.v de E noté Vect(z:)ier.
C’est le plus petit s.e.v de E contenant tous les «;.

DEFINITION 7. Soit £ un K-e.v et A C E. On note Vect A = Vect(a)aga. On dit que A
est une partie génératrice de E (ou (@)aca une famille génératrice de E) si Vect A = E.
DEFINITION 8. Soit (2;);es une famille d’un K-e.v E. Alors (i) et (i) sont équivalents :
(i} Toute combinaison linéaire vérifiant 3;¢; Aiwy = 0 vérifie Vi, A, = 0.
(ii) Aucun vecteur de la famille n’est combinaison linéaire des autres.

Une famille de vecteurs vérifiant (i) ou (i) s’appelle une famille fibre (on dit anssi que les
vecteurs #;, § € I, sont linéuirement indépendunts). Dans le cas contraire, la famille est

dite hée.

Citons enfin le théortme qui est & la base de la théorie sur Ia dimension des espaces
vectoriels,

THEOREME 1. Duns un e.v E engendré par un nombre fini n de vecteurs (i.e. 3(%i)1gicn
tel que E = Vect(#:)1<icn), toute fumille libre a au plus n éléments.

1.2. Bases et dimension d’un espace vectoriel

Base d’un espace vecloriel.
DEFINITION 9. Une famille libre et génératrice d’un e.v E est appelée une base de E.

PROPOSITION 4. Soit E un K-e.v admettan! une base (e;)ie;. Alors tout vecteur © de E
s’éerst de maniére unigue comme combinaison lindaire des (ei)ier * & = Y;ep Mi%i. Les
(Mikier ¢’appelient les coordonnées de z dans la base (€;)ies-

Ezemple 3. Les (€:)igi¢a (o0 & = (0,...,0,1,0,...,0),le 1 se trouvant i la i-eme place),
forment une base de K* appelée buse canonigue de K*.
— (X ™)nen est une hase de K[X| appelée base canonique de K[X].

. DEFINITION 10. On dit gn'un K-e.v E est de dimension finie s'il existe une famille généra-
trice finie de E. Si tel n’est pas le cas, on dit que E est de dimension infinie.

Llexistence de base en dimension finie est assurée par le théoréme suivant.

THEOREME 2. Soit E un K-e.v de dimension finie, G un systéme fini de générateurs de
E, L C G un systéme libre. Alors il eziste une base B de E telle que L C B C§.

Conséquences en dimension finie,

-~ Tout K-e.v de dimension finie admet une base.

— De toute famille génératrice de E on peut extraire une base de E.

- Toute partie libre peut étre complétée en une hase (résultat connu sous le nom de
théoréme de In base incompléte).

Remarque 6. Le théoréme 2 reste vrai en dimension infinie, mais sa démonstration fait
appel 4 I"axiome dn choix.
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Théorie de la dimenaton,

THEOREME 3. Soit E un K-e.v de dimension finie. Touics les bases de E ont méme cur-
dinal n. Lentier n s’appelle dimension de E, et est noté dimg E (avec pur convention
dimg E =0 st E = {0}).

PRrROPOSITION 5. Soit F un K-e.v de dimension finie n € N*. Alors

— Tout systéme libre de n vecteurs de E est une buse de E.
~ Tout systéme générateur de n vecleurs de E est une bose de E.

PROFPOSITION 6. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, Sotent .. .E} ksevde
E Alors E=E,&-- - QFE, sietseulementsi E=E, +---+ E, eln= Ez- dim E,.

PROPOSITION 7. Soit E un K-e.v et E(, E; deur s.e.v de E de dimension finie. Alors
Ey 4 B est un s.e.v de dimension finie et dim( B, + E,) = dim E, +dim E, — dim{ £ N E;).

COROLLAIRE 1. Soit E un K-e.v de dimension finie, E, et E, deur s.e.v de E. Alors (i},
(1i) et (11i) sont équivalents :
(i) E=E ¢ E..
(i) dim E = &im £, + dim E, et F; N E; = {0}.
(iii) dim F = dim El + dim Eg et B = E]_ + Ez.
Si (i}, (ii) ou (iif} est vérifié, on dit que E, est un supplémentaire de E, dans E.

Remargue 7. Si F est un s.e.v de E, il y a en général une infinité de supplémentaires de
F dans E.

1.3. ,Exercices

ExERCICE 1. Soit K un corps commutatif et £ un K-e.v.

a) Soient F et G deux s.e.v de E. Si F UG est un s.e.v de F, montrer que F C G ou
GCF.

b) Soit k > 2 et {V;)12:<s une famille finie de & s5.e.v stricts de E (i, e. pour tout i, V; # {0}
et V; # E). Si E = VU -+ .UV, montrer que K est fini et que k > Card(X) + 1 ().
L’inégalité (*) peut-elle &tre une égalité?

Solution. a) Raisonnons par Pabsurde ef. supposons que F ¢ & et & ¢ F, de sorte qu'il existe
€ 2@ G etilexiste y€ G,y ¢ F. Le vecteur z -+ y est dans le s.e.v FUG, donc z+y € F
ou £+ y € G. Supposons par exemple 2 +y € F. Comme F est un sevet quer € F,on a
(z4+y)—=x € F, cest-d-dire y € F, ce qui est absurde. Yol le résultat.

b} C’est plus délicat. Quitte & retirer ¥}, on peut supposer V| ¢ (VaU- - -UV,). Il existe donc z € V)
telquezs g VoU-- UV, Or (VyU-- UV} ¢ V] (sinon V) = E), donc il existe y € V2 --- U
tel que y & V1.

SiAEK alorsy+ Az € E.Or y4 Az q! Wi (sinon y € V; car z € V;), done pour tout A €K,
il existe iy € {2,...,k} tel que y + Az € V;,. L’application K — {2,... ,k} X 4, est injective
(en effet, 8 iy = :,,, alors gy + Az et y 4 pix e Vi, donc (A= )z €1y, et comme x & V;,, on doit
avoir A = y). De cette injectivité, on déduit que Card(K) < Card{2,... .k} = &k~ 1, d’od (*).

(*) peut étre une égalité. Par exemple, si K = Z/2Zet E =K', si V1 = {(0,0),(0, 1)}, vz =
{(0,0), (1,0)) et V3 = {(0,0), (1, 1)}, alors Vi, V& et V5 sont des s.e.v stricts de E et ViUVUV; = E.

ExXercIGE 2. Montrer que dans le R-e.v des fonctions continues de R dans R, les familles
de fonctions suivantes sont des familles libres :
a) (fiaemoi fL: R=R xw— e*7,
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b) (fidrer+ Ol fi: R—=R &~ cos(hzx).
&) (Hiree ol i: RoR x|z — Al

Sofution, a) Supposons cette famille liée, de sorte qu’il existe (Ai)icicn € R™ et (1) € R tels
que 30, pefr, = 0 avec les 4; non tous nuls, Quitte & retirer des termes, on peut supposer u; # 0
pour tout i. Quitte & réordonner des termes, on peut méme supposer A, > Aa> > A.0na

n 1
: Y AE Y — ¥ plhi=A)e
i, e (Somen) = i, S =,

=l izl

car pour § > 2, Ai — AL < 0. Or T, pifa; = 0, et cette limite est donc nulle, done g2 = 0, ce qui
est contradicioire.

b) Montrons par récurrence snr n € H* que si 3 i piifo; = 0 {avec les )i distincts dans RY),
alors pour tout £, g; = 0. Pour n = 1 ¢’est évident. Supposons maintenant le résultat vrai jusqu’an
rang n — 1 et montrons le an rang n. Si 372, i fr, = 0 (#), les (X;) distincts dans R*, par
double dérivation, on obtient Y7, (=A% £1,) = 0 (#+). En multipliant 1’égalité (*) par AZ et
en I'ajoutant i (**), on obtient Z:';ll (A% = A2)fr, = 0, donc d’aprés Phypothése de récurrence,
pour tout 1 €7 < n—1, w(A¥ — A2) = 0. Les A; étant postiifs et distincts. on en déduit g; = 0
pour 1 <i < n— 1. Donc d’aprés (*), pn fr, = 0, et donc pour tout , 1 <i < n, A; = 0.

¢) Supposons la famille (f3)aer lice. Alors il existe Ay € R tel que f), soit combinaison linéaires
des (f1)aga,, antrement dit :

n
Aty nde ERN (M), Y. m €R, Hro =D mifa

i=1

Or pour tout § > 1, A; # Ag donc f,, est dérivable au point Ao (Papplication »'+— |2 — A] est
dérivable partout sauf en A}, d’olt on tire que Y, s fa, est dérivable en Ay, ce qui est absurde
car ceci égale fi,. Dol le résultat.

Remarque, On aurait pu résoudre le a} comme on I'a fait pour b). L'avantage de cette
dernizre méthode est gu'elle aurait permit de conclure méme si lintervalle de définition
des {f,) n’était pas R tout entier.

EXERCICE 3. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, et A et B deux s.evde E
de méme dimension 7. Montrer que A et B admettent un supplémentaire commun {i. . il
existe un s.e.v S de Etel que A S = B S = F).

Solution. Nous allons effectuer une récurrence descendante sir r < dimE. §i r = dim E, c’est
évident car {0} est un supplémentaire commun & A et & B. Supposons le résultat vérifié au rang
r+1 < dim F et démontrons le an rang r.

Ona AUB # E. En effet, supposons AU B = E. Comme A ¢ B (sinon £ = AUB = B),
il existe z € A tel que ¢ B. De méme, ilexiste y€c B,y € A Orza+y € E= AU B, done
z+yE Aouz+y€ B, par exemple 2 +y € A. Alors y = (2 4+ y) — = € A, ce qui est absurde. On
a done bien AUB # E.

Done il existe z € £, = § AU B. Soit A’ = A + Vect(z), B’ = B + Vect(z). On a dimA’ =
dim B* = r4 1, donc d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe un s.e.v § de E tel que A’ S =
B®S =E.SiS=54+Vet(z),onadonc E = A'@5 = A Vect{r) @S = A S et
E=B®5 = BaVect(z)® & =B d S5, d’ou le résultat.
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2. Applications linéaires

2.1. Généralités

DEFINITION 1. Soient E et F deux K-e.v et f : E — F une application. On dit que f est
finéaire si

Y(z,y) € B, V(A u) €K, f(Ae + py) = Af(x) + pf(y)-
L’ensemble des applications linéaires de E dans F est un K-e.v noté £(E, F).

Exemple 1. — L'application ¢ C([0,1],R} =R f = fol f(t) dt est linéaire.
- 8i A ¢ K, 'application ¢: E = E z = Ax est linéaire.

Remargque 1. — Une applicatior linéaire de £ dans K est appelée forme linéaire.

— Une application linéaire de E dans F est appelée endomorphisme.

— Si f est lindaire, alors f(0) = 0.

— La composée de deux applications linéaires est linéaire.

— Si f: E — F est linéaire et bijective, on dit que f est un isomorphisme de K-e.v.
Lapplication f~!: F — F est anssi linéaire.

~ 8i f € L(E, F), |a linéarité de f entraine que pour connaitre (resp. pour définir)
£, il suffit de la connaitre (resp. définir) sur une base de E.

PROPOSITION 1. L'image (ou Uimage réciprogquej d'un s.e.v par une application linéaire
est un s.e.v.

DEFINITION 2. Soient E et F des K-e.v et f € L(E, F}. On appelle noyau de f I'ensemble
noté Ker f = f-1({0}) = {z € E | f(z) = 0}. On appelle image de f I'ensemble noté
Im f = f(E). Les ensembles Ker f et Im f sont des s.e.v. Par ailleurs, f est injective si et
seulement si Ker f = {0}.

DEFINITION 3. Soient E et F des K-e.v et f € L(E, F). On dit que f est de rang fini si
Im f est de dimension finie. Dans ce cas, I’entier dim(Im f) est appelé rang de f et noté
g f.

2.2. Espaces vectoriels quotients

DEFINITION 4. Soit E un K-e.v et F un s.e.v de F. Larelation R définie par (x Ry <=
% — y € F) est une relation d’équivalence sur E. L’espace quotient est noté E/F, et cest
un K-e.v muni des lois T+ 7 =7 T 3, AT = Az,

DEFINITION 5. Soit E un K-e.v, F un s.e.v de E. Si E/F est de dimension finie, on dit
que F est de codimension finie dans E. On appelle alors codimension de F dans E U'entier
codimg F' = dim{ E/F). i codimg F' = 1, on dit que F' est un hyperplan de E.

ProrosITION 2. Soit E un K-e.v. Un s.e.v F de E est de codimension finie dans E i
et seulement si F' admet un supplémentaire § dans E de dimension finie. On a alors
dim § = codimg F.

Démonsiration. Condilion nécessaire. Supposons E/F de dimension finie. Pour tout z € E, on

note z sa classe dans E/F. Soit {¢},... ,£,) une base de E/F. Soit 5 = Vect(e;)1<ign- Alors
- FNS={0)carsi ¢ =i, Aie; € FOS, alors & = 0 = T, Aié; et done pour tout 1,
z\;‘ - 0-

— F4 8 = E. En effet, soit # € E. Il existe Ay,...,An € K fels que # = Yoo s Si
y=Y i Me,onadoncz=royeF(rari=s—g= Netz=z+y, ye S
Donc F& S5 =E, et dimS = n = dim(E/F) = codimg F.
Condition suffisante. Supposons F & $ = E, olt § est de dimension finie n. Soit (e1,. .. y€5) UNE
base de 5. Nona montrons que (€7,. .. ,ts) est une base de E/F.
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— (€1,...,¢en) est une famille génératrice de E/F. Eneffet, si z € E,ilexiste y € Fet z €S
telquez =y +zet donc & =g+ = ¢ € Vect{e},...,en).

— (€1,. .- .€.) est une famille libre. En effet, si 3_, A;ié; = 0, alors 3, Aie; € F donc est
nul car F NS = {0}. Donc pour tont i, A; = 0.

Finalement, on a donc codimg F = dim({E/F) = n = dim 5, c

CoROLLAIRE 1. St F est un K-e.v de dimension finie, si F est un s.e.v de E, alors F est
de codimension finie dens E et codimg F = dim £ —~ dim F.

Faclorisation d'une application linéaire.

THEOREME 1. Soient E et F deur K-e.v el f € L(E,F). Alors Im f est isomorphe &
E/Kerf.

THEOREME 2. Soit E un K-e.v de dimension finie, F' un K-e.v et f € L(E,F). Alors f
est de rang fini ¢t dim F = dim(Ker f} + dim(Im f)} = dim{Ker f) + rg f.

COoROLLAIRE 2. Sait f € L(E,F) ot E et F sont deuz K-e.v de méme dimension finie.
Alors :

(f est bijective) <= (f est injective} <= (f est surjective).

Remarque 2. Ce deraier résultat est trés important. Il est faux en dimension infinie; par
exemple, f: R[X]— R[X] P — P’ est linéaire surjective mais pas bijective.

2.3. Algébre des endomorphismes

Les endomorphismes sont des applications lindaires trés importantes. Ils vérifient de
nembreuses propriétés et c’est pour cela qu’on les étudie plns particuligrement. Dans toute
la suite de cette section, F désigne un K-e.v,

On note L{E} = L(E, E}. Muni de la loi ¢ de composition, £( E) est une KK-algébre uni-
taire. On note GE( F} ’'ensemble ¢es endomorphismes bijectifs (on encore automorphismes)
de K. Muni de la loi o de composition, GA(E) est un groupe appelé groupe linéaire de .

DEFINITION 6. On dit que f € L(E) est une homothétie de rapport A € K si f = Adg
(ot Idg désigne Papplication identité de E),

Remarque 3. L’ensemble des homothéties de rapport non nul forme un sous groupe de
GE(E). On montre 4 'exercice 6 que c’est le centre du groupe GE( F).

PRoOPOSITION 3. Soit f € L(E). Alors f est une homothétie si el seulement pour tout
r € E, la familie (x, f(z)) est lice.

Démonstration. Condition nécessaire. (est immédiat.
Condition suffisanie. Pat hypothése, pour tout # € E, il existe A; € K tel que f(z) = Az -r. Fixons
24 € E, o # 0. Nous allons montrer que pour tout * € E, A, = A,,.

- 5i z € K, alors il existe g € K tel que ¢ = jry. Donc fle) = pflrn) = pAg,zo =
Asu(pzy) = Az, @, el donc Mg = Mg,
~ Sinon = et x, forment une famille libre, et on a alors

f\:.--p:.-..(i‘? + 3’") = fler+as) = f(:f') + f(ﬂfn) = Ap# + Agu7o,

donc comme (i, %4) est libre, Ay, 4z = Az, = Az, d'oll le résultat.
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Projecteurs et syméiries.
DEFINITION 7. Solent E, et E, deux s.e.v de E tels que F, & E; = F, de sorte que
Vre E, 3 x),2z;) € By x B tel que z =1, + .
L’application p: E = F 2 = x; est lindaire et s’appelle projection sur £, parallélement
AE, OnaKerp=F,, Imp=F,et pop=np.
DErINITION 8. Un endomorphisme p € L{F) est appelé projecteursi pop = p.

PropPosITION 4. Soit p € L(F). Alors p est un projecieur si et seulement si p est la
projection sur Im p parallélement é Kerp. On w alors E = Kerp® Im p.

Remarque 4. 5i p est un projecteur, alors y € Im p si et seulement si y = p(y).

DErmNiTION 9. Soient £, et E, deux s.e.v de E tels que £ = £, ® E;, de sorte que
Vee E, M z,,x,}) e Ey, x E; tel que =2 4 2,.

L'application 5: £ — £ 2w~ x; — x, s’appelle syméiriec par rapport 3 E, paralltlement
3 B;. On a s € L(E) et si p est la projection sur Ey parallélement & F,, s = 2p — Idg.

PROPOSITION 5. Supposons que la caractéristique du corps K soit différenie de 2. Alors
8 € L(FE) est une symélrie si et seulement sisos =Idg. Sip= %(s + Idg), p est un
projecteur et s est le syméirie par rapport & Im p parallélemnent @ Ker p.

Remargue 5. Si K est de caractéristique 2, on peunt avoir s = Idg sans (ue s soit une

symétrie (prendre par exemple s telle que [s] = ( é i ) € Mo(Z/2Z}).

2.4. Exercices

EXERCICE 1. Soit E un K-e.v de dimension finie et F' un K-e.v,
a) Soient f, g € L(E, F). Montrer les inégalités

rg f—rggl<re(f+g}<rgf+rEg.

b) Soient f, g € L(E) telles que fg = D et f + g est inversible. Montrer que 1g f + rgg =
dim F.
Solution. a) l(f +9) = (£ + 9)(E) C f(E) + g(E), donc

6(f + 9) = dim(Im(f + 9)) < Am{f(E) + g(E)] < dimm F(E) + dim g(F) = 1g f + 1. 0.

Comme f = (f + ¢) + (—¢g) et que rg ¢ = 1g(—¢), on a aussi rg f < 1g(f + g) + tg 9. De méme,
reg <rg(f+ g} + 12 f. On en déduit finalement que |rg f —rgg] < rg(f +¢).

b) Comme f + g est inversible, 1g(f + ¢) = dim E, donc d’aprés a),
rgf+159 >19(f +g) = dimE. (*)

Comme fg = 0, on a Img C Ker f, donc rgy < dim(Ker f) = dim E — 1g f, <’est-a-dire
tg f + 169 £ dim E. Avec (*}, on en dédwmt le résultat.
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EXERCICE 2. Soit E un K-e.v {(on K est de caractéristique différente de 2), et p, ¢ € L(F)
deux projecteurs.

a) Montrer que p+ g est un projecteur si et seulement si peg=qop= 0.

b) Monirer que si p+ ¢ est un projecteur,

Im(p+¢)=Imp®Img et Ker(p+yq)=KerpnKerq

Solution. a) Condition nécessaire. Comme p+g est un projecteur, on a (p+4)? = p+y, c'est-a-dire
pP+pog+gop+e’=p+q.OrpP=pet¢® =g, doncpog+gep=0 (x). En composant (*)
par p a droite, on obtient pogop+gop® = 0= pogop+gop. En composant (*) par p & gauche,
on obtient plog +pogop=0=pog+pegop Onen déduit pog=gop, et d’aprés (*}, K étant
de caractéristique différente de 2, pog=gqop =0

Condition suffisante. Clest immédiat car (p+¢)2 = p* +pa+4p+¢* = r+a®zpte.

b) Montrons que Im(p + ¢) = Imp o Img.

- On a déja ImpImg = {0}. En effet. Soit y € InpNImg. I existe = et 2’ € F tels
que ¥ = p(z) = g(z'). Donc p(y) = p*(£) = pog(x) = 0 d'aprés la question précédente. Or
p*(z) = p(z) = g, donc y = 0.

- Reste & montrer yue Im{p+4) = Im p+Jm¢. L'inclusion Im(p+¢) € Im p+Im g est immédiate.
Montrons Vinclusion réciproque. Soit y € Imp + Img, de sorte ¢u’il existe z et 2’ € E tels que
y = plz) + ¢(z'). On a alots (p+ ¢)(3) = 14(=) + ap(z) + (') + pa(+) = p(z) + ¢(=') = y, done
y={p+ ¢)(y) € Im(p+ g), d’'out le résultat.

Monirons maintenant que Ker(p +¢) = Ker p Ker ¢. L’inclusion KerpNKer g C Ker(p +q) est
immédiate. Montrons inclusion réciproque. Soit = € Ker(p + ¢). Comme p(z) + ¢(z) = 0, on a,
en composant pat p & droite p?(z) + g 0 p(x) = 0 d’ol p(z) = 0. De méme, en composant par ¢ &
droite, on obtient po ¢(x) + g2(z) = 0 = ¢{x). Donc « € KerpnKerg.

Remarque. Ce résultat sera généralisé en dimension finie i l'exercice 7 de la partie 3.8
(page 125}

EXERCICE 3. Soit E un K-e.v de dimension finie, soit f € £(E). Montrer I'équivalence
(E=1Im f @ Ker f) <= (Im f =Im f*).

Cette équivalence reste-t-elle vraie en dimension infinie ?

Solution. Condition nécessaire. On a f(E) ¢ E done f2(E) = flf(E)] C f(E), c'est-a-dire
Im 2 C Im f. Reste & montrer Im f C Im 2. Soit y = f(x) €Im f. Il existe (zy,72) € Im f x Ker f
tel que z = x1 + &g, donc y = f(=) = f(=1) € Im £,
Condition suffisante. Soit # € E. On a f(x) € Im f = Im % donc il existe ' € E tel que f(z) =
F2(="). Donc flr— f(=)] = 0, dolty=r—f(e') EKer f. Siz = f(z') €Imf,onadonc r = y+z
avec y € Ker f et z € Im f. Autrement. dit, on vient de montrer £ = Im f + Ker f. Comme de plus
dim(Im f) + dim(Ker £} = dim £, on en déduit £ = Im f & Ker f {voir 1.2 corollaire 1).

En dimension infinie, ce résnltat est faux. Par exemple, si £ € L(R[X]) est éfinie par f(P) = P
on a Im 2 = R{X] = Im f et pourtant Im f et Ker f ne sont pas en somme directe (Im f = R[X]

et Ker f # {0}).

EXERCICE 4. Soit E un K-e.v (de dimension quelconque}, et soient F' et & deux s.e.v de
E tels que (i) G C F et (ii) F et G sont de méme codimension finie dans E. Montrer que
F=4G.
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Solution. Pour tout x € E, on note ¥ sa classe dans E/G, & sa classe dans E/F.5i 7 = §, alors
z=gy(carr—y=0doncz -y € Gdonca—y€F, cest-a-dire £ = y).

Considérons Papplication f : E/G — EfF T+ z. Elle est linéaire et surjective donc bijective
cat E/G et E/F sont des K-e.v de méme dimension finie (voir le corollaire 2). L’application f est
donc injective, de sorte que si z € F, & = Odonc ¥ =0, i e z€G. En d’antres termes, F C G.
Comme G ¢ F pat hypothése, ona F = (.

EXERCICE 5 (SUITES EXACTES). a) Soient Ey, E,, ..., F, des K-e.v, de dimensions finies
respectivement égales & @, @i,...,a,. On suppose qu'il existe n applications linéaires
Jo, fiso s faz1 telles que pour tout &, fi € L(Fy, Eiy1) et vérifiant
(i) fo est injective,

(ii} ¥k, 1 < k < n—1,Im fir; = Ker f;,

(iti) fa-1 est injective.
(On dit que (fy, ... , fa—1) constitue une suite exacte.) Montrer que 37 _o(—1)*a; = 0.
b) (Application). Soit E un K-e.v, F et G deux s.e.v de E de codimension finie dans £,
Montrer que F 4 (' et F N G sont de codimension finie dans F et que

codimg(F + G} = codimg F + codimg G — codimg(F N ).

Solution. a) L'assertion (ii) entraine dim(Ker fi) =g fa—y pour 1 <k < n—1, donc
Yk, 1<k<n—1, op=dim(Ker fe)+1& fr = 1g fic1 + 15 fe.

Or ag = 1g fu car fu est injective, et o, = rg f,) car f,_; est surjective. On en déduit

n
E("‘l)kuk sap—ar+az— 4 (1) oo + (=)o
k=4

= (8 fo)— (@ fo+ 1 f1)+ -+ (=1)*"1(1g famz + 18 fam1) + (-1) 18 faur = 0.

b) Pour tout £ &€ E, on note & sa classe dans E/(FNG), T dans E/F, ¥ dans E/G et & dans
EJ(F + (). Définissons

F: E(FNG) = E/F x EIG i (T,7)

et
g: EfF x E}G — E/F +G) (%,§) = (z - ).
Nous allons montrer que (f, §) constitue une suite exacte.

- f est déja une application, cat siz =g, alors r -~y &€ FNGdonc T =F(car r =y e F)
etT=g(cat r— y e G). R

— ¢ est aussi une application, car si (7.4§) = (¥, ¥),onaz~z' € Fet y— ¢ € G, donc
(z—=—(y—¥)=(z-y) - (¢ — ) € F+G, c'est-a-dire ;-:?l=m

— Il est clair que f et ¢ sont. linéaires.

— f est injective, car si (F,%) = (0,0), r € F et £ € G donc * € FNG, cest-d~dire & = 0.
Comme EfF x E/G est de dimension finie (car E/F et E/G le sont), Pinjectivité de f
permet d’affirmer que F N G est de codimension finie (en effet, si £/(F N G} était de
dimension nfinie, on pourrait trouver dans E/(F N ) une famille libre contenant plus
d’éléments que la dimension de E/F x E/G, absurde car I'image de cette famille hbre par
J injective est anssi une famille libre).

— gest surjectivecar si 2 € Ef(F+ (), = g(?,ﬁ). Done E/F x EJG étant de dimension
finie, E/(F + G) = g(E/F x E/G) est de dimension finie.
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— Imf = Kerg. En eflet, on a déja Im f C Kerg car g(f(#)) = ¢(Z,%) = z—z=10.0n
a également Kerg € Im f car si (%,§) € Kerg, 2 —y € F + G donc il existe 71 € F et
meGlkquezr—y=r -y . Doncr-2y=y—m =1y, d'oll T = W et § = i, donc
(F,9) = f(#) €Im J.

On est done dans les conditions d’application de a), ¢ce qui nous donne
dim(E/(F N G)) - dim(E/F x EfG)+ dm(E/(F +G)) = 0,
d'oil le résultat car dim{E/F x EfG) = dim(E/F) + dim(E/G}.

EXERCICE 6 (CENTRE DU GROUPE LINEAIRE). Soit E un KK-e.v de dimension finie. Quel
est le centre du groupe linéaire G4(E) (. e. Vensemble des f € G¢(E) tels que Vg € GI(E),

fe=9f)?

Solution. Nous allons montrer le résnltat suivani. Si f € £(E) commute avec tous les éléments de
GE(E), alors f est une homothétie. En particulier, le centre de G£(E) est {Aldp, A L

Soit f € L(E) tel que ¥g € GE(E), 9f = fg. Supposons que f ne soit pas une homothétie,
D’aprés 2.3 proposition 3, il existe 4 € E, u # 0, tel gue la famille (u, f(u)) forme une famille libre.
Complétons la en une base (u, f(i1), es,. .., ¢€s) de E. Définissons ¢ € £(E) sur ceite base comme
suit

gwp=u, glf(w)=u, Viz3 gls)=c

On a g € G¢(E) car g transforme une base de F en une base de E. Or gof(u) = uet Fog(u) = f(u),
donc fogs# go f car u# f(u) (ces deux vecteurs forment une famille libre). Finalement, f est
une homothétie.

EXERCICE 7. Soit E un K-e.v de dimension finie n. Soit f € £L{F). On suppose qu'il existe
xg € F tel que B = (f(xo), 2(%0),- .., f*(#0)) forme une base de E.

a) Montrer que f est bijective.

b) Montrer qu'il existe (gg, ... ,Gn.1) € K* tel que "+ a0 f*'+ -+ f+agldg =0
(sans utiliser, bien sir, le théoréme de Cayley-Hamilton).

Solution. a) Soit y € E. Comme (f(zu),- ., f(xo)) est une base de E, il existe {A:)1gign €K
tels que y = Ay f(®g)+- - -+ A fP(x0), done y = flMrzo+Azf(2o)+ - A FP Y (Ea)) € Im f, et ceci
pour tout y € E. L’application f est donc surjective, donc bijective car c’est. un endomorphisme
en dimension finie.

b) Comme B forme une base de E, il existe Ay, ..., Ap € K tels que fP+ (w0} = A f (o) +- -+
A f(zo). Posons g = fA¥1 — A, f" — ...~ A f. On a ¢(z¢) = 0. Or

V‘i, 1 S ¢ S n, g[f' (10)} = f”ﬁ-H' (‘rﬂ) - "\uf"-H(:"ﬂ} — = /\lfﬂ-l(xll) = f‘.[y(:‘"“)] =0,

autrement dit g s’anmule sur la base B, donc g = 0. En composant g & gauche par f-1, on obtient
¥ iid _)‘ﬂfﬂ-l —_ = =0.

3. Matirices

3.1. Généralités

DEFINITION 1. Soient p et ¢ € N*. On appelle matrice de type (p,g) ou matrice & p lignes
et g colonnes i coefficients dans K, toute famille (g; _j);é.;-gc. avec pour tout i, 7 a;; € K
rzq
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On note cette matrice de la mnaniére suivante

¢ colonnes
611 T2 T A1,
@z 422 - dag
p lignea , . . .
@p1 Gp2 " Gpg

DEFINITION 2. On note M, ((K) I'ensemble des matrices de type (p, q) & coefficients dans
K.
— (Cas g = 1). Un élément de M, ,(K) s’appelle une matrice colonne.
~ (Cas p = 1). Un &lément de M, (K} s’appelle une matrice ligne.
~ (Cas p = ¢). Les éléments de M, ,(K) s’appellent des matrices carrées. On note
alors M, (K} = M, ,(K), appelé ensemble des matrices carrées d’ordre (ou de taille)
p.
DEFINITION 3. Soit A = (a,-_,-)l:%.;? € M, ,(K}. On appelle matrice trunsposée de A et on
S1%a
note ‘A la matrice B = (b,-,,-):é,é., € M, (K) avec b;; = a; .
izr

Remargue {. - La représentation sons forme de tablean de la matrice transposée de
A est le symétrique de la matrice A par rapport i la diagonale constituée des points
i g

— Pour toute matrice 4, '(*A) = A.

DEFINITION 4 (DEFINITIONS RELATIVES AUX MATRICES CARREES). Soit n € N* et A =
(ai,j):é;:é: € M, (K).

~ Les (a;;}1<icn 8’appellent les éléments diagonaur de A.

~ La diagoncle principale de A est ’ensemble de ses éléments diagonaux.

— 8i a;; = 0 pour i > 7, A est dite triengulaire (on trigonale} supérieure ( )
o .

- Sia;; = 0 pour i < j, A est dite triungulaire (on frigonale} inférieure ( N )

— 8i a;; = 0 pour i # j, A est dite diugonale,

- §'il existe A € K tel que pour tout i, #;; = A et pour tout ¢ # j, a;; = 0, on dit
que A est une matrice scalaire.

- Si pour tout (i,7), u;; = a;; (de maniére équivalente si ‘A = A), A est dite
symétrique.

- $i pour tout (i, ), 4;; = —a;; (de maniére équivalente si ‘A = —A), A est dite an-
tisymétrique. En particulier, si K est de caractéristique différente de 2, les éléments
diagonaux de A sont nuls.

3.2. Matrices et applications linéaires

Soient E et F deux K-e.v de dimension finie, dim E = ¢ € N*, dim F = p € R*. Soit
B = (e;,...,€) une base de E, B' = (¢},...,¢;) une base de F. Soit f ¢ L(E,F).
Pour tout 7, 1 € j € ¢, on peut écvire f(r;) = 37_, a; ;¢ ot les a;; € K. La matrice

A= (a""):f;é: est appelée matrice de f dans les bases B et B’ et notée [f]5 . Il revient

au méme de dire que les vecteurs colonnes de la matrice {f]2' sont les coordonnées dans
la base B’ des images par f des vecteurs coinposant la hase B.
On munit M, (K) des opérations suivantes :

—-SiA= (a,'J):g;gc et B = (b'--?)‘lé;g:* A+ B= (a,-‘,- + ”i-f):ﬁiﬁz‘
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- 8] A= (a""):gié: et A e Kq Ad = (A“'J):;S;é:'

Muni de ces opérations, M, ,(K) est un K-e.v. 8i pour tout i,5,1 <i<p 1< i<aq
E;; désigne la matrice dont tous les éléments sont nuls sanf celui d’indice (¢, 7) qui vaut
1,les E;; (1 <i<p,1<j< g)forment une base de M, ,(K) appelée base canonique de
M, (K). Ceci entraine en particulier le résultat suivant.

PropPOSITION 1. Le K-e.v M, (K) est de dimension finie pq.

Fixons deux bases B de E et B' de F. L’application
O: LB, F)—= M, (K} fr Ef]gr

est un isomorphisme de K-e.v. En particulier, dim(L(E, F})) = dim(M, (K)) = p¢ =
(dim E) - (dim F).

Multsplication de matrices,

DEFINITION 5. Solent p.g,r € N" et A = (ﬂ,‘_j)llité! € M, J(K), B = (b‘-’);'é}éf €
M, (K). On définit la matrice €' = (6i;) 1550 € My (K} par ¢;; = Tiaytibs;- La
matrice ' est appelée produit des matrices A et B et on note C = AB.

Remarque 2. — Attention, le prodnit de A par B ne peut se faire que si le nombre

de lignes de B est égal au nombre de colonnes de A.

— Le produit de matrices est associatif (mais pas commutatif } et distributif par rap-
port & 'addition.

- Soit f € L£(E,F), B une base de E, B’ une base de F. Soit z € E et y = f(z).
On note X la matrice colonne dont les éléments sont les coordonnées de z dans la
base B, Y la matrice colonne dont les éléments sont les coordonnées de y = f(z)
dans 12 base B'. On a alors Y = [f]2 X, au sens du produit de matrices défini plus
haut.

PROPOSITION 2. Soient E, F et G des K-e.v de dimensions finies. Soit B une base d‘f. E,
B’ une base de F' et B” une base de G. Si f € L(F\G) et g € L(E,F), ona [fg]f =

(A8 )8

Remarque 3. (Produit par blocs). Si M € M, (K) et M € M, .(K),

r 8T }
- A B ' _ A' b r lignes
M = ( ¢ D )' M = ( <’ .D' )}q-r lignes
alors
. _ { AA +BC' AB'+ Bl
MM = ( CA +DC' CB + DD )

Tout se passe comme si on multipliait denx matrices 2 X 2, en prenant garde A ’ordre dans
les prodaits (il n'y a pas commutativité). '
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3.3. Mairices carrées

Soit n € N*. Le K-e.v M,(K) = M, o(K)}, muni de la loi produit sur les matrices, est
un anneau (c’est méme une K-algébre) unitaire ('élément unité est la matrice identité,
notée I,,, qui est une matrice scalaire dont les coefficients diagonaux sont égaux 3 1). Cet
anneau est non commutatif et non intégre dés que n > 2.

L’ensemble des éléments inversibles de P'annean M,(K) est un groupe appelé groupe
linéaire d’indice n et noté G&,(K).

Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, B une base de E. §i f € L(E), on note
[flz = [f]2 et on l'appelle matrice de f dans la base B. L'application & : L(E) —
M (K) f ~— [f]s est un isomorphisme d’algébre. Ceci entraine que A € Ma(K) est
inversible si et seulement s'il existe f € L(E), inversible, tel que [f]s = A. Dol le
corollaire suivant :

(A € M,.(K) est inversible} <= (IB € M.(K), AB=1L,)

<~ (ABeM.(K), BA=1I,) et B=A"\

3.4. Changement de base

Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*, B = (ey,... ,e,) et B’ = (e, ... ,¢,) deux
bases de E. Pour tout j, 1 € j < n, on peut écrire € = 1., p; ;¢ avec les p;; €K la
matrice P = (p; '-");'é‘é' (dont les colonnes sont les coordonnées des vecteurs de B’ dans la

iZn
base B} s’appelle matrice de passage de B a B'. La matrice P est inversible. 51 z € F, s
X (resp. X') désigne le vectenr colonne dont les éléments sont les coordonnées de + dans
la base B (resp. dans la base B'), alors on a X = PX’,

Remanque 4. Attention, on aurait tendance & écrire, machinalement, X' = PX ...

PROPOSITION 3. Soient E et F deux K-e.v de dimensions finies respectivement égales d
p et g. Soient By el B, deux bases de E, P la matrice de pussage de By d Blj, By et B}

deuz bases de F, Q la matrice de passage de By & B, Soit f € L(E,F). Si A= {fl5,

A= [f]g:}’, ona A'=Q AP,

DEFINITION 6. Scient A, B € M, ,(K). On dit que A et B sont équivalentes s’il existe
P € GE (K} et Q € GE(K) telles que B = QAP. La relation “est équivalente 3" est une
relation d’équivalence.

Remarque 5. On a vu un peu plus hant gque les matrices d'une méme application f €
L(E, F} dans des bases différentes sont éqnivalentes.

PRoPOSITION 4. Soit E un K-¢.v de dimension finie n € N*, B et B’ deus bases de E,
P la matrice de pussage de B G B'. Soit f € £(E). 5i A = [f]s et A’ = [f]p, alors
A' = P-1AP.

DEFINITION 7. Deux matrices A et B € M, (K} sont dites sembiables s'il existe P €
G4,(K) tel que B = P~ AP. La relation de similitnde est une relation d’équivalence.
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3.5. Propriétés des transposées

PROPOSITION 5. - 5iA Be M, (K), (A+B)="'A+'B.
- SiAEM, (K) et AEK, (M) = A,
_ SiA €M, (K) et BE M, (K), ((AB) = *B‘A.
— Soit A€ M (K). On a A € GE,(KK) si et seulement si ‘A € G/,(K) et dans ce cas,
() = (A1),

Remargue 6. La transposition inverse ordre dans les produits de matrices. Cette remar-
gue peut parfois étre utile dans les exercices,

3.6. Rang d’une matrice

DEFINITION 8. Soit A € M, (K). On appelle rang de A le rang de ses vecteurs colonnes
dans K, et on le note rg A. Si A est la matrice d’une application linéaire f,onarg A =1g f.

Remargue 7. - Si A € M, (K}, alors rg A < inf{p, q}.
— 5i A € M,(K), alors A est inversible si et seulement si 1g A = n.

THEOREME 1. Soit A € M, (K). Sir=1gA > 1, A est équivalente a la matrice J, =
I, 0
(5 30)

CoROLLAIRE 1. Deur matrices A et B € M, (K} sont équivalentes si el seulement si
rgA=1gB.

DEFINITION 9. Soit A = (8:511gice € M, (K}, et soient deux sous ensembles non vides
J&T

Ic{l,...,p}et J C{l,...,¢} La matrice B = (@s) g1 s’appelle matrice extraite de

A, A s’appelle une matrice bordante de B.

THEOREME 2. Soit A € M, ,(K). Le 1ang de A est le plus grand des ordres des matrices
carrées inversibles extraites de A.

COROLLAIRE 2. Le rang de loute matrice est égal au rang de su fransposée.

Remargue 8. En d’autres termes, le corollaire précédent dit que le rang des vecteurs
colonnes d’une matrice est égal an rang de ses vecteurs ligne.

- Dans la pratique, pour trouver le rang d’une matrice, on utilise le résultat suivant : on
ne change pas le rang ¢’une matrice en multipliant une colonne par un scalaire non nul,
ou en ajoutant a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes (méme chose
sur les lignes). Par exemple, en opérant sur les lignes,

2 13 -3 2 1
gl -1 2 1 4 =rg| 0 3
1 1 2 -1 11
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3.7. Trace d’un endomorphisme

DEFINITION 10. Soit A = (1; ;h1<i;<n € Ma(K). On appelle trace de A le scalaire tr 4 =
3 /-1 @:;. L'application A = tr A est une forme linéaire.

PROFOSITION 6. ~ St A et B € M, (K), tr(AB) = tr(BA).
- 51 A € M,(K), trA = tr(*4).
- S5i A et B € M,(K) sont semblables, alors tr A = tr B.

La dernidre assertion de la proposition précédente permet la définition suivante,

DEFINITION 11. Soit E un K-e.v de dimension finrie, B une base de E et f € L(E). Alors
la trace de la matrice [f]p ne dépend pas de la base B choisie. Cette valeur s’appelle Ia
trace de f et est notée tr f.

PROPOSITION 7. Soit E unK-€.v de dimension finie, p € L(E) un projecteur. Alorsrgp =
trp.

Démonstration. p étant nn projectenr, Imp @ Kerp = E. Soit » = rgp, {e1,...,¢,) une base
de Imp et {e,431,... ,e5) nune base de Kerp. Alors B = (¢;,... ,e,) est une base de E et on a

[f]a=({; 3),donct.rp=rgp, O

3.8. Exercices

EXERCICE 1 (MATRICES DIAGONALEMENT DOMINANTES). On considére une matrice A =
(a1 )1<6.4<n € Ma(C) vérifiant
Vi, 1<i<mn, E Iailjl < lag 4]
Iéis'n
Montrer que A4 est inversible.

Solution. I s'agit de montrer que rg A = n, c’est-a-dire que les n vecteurs colonnes de 4 forment
unie famille libre. Pour cela, raisonnons par I’absurde én supposant ces n vecteurs liés, ce qui s’éerit

n
Ay, A €C telsque Vie{l,...,n}, 3 XNay; =0,
i=1
les A; étant non tous nuls. Soit k tel que [Ax| = supy iz, [Mi] > 0. Alors
S jasy =0 d = Y i, doi < 5 il <
E gl = one  app = - Z otk dot Jog o < 2 0 l|a;;h_,| < Z Jax 51,
i=t 1< 1< |17F 1<5gn
JEk ik Hk

ce qui est contraire aux hypotheéses.

EXERCICE 2. Soit n € H* et 50it la matrice

1 1 1 .. 1
0 C ¢} e C
M=|1i | e Man(m)

0 v v 0 C°

Montrer que M est inversible et calculer M™!.
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Solution. On note Ra[X) = {P € R[X] | deg(P) < n}. Soit I’endomorphisme f : Ra[X] —
Rn{X] P(X) = P(X +1). La famille B = (1,X,...,X") est une base de R,[X], et on voit
facilement que M est la matrice de f dans la base B. Or f est inversible, son inverse étant
¢: P(X) v+ P(X —1). Donc M est inversible, et

1 -1 1 .. (=

0 ¢ -¢f - (-)rich
MA=(fMp=lla=| i " ¢ - (-1

0 -« .. 0 (,;2

EXERCICE 3. Soieat A et B € M,y(K) telles que AB = A + B. Montrer que A et B
commutent (i. e. montrer que AB = BA).

Solution. Comme AB=A+ B, onal,~A=B+AB=1I, donc (I — A)(In — B) = I5. Donc
I, = A est inversible, son inverse est (I, — B), donc (In — B)(I, — A) = I, ce qui en développant
donne BA=B+ A=A+ 5.

EXERCICE 4. a) On considére la matrice

0 myy -+ g
;0 - :
M= . ) € MH(R)
: e Ma_in
0 - ... 0
Montrer (sans utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton) que M est nilpotente.
310
b)Soit M=} 0 3 2 ) € My(R). Pour tout entier p > 1, calculer M?.
00 3
Solution. Soit (¢1, ... ,#,)1a base canonique de R {e; est, le vecteur colonne dont tous les éléments

sont nuls sauf le i-éme qui vaut 1). La forme de la matrice M montre que

i-1
Mey=0 et Vi>2 Me = ka_.-ek € Vect(ey, ... ,ei—1).
k=1
Ceci &tant, montrons par récurrence sur p € {1,... ,n} que pour tout ¢, 1 < i < p, MPe; = 0.

Pour p = 1 c’est vrai car Me; = 0. Supposons le résultat vrai au rang p— 1, montrons le au rang
p. Si 1 <i<p=1,égalité MP~le; = 0 entraine MPe; =0, et sii=p:

p—1 pel
Ml’c!, - MP-l(Mep) = Mr-1 ( mk,pck) = 2 mg._p(M?"q,) =0.
k=1 k=1

- En particulier, le résultat est vrai pour p = n ce qui entraine gque M™ s’annule sur tous les
vecteurs de [a bage canonique de R, donc est nul.
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010
b) Onderit M = 3L+ Nou N = ( 00 2 ) . D’aprés la question précédente, N* = (. Comme
000

Iy et N commutent, on peut écrire

P
VpeN*, M? = CEN*(3L)"~% = 315 + p¥ !N + 3("2—”31'-3.«'2.

k=0

010 00 2 9 3p plp—1)
CommeN=] 0 0 2 |etN2=[ 0 0 0 |,cecidonneMP =3*"3[ 0 9 6p .
000 0 0 0 0 0 ]
Remarque. Au a), une étude plus poussée aurait permis de montrer que
» n—p
- & et ~
0 - 0 % -
- x
Vp,1<p<n-1, on a MF= : 0
0 - 0

EXERCICE 5. Quelles sont les matrices A € M, (K) telles que A =07

Solution. Soit f I'endomorphisme de K* dont. A est 1a matrice dans 1a base canonique de K*. On
afi=0 donclmf C Kerf Soit r=1gf. Sir =0, f=0et c’est évident. Sinon r > 1. Soit
(e1,....e) une base de Im f. Comme Im f C Ker f, on peut compléter cette base en une base
(e1,... s€nr) de Ker f (au passage, on remarque gue r < #—r donc r < n/2). Pomrl <i <,
e; € Im f donc il existe w; € K* tel que ;) = ¢;.

Montrons que B = (€1, .. ,€n—r, %), ... , %) est une base de K*. I suffit de montrer (ue c’est
une famille libre (il y a n éléments). Supposons {(A1ey + -+ An—rea—r )+ (av1 + -+ pire, ) = 0
ot les X, u; € K. En composant par f, on trouve jue; + --- + pire, = 0, done Vi, = 0. Donc
Mer+ -+ A_ren, =D, et donc ¥i, A; = (). B est donc bien une base de K" . Dans cette base,
f a pour matrice M, = ( g {; ), avec r < n/2, et A est donc semblable & M,

Reéciproquement, si A = 0 ou si A est semblable & M, avec r < n/2, alors A? = 0. Les matrices
recherchées sont donc celles semblables & M, avec r < n/2 et la matrice nulle.

EXERCICE 6. Soit M € M, (R) une matrice de trace nulle.

a) Montrer que M est semblable & une matrice n’ayant que des 0 sur la diagonale princi-
pale. '

b) Montrer qu’i) existe X et Y € M,(R) tels que M = XY - Y X.

Solution. a) On va montrer ce résultat par récurrence sur n € N*. Pour n = 1 c'est évident
car M = tr M = 0. Supposons le résultat vérifié au rang n — 1 et montrons le au rang n. Soit f
I'endomorphisme de R™ dont M est la matrice dans la base canonique de R™. §i ¥z € R, la famille
(%, f{z)) est liée, alors f est une homothétie (voir la proposition 3 de la partie 2.3), c’est-3-dire
qu'il existe A € R tel que f = Aldg. Or ol =tr f = tr M = 0 donc A = 0 et donc f = 0, ce qui
entraine que la matrice M est nulle.
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Sinon, il existe z € R"™ tel que la famille (z, f(z)) soit libre. Complétons cette famille en une
base B = (x, f(z),€3,... ,ep) de R". Dans cette base, on a

Or 0 = tr f = tr N = tr N' donc d’aprés ’hypothése de récurrence, il existe @ € G£,_1(R) telle

i]o..-0
0
que Q™1 N'Q n’ait que des zéros sur la diagonale principale. Si P = | 0 € G, (R), on
0
a donc
(U X X
PINP= | x ¢
o T X
L« x 0

La matrice M, semblable & N, est donc semblable & celte derniere matrice, d'oi le résultat.

b) D’aprés a), il existe P € G£,(R) telle yne M = P~ NP ot N est une matrice n'ayant que des
zéros sur la diagonale principale. Notons &; ; les coefficients de 1a matrice ¥. Fixons

g 0 - 0

X= 0 iz € Mq(R), avec ojfo; si i#].
R
0 - 0 e

SiY = (e j)1cijen € Mn(R), un calcul rapide montre que XY - YX = {0 - “j“i,j)l_(_a‘,jgn-
En prenant pour tout. i a;; = U et pour tout i # j ayy = b /(o — o), on voit que XY -Y X = N,
done M = (P} XP)P-1YP)— (P YPYP-LXP).

EXERCGICE 7. Soit £ ur K-e.v de dimension finie n ¢ N*. Soient py,... ,pe € L(E) des
projecteurs. Montrer que p = p, + - - - + p; est un projecteut si et seulement si pour tous

é#jvpi op = 0.
Solution. Condition suffisante. 1 suffit de remarquer que

P+ 4+ d pmop=pi+- tpi=ptotm=p
iy

Condition nécessaire. D'aprés la proposition 7, le rang d’un projecteur égale sa trace, donc
k &
rgp=tep= ) trpi = ) Tgp
i=1 i=1
On a aussi
Imp=(p+ - +2HE)YCP(E)+ - +p(E)=Imp + ---+Imps.
Ces deux derniéres assertions permettent de conclure que

Imp=Imp & ---BImp,. ()
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Ceci étant, fixons i, 1 < i< k. D'aprés (*), si ¢ € E, pi{x) € Imp donc
pi(z) = p(pi(z) = prop() + - -+ piopi(®) 4 - - 4 pr 0 pil2),
c’est-h-dire
pi(z) =propi(z)+ -+ pi(x) + -+ o pil7).

On en déduit Zj;&.‘ p; o pi(z) = 0. Or pour tout j, p; o #(%) € Imp; donc d’aprés (*), Végriture
T, 285 o psla) = 0 entraine Vj # i, pj o pi{x) = 0. Ceci est vrai pour tout = € £, donc si j # 4,
pi °pi = 0, d’ot le résultat.

4. Dualité

Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel.

4.1. Généralités

DEFINITION 1. On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K
L’ensemble £(E,K) des formes linéaires sur E est aussi noté E*. C’est un K-e.v appelé
espace dual de F.

Notation, 8ix € E et ¢ ¢ E*, on note parfois ¢(2) =< ¢, >.

DEFINITION 2. On appelle bidua! de E Despace dual de E*, noté E**.

4.2. Ptude du dual en dimension finie

Dans cette sous partie, sauf mention contraire, E est de dimension finie n ¢ N*.

DEFINITION 3. Soit B = (e;,...,e,) une hase de E. Pour tout 3, 1 < i < n, la forme
linéaire e définie sur B par ef{e;) = 0si j £ 4, ¢/(&;) = 1, s’appelle forme linéaire
coordonnée d’indice €.

Remargue 1. Si E est de dimension infinie et (¢;)ie; une base de F, on définit de méme
les formes linéaires coordonnées e} pour ¢ € 1.

TREOREME 1. Soit B = (ey,...,e,) une buse de E. Alors B* = (e},...,€;} est une
base de E* appelée base duale de B, et done dim E* = dim E. Pour tout ¢ € E*, on ¢

=i ple)e].
Démonsiraiion. La famille B* est libre, car I'égalité hie} + - -+ Anel = 0 appliquée aux vecteurs
e,....ende Edonne A\ = -=Ap=0.

La famille B* est génératrice. En effet, si ¢ € E*, alorspour tout ¢ € E, 2 = Ajeg + - -+ Anen,
on a

plr) = Aigles) =) el (x) plei),
izl =1

et ceci étant vrai pour tout r € E,ona =73 {_, ()€ o

Remargue 2. Si E est de dimension infinie et (#;);c; une base de E, (¢} );es st une famille
libre de E* mais non génératrice.
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Bidual en dimension finte.

THEOREME 2. Siz € E, onnotei: E* 5K ¢ +— p(z). OnaZ € E** et Vapplication
fi E— E™ £ i estun isomorphisme.

Démeonstration. On vérifie facilement que ¥ esi linéaire (4. . que T € E**), ainsi que f.
Prouvons que f est injective. Soit ¢ € Ker f. Si & # 0, on pent compléter & en une base
(z,€3,... ,€q) de E.On a alors z*(z) = 1, autrement dit #(x*) £ 0, donc £ £ 0. Donc Ker f = {0}.

D’apres le théoreme 1, dim £ = dimE* = dimE. Ainsi f est bijective, et c’est donc un
isomorphisme. G

Remarque 3. — Cet isomorphisme est canonique (% ¢. il ne dépend pas du choix d’une
base). On convient alors d’identifier £ et E** en identifiant & & & pour = € E.
— En dimension infinie, f: & — & est injective mais pas surjective,

Base antéduale.

PROPOSITION 1. Sost (f1,..., f.) une base de E*. Il existe une unique base (é1,...,e,)
de F telle que pour tout i, e} = fi. Celte base s’uppelle base antéduale de (fi, ..., fa)

Démonstration. Eristence. D'apres le théoréme 2, pour tout #, il existe £; € E tel que ff = &.
Donc pour tout 7 # 4, f7(f;) = 0= 6(f;) = fi(ed) et fi(fi) =1 = fie:). En résumé, fie;} =0
sl j#iet fi{es)=1. On voit donc que pour tont i, f; = €.

Unicité. Soit (ey, ... ,€n) une base de E telle qne pour tout 4, ¢f = £i. 8i j # §, €f(¢;) = filej) =
0 = €;(fi) et pour tout i, ¢f(es) = fi(ei) = 0 = €i(fi). En résumé, on a montré que €;(f;) = 0 si
j#1, = 13 j =i Auntrement dit, & = fi'. D'aprés le théoréme 2, il existe un unigne vecteur ¢;
de E vérifiant &; = f}; les ¢; sont done uniques, d’oil le théoreme. a

Remarque 4. Nous verrons dans ta partie 4.5 des problémes matriciels des moyens de calenl
de la base antéduale.

4.3. Orthogonalité

DEFINITION 4. Des éléments = € E et @ € E* sont dit orthogonaus st p{x) =< @,z >=0,

— 8i AC E,onnote AL = {p € E* [ Yz € A,o(x) = 0}. L'ensemble A! est un s.e.v
de B* appelé orthogonal de A.

- S8i B E*, on note B° = {& € E | Vp € B,p(x) = 0}. L’ensemble B° est un s.e.v
de E appelé orthoyonal de B.

Remarque 5. Si @ € E*, alors {¢}° est le noyau de ¢.

La proposition qui suit se prouve facilement.

PROPOSITION 2. - Si A, CA;CE, dlors A} C A}
- 5iB CByCFE* alors BY CB}.
~ SiACE, alors AL = (Vect A
— Si B C E*, alors B® = (Vect B)°.
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Orthogonalité en dimension finte.

THEOREME 3. Soit E un K-e.v de dimension finie. Alors :

(i) Si F est un s.e.vde E, &im F + dim F- = dim E et F** = F.
(i) $i @ est un s.e.vde E*, dimG + dimG* = dimE et G** = G.

Démonstration. (i) Soit r = dim F et (e, ... , ¢,) une base de F, complétée en une base {e1,. .- ,¢en)
de E. On a F = Vect{ey, ... , ¢r) donc d’aprés la proposition précédente, F't = {ey, . .. ,er 1+, Soit
e€E* op=3T"_ Miel. Alors

(p€{en, . er}t) = (ME{L... 7}, O0=gple)= k)

Ainsi, ¢ € F* si et seulement si @ € Vect(et,y,... ,¢)) d’oil la premiére égalité de (i).
Maintenant, tonjowrs ’aprés la proposition précédente, on a F*+° = {e;4,,... ,¢5}°. Donc

(r:ia;egef’“) = (Vie{r+1,...,n}, O0=ef(x)=X),

izl

ce qui prouve FL* = Veci(ey,... 60} = F.

(i) Soit r = dimG, (fi,...,fr) une base de G, complétée en une base (fi,..., fs) de E*.
Soit (e1,...,€s) une base antéduale de cetie derniére, de sorte que ¥i, fi = ¢/. On a ¢ =
Vect(e}, ... ,e7) et en procédant comme plus haut, on trouve G* = Vect(er 1, --- ,¢n) et GOL
Vect(el,...,er) =G

ai

Conséquence. En dimension finie, un sous espace est égal & 'espace tout entier si et seule-
ment si son orthogonal est nul.

Remarque 6. L'égalité FL° = F reste vraie en dimension infinie. Par contre I'égalité B =
B*L est fausse en dimension infinie. Prenons par exemple E = R[X] et H le s.e.v de E*
engendré par les formes lindaires ¢, : P — P"X0) (n € N). 8i P ¢ B*, alors pour tout
n € N, P®™)(0) = 0 donc d’aprés la formule de Taylor, P = 0. Autrement dit, B° = {0},
donc B*t = {0} = E*. On a donc B # B° = E* (par exemple, ¢ : P — P(1) est
dans E* et on vérifie facilement que ¢ ¢ B). Cependant I'inclusion B C B°* est vraie en
dimension infinie,

En traduisant le théoréme précédent en termes d'équations, on obtient le corollaire
suivant.

COROLLAIRE 1 (EQUATIONS D’UN S.E.V EN DIMENSION FINIE). Soit E un Ke.v de di-
mension finie n.

~ Soient p formes linéaires @y,... ,@p de E* telles que 1g(w1,... ,9p) = r. Le s.ev
F={ze E|V¥ipx)=0} est de dimension n —r.

— Réciproguement, si F est un s.e.v de E de dimension ¢, i eziste n — ¢ formes
linéaires linéairement indépendantes @, ... ,pn_q telles que F={x € E|¥i,1 £
t<n—q@(e)=0}.

PROPOSITION 3. Soit E un K-e.v de dimension finic et A, et A, deuz s.e.v de E. Alors
() (Ai+ A =Afndy (i) (Aind)t = Al + 4

Soient B, et B, deux s.e.v de E*. Alors
(i) (B, +B.) =BinBy (iv) (BNnB) =B +B;.

La preuve est simple. Pour montrer chaqgue assertion, on montre une inclusion triviale
puis 1’égalité des dimensions grace au théoreme 3.
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Orthogonalité el hyperplans.

PROPOSITION 4. Soit o € E” une forme linéaire non nulle. Alors Ker ¢ est un hyperplan
de E. Réciproguement, toul hyperplun de E est le noyeu d’une forme linéaire non nulle.

Démonstration. Soit ¢ € E*, p £ 0. On sait que E/Ker¢ est isomorphe a Imp = K, donc de
dimension 1, ce qui n’est autre que de dire gue Ker p est un hyperplan de E.

Réciproquement, soit H un hyperplan de £. D’aprés la proposition 2 de la partie 2.2 (page 112},
il existe un s.e.v § = Kr, de E de dimension 1 tel que H @S = E. Si maintenant on définit p € E*
par p{e) =0si » € H et p(hzo) = X sur S, on voit que Kerp = H. o

PROPOSITION 5. Soit H un hyperplan de E. L’ensemble HY des formes linéaires sur E
qui s’annulent sur H est une drotie de E*.

Démonstration. [Papreés la proposition précédente, il existe wy € E* tel que Ker oy = H. Main-
tenant, soit @ € E* une forme lindaire ui s’annule snr H. Soit zq € F tel que H @Kxp = E. Ona
@o(=0) # 0 (sinon @y s’annule sur H et sur Kry done sur E, ce qui est absurde car Kergpo = H).
Posons A = @{x0)/wu(za) et ¥ = @ — Apy. Comme @ et @q s’annulent sur H, ¢ s’annnle sur H. Or
par construction de A, ¥(xg) = 0. L’application ¢ s’annule donc aussi sur Ky, done sur E tout
entier, et donc ¢ = Agy € Vect{wp). Réciproquement, on vérifie facilement que si p € Vect{yu),
alors ¢ s’annnle sur . 0

Remarque 7. On peut montrer de maniére plus générale que si F est un s.e.v de E de
codimension finie, alors F'L est un s.e.v de E* de dimension codimg F.

4.4, Applications transposées

DEFINITION 5. Soient E et F deux K-e.v de dimension quelconque. Soit v € L(E, F).
Pour tout f € F*, on a fou € E*. L’application linéaire F* — E* f i fou est appelée
application transpesée de u et notée *u.

PROPOSITION 6. Soient E et F deux K-e.v, Si E et F sonl de dimension finie, on a
(i) rgw=rgCun) () Im(‘w) = (Keru)',
et en dimension quelconque
(i#) Ker(*u) = (Im u)*.

Démonstration. (i) sera démontré lors de I'étnde des problémes matriciels (voir partie 4.5).

(ii) Soit ¢ € Im(*«). Il existe f € F* tel que ¢ = f o u, donc pour tout = € Keru, g(z) =0,
et donc g € (Keru)*. On vient donc de montrer que Im(*u) C (Ker u)t. Or dim(Im‘u) = rg*u =
rgu = dim{Im ) = dim E — dim(Ker ) = dim(Ker «)L, d’ou {ii).

(i) 11 suffit de remarquer que

geKerfu & pou=0 & ImuCKerp &= p&(Imu)".
O
PROPOSITION 7. Soient E, F,G trois K-e.v, u € L{E,F) et v € L(F,G}. Alors {vou) =
tyoty.

Démonsiration. 1| suffit d’éerire quesi g € G*, go(vou) = (gov)ou=‘u(gov) =* uol[*s(g)). O

PROPOSITION 8. Supposons E de dimension finie. Soit w € L(E). Un s.e.v F de E est
stable par u si el sewlement si F* est stable par *u.
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Démonstration. Condition nécessaire. On a w(F) C F donc pout tout ¢ € F, comme p(F) = {0}
on a poul(F) = {0}. Autrement dit, si p € F* on a *u(p) € FL Finalement, F* est stable par
tu.

Condition suffisante. D'aprés le coroliaire 1, il existe r formes linéaives 4, ... , . telles que F =
Ni_, Ker ;. En particulier, pour tout ¢, Ker ¢; C F c’est-i-dire que ; € F'1. Maintenant, comme
F1 est stable par 'u, on a *u(p;) = @ 0o u € F¥ pour tout i, donc ¢ o u(F) = p;fu(F)} = {0}.
Autrement dit, pour tout #, u(F) C Ker p; et done u(F) C M., Keryp; = F, d’ol la condition
suffisante. G

—* Remargue 5.

— Ce résultat reste vrai en dimension infinie mais sa démonstration fait appel &
Paxiome du choix.

— Cette proposition peut &tre trés utile dans certains raisonnements par récurrence
en dimeansion finie n relatifs aux rédnctions d’endomorphismes. En effet, si x ¢ E
est un vectenr propre de ‘u, alors Kr est stable par *u et donc (Kr)*, hyperplan
de E, est stable par u (appliquer la proposition & F = (Kz)*). Le tour est joué, on
est ramené en dimension n — 1 (on trouve des raisonnements de ce type dans la
démonstration du théoréme de trigonalisation par exemple).

4.5. Probléemes matriciels

Applications transposées. Soient E et F deux K-e.v de dimension finie respective-
ment égales & p et q. Soit u € L(E, F), B une base de £ et B' une hase de F. Soit f € F~,
(@1,- .. ,00) = [f]5. sa matrice dans la base B*. Sig= fouet (8,...,8,) = [¢)5, ona

(Bis--- 1 Bp) = (oo, :aw)[“]g'

donc en transposant ces matrices,

i) ay
= [u]§
Gy oy
De la défirition d’une application transposée, on vérifie facilement que ceci équivaut 4 dire

[‘u]8. = *[u]B', ot B* et B’ sont les bases duales de B et B’. En d’autres termes, la
matrice dans les bases duales de B et B’ de 'z est la transposée de la matrice de u dans
les bases B et B,

On déduit de ce résultat que rg'u = rg », résultat annoncé dans la proposition 6.

Changement de base dans le dual Soit E un K-e.v de dimension finie n. Soit
B ={(e1,...,e.) une base de E, B’” = (¢,...,¢}) sa base duale. On se pose le probléme
suivant : Quelle est dans la base B* les coordonnées de la base duale d’une nouvelle base
B ={g,...,6,)de E?

Soit C la matrice de passage de la base B a la base B'. Soit f € E*, (ay,...,«,)
sa. matrice dans la base B*, {#;,...,8,} sa matrice dans la base B'". Soit z € E, X sa
matrice (colonne} dans la base B, ¥ sa matrice dans la base 8. On a X = CY, et

f(@)=(a, ..., 0)X =(B1,...,B,)Y donc (ay,...,0,)CY = (Bis---15a)Y,
et ceci pour tout ¥ donc (f,,...,8,) = (a1,...,0,)C. En d’autres termes,
23 oy @) B
Py =tC] oil encore =0

ﬁ; n e Xy, |6.a
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La matrice de passage de B* 3 8" est donc *C'~* oit C' est la matrice de passage de B 3
B.

4.8. Exercices

EXERcIcE 1. Soit E un K-ev, p1,...,¢p € E* et ¢ 1+ E — K définie par p =
(#1-- - yp)- Montrer que ¢ est surjective si ot seulement si ¢y,. .., p, sont linéairement
indépendantes.

Solution. Condition nécessaire. Supposons Ay + -+ Apywp = 0 (¥) avec les A € K. Comme o
est surjective, si on fixe i, 1 <i < p, il existe & € E tel que p¢(z) = L et pour tout j # ¢, p;(z) = 0.
Appliqué & (%), ceci entraine A; = 0, et ceci pour tout , d’oll la condition nécessaire.

Condition suffisante. Soit ¥ € (Im @)+ Soit (e1,... &) la base canonique de P, (e],... ,€;) sa
base duale. Ecrivons ¢ = Ajef+---+Aye;. Pourtout z € E, Ple(x)) = 0= s @)+ +App(x),
donc higps + - -+ Appp = 0, ce qui entraine oy = .- = Ap = 0, donc ¥ = 0. Autrement dit, on a

montré (Imp)*t = {0}, donc Imp = K, c’est-a-dire que @ est surjective,

EXERCICE 2. Soit E un R-e.v de dimension 3, (€1, €2, €3} une hase de E. Soit f7, 7, f3 €
E* définis par

fi=2ei b e, fi= -2, f=ef+36

Montrer que {f;, f;, f3) est une base de E* et déterminer la base {f;, fu, fa) de E dont
elle est la duale.

Solution. Les colonnes de la matrice

2 -1 1
M=|1 03
1 20

sont les coordonnées des f! dans la base (e}, e}, €3). Pour montrer que (f, f7, f3) est une base de
E*, il faut montrer que le rang de la mattice M est. égal & 3. Des opérations élémentaires sur les

colonnes donnent
2 -5 1 2 -5 --‘23
gM=rg| 1 -2 3 f=xgf 1 -2 0 | =3
1 oo 1 0 O

{on vérifie en effet facilement que cette derniére matrice est inversible), (f7, f1, f3) est donc bien
une base de E*.

On a vu (voir la partie 4.5) que la matrice M de passage de (e}, ¢}, e3) & (fT, 7, f3) est rC-l,
C éant la matrice de passage de (e1,€z,¢3) & (fi, fo, f3). Donc M = *C~%, ce qui entraine
C = ‘M~1 = (*M)~! On calcule facilement (*M ') en inversant le systéeme ¥ = ‘MX en un

systéme donnant X en fonction de Y. On trouve
1 6 —3 -2
C=M'==| -2 1 51}.
By 3 5 2

Les coordonnées de fi, fa, f3 dans la base (¢}, ¢, €3) sont les vecteurs ecolonnes de C' = AL

ExXERCICE 3 (FORMES LINEAIRES DE M, (K)). a) Soit f € M,(K)" une forme linéaire
sur M, (K). Montrer qu’il existe A € M,(K) telle que pour tout X € M, (K}, f(X) =
tr(AX).
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b) Déterminer les éléments f € M,(K)" tels que pour tout X,Y € My(K), H{XY)=
FYX).

Solution. a) Si A € M, (K}, on note f4 la forme linéaire sur M, (K) définie par fo{X) = tr{AX).
Soit 0 : Mn(K) — ML(K)" A+ fi. C'est une application linéaire. Nous allons montrer que
i est bijective, ce yui prouvera le résultat. Soit A = (8:;h1<i,j<n € Kerg. Alors ponr tout (i, j),
Ar{AE; ;) = a;5 = 0 (E;; désignant la matrice de M, (K) dont tous les éléments sont nuls sauf
celui d’indice (7, §) qui vaut 1), et donc A = 0. Donc Ker ¢ = {0}, et ¢ est donc injective. Gomme
de plus dim{M,(K)") = dim(M,(K)}), @ est bijective, d’olt le résultat.

b) Soit f une telle forme linéaire. D'aprés la question précédente, il existe A = (ai;)i<i,j<n €
My (K) telle que f = f4, et on a pour tout X, ¥ € M,(K), f(XY) = tr(AXY) = f(YX) =
tr{AY X).

En particulier, pour tout (i,5,k) avec i # k on a w(AE;;E; ) = te{AE; 3 E; ;) (). Or
Ei;Eje = Ejp et EjaE;; = 0 car b # i, donc (*) séerit aussi tr{(AE; ;) = 0, c’est-a-dire
azi = 0. Ceci étant vrai dés que i # k, on en déduit que A est une matrice diagonale,

Maintenant pour tout (%, §) on a tr{ AE; ; E; ;) = tr{ AL} E; ), c’est-a-dire tr(AE; ;) = ts(AE; j),
done a;5 = @; ; ¢t ceei ponur tout (4, 7). Ainsi, A est une matrice scalaire, donc il existe A € K tel
que f = Air. Réciproquement. toute forme linéaire de cette forme répond au probléme posé.

EXERCICE 4. On note R,[X] 'espace vectoriel {P € R[X],deg{P) < n}. Soit

Y P{t)dt
p: BRX]-R P~ -:%'
a) Soient #y,...,%, % + 1 nombres réels distincts denx a denx. Démontrer qu'il existe
Aoy ..., An € R tels que pour tout P € R,[X], o(P) = Ti_, A: P(x;). Donner une méthode
pratique de calcul des A;,
b) On suppose n = 2k+ 1 impair. Démontrer qu’il existe n réels #,,... ,on et Ay,..., An €
R tels que

VP € RalX @(P)= Y AP(z)

i=1

Solution. a) L’application ¢ est. une forme linéaire sur Ro{X]. On & dim(R,[X]*) = dim{R,[X]) =
n+1{(1,X,...,X") est une base de R,[X]).

Ceci étant, pour tout i, 0 < ¢ < n, on définit la forme linéaire ¢, sur R,[X] par ¢;(P) = P(z.).
Nous allons montrer que les (;)ocicn forment une famille iibre. Supposons 30, s = 0 (%),
Pour tout £ définissons P = Huﬁ-_:, (X — i) € RaiX]. On a @i(Fr) = 0 s8i k # i, et donc en
appligquant. la relation (*} a F;, on trouve H‘.ﬂ(zg —x;) = (. Les #; étant distincts, ceci entraine
Hy = 0, ef ceci pour tout. k.

Les {piJugica forment donc une famille libre de i+ 1 éléments de R, [X]*. Comme RA[X]* est de
dimension ni++1, on en dédnif que c'est une base de RB,{X]". En particulier, il existe Ay,... .l €R
tels que p = 35 Aig;, et donc

YPERLX), (P)= i.\;p‘(P) = izgp(z;),

i=l sl

Donnons maintenant une méthode pratigue de calenl de Ap. Comme pour tout i # &, Pi(za) =0,
on trouve en appliquant la relation précédente 4 P (ue

w(Pe)

MeFu(ze) = o(Fe), done A= m

(x+)
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b) I s’agit en fait de choisir les (#i)oci<a de sorte (ue le coefficient Ag de P(za) soit nul. D'aprés

(**), ceci sera vérifié si
V=) (= 2)
= Zdt = 0.
ooy = [ S 0
Fixons 0 < a3 < -+ < a; des nombres réels (k est tel que n = 2k + 1). Si 1 £ 4 < k, on pose
Toi_1 = @; et T = —ai, eb T4 = 0, de sorte que

2k41 k
0= [ -0 = XX -ad).
i=1 =l

On s’apergoit que £ — Po(t) est une application impaire; il en est donc de méme de ’application

Pyt) PR o ) -
te g ot done Ao = ./—1 T3z @ =0 dou le résultat. (Remarquons que 'on peut choisir zo

comme J'on veut pourvu qu’il soit différent des z; déja choisis pour 1 < i< n).

ExercICcE 5. Soit £ un Ke.v de dimension finie n € N,

1/ Soit (€1, ... ,€,) une famille de vectewrs de E, {(915- -« y@n) une famille de formes
linéaires sur E. Soit f : E = E & +— Ty wi(r)e. On a f € L(E). Montrer que
ref+n>rgle,... e} +1€{p1,-.. ,@a}. Peut-on remplacer n par une constante plus
petite?

2/ a) Soit @1,...,, 7 formes linéaires sur E indépendantes et ¢;,...,e, T vecteurs de
E indépendants. Scit f € L(E) défini par f{z) = Ti_; wi(2)e:i- Quel est le rang de f7
b) Soit w € L(E), 1gu = g > 1 et (€1,...,¢;) une base de Im 4. Montrer qu'il existe ¢
formes linéaires @1, .. . , @, telles que pour tout # € E, u(z) = T wi{r)e;. Que dire de
la famille (1,...,9,)7 . :

c) Montrer que tout endomorphisme est la somme de deux antomorphismes,

Solution. 1] Soit p = rgfer,. ., ¢} et ¢ = 1g{ip1,... . @n}. Soit u € L(E,K") définie par
ufz) = (p1(2), .. ,@a(2)) et soit v € L(K*, E) définie par v(zy, ... ,Zn) = Yoo Titi, de sorte
que f =vou.

D’aprés le théoréme 3, Kern = {x € E | Vi, pi(z) = 0} est de dimension n — ¢, done rgu =
5 —dim(Keru) = g. On a Imv = Vect{e1,... €0} doncrgv = p.

Ceci étant, on & Im{v o u) = v{Im ). Soit F = ImunKerv et S un supplémentaire de F dans
Im u de sorte que Imu = F@ §. Comme SN Ker v = {0}, la restriction de v & § est injective donc
v(Im ¥) = o{F)}+5(S) = v(S) est de dimension dim §. On en déduit rg(vou) = dim 5. Or F C Kerv
done dim F < dim({Kerv) = n ~rgv, donc dimS = rgu~dimF 2 rgurgv—n=p+g—n d’olt
le résultat. On ne peut pas remplacer # par une constante plus petite {prendre tous les ; nuls et
(e1,... ,€n) une base de E).

Remarque : On a montré le résultat général suivant. ; pour tout (v, v), rg{vou) > rgu+rgv —n.

2/ a)OnazeKerf <= T eilz)ei =0, et comme les e, sont indépendants, ceci entraine
Ker f = {z € E | Vi, pi(x) = 0} = (Vect{eps, ... ,#¢})°. Les g; étant linéairement indépendants,
on a done dim(Ker f) = n — dim(Vect{p1,... ¢, }) =a—r, donrgf=n— dim(Ker f) = r.
b) Pour tout i, 1 < i € g, il existe ¢; € F tel que u(&;) = ei. La famille (£;)1<iqq est libre car si
S hg=0,alos 0= w(}; Aigi) = 37, Aie; donc pour tont i, A = 0. Soit (41, - . £n) une base
de Keru.Si 1 < i< q, & € Keru, on en déduit. que (1,... ,&n} €st une base de E. On remarqgue
maintenant que

" n q

V¥r = E zEi, u(m) = Z zufe;) = E e7(z)e;.

i=1 i=] i=1
On obtient donc le résultat en prenant ¢; = ¢; pour 1 < i < ¢. Il est clair que (P1,.. . .pq) forme
une famille libre.
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¢) Soit u € L(E). D’aprés la question précédente, si {e1,... ,¢,) est une base de Imu, il existe ¢
formes linéaires indépendantes gz, ... , @, telles que u = 31, @ - ¢;. Complétons (e1,...,e) en
une base (e;,... ,e5) de E, et (1,... ,9¢) en une base (p1,...,9p) de E*. On pose

q n q n
1 1
u1=§§ Pi'ﬂi‘?.E wi-e ot ﬂz=§s Wi‘ci‘.z:‘ﬂ‘ﬂi-
i=1 i=g4l i=1 i=g+1

D’aprés 2/a), rguy = rguz = n. Or v = uy + up. On peut done éerire u comme somme de deux
antomorphismes.

5. Formes multilinéaires, déterminants

Dans toute cette partie, E désigne un K-e.v.

5.1, Formes multilinéaires
DEFINITION 1. Soient des K-e.v E,,...,E, et F. Une application
S BEyx-oxE, = F (21,....2.) 0 f(®1,...,%p)

est dite p-linéaire si en tout point les p applications partielles sont linéaires. Sip = 2, f est
dite bilinéaire. I’ensemble de ces applications est noté L(E,,..., B, F). Cest un Ke.v.
SiE == E, = E et F = K, on parle de forme p-linéaire sur E, et 'ensemble des
formes p-linéaires sur E est noté £,(E,K).

Ezemple 1. — L’application
E‘XE=K (g2} p(z)=<p,z>

est une forme bilinéaire.
— Pour tout ¢,,...,4p, € E*, application

i EP K (21,00 ,2) = erl®1) - 0p(2p)
est une forme p-linéaire sur E.
PaorosITION 1. dim L,(E,K) = (dim E).

DEriNITION 2. Soit f € L,(F,K).
— f est dite alternée st f(z1,...,#,) = 0 dés que deux vecteurs parmi les z; sont
égaux.
— f est dite antisymétrique si 'échange de deux vecteurs dans la suite (71,...,%,)
donne & f des valeurs opposées.

Remarque 1. On montre facilement que f est antisymétrique si et seulement si pour tout
o € S, (groupe des permutations de {1,...,p}) et pour tout (xy,...,%,) € E?, on a

f(wa(l)s ey ﬂf,(p)) = E(U)f(?l'l, ey xp)a
£(a) étant la signature de @.

THEOREME 1. Sotent K est un corps commutatif de caractéristique différente de 2, E un
K-e.v et f € L(E,K). Alors f est antisyméirique si et seulement si f est alternée.

ProrosiTION 2. S0it E un K-e.v, f € £,(E,K) alternée. 5{ (#),...,%,) est un systéme
lié, alors f(z4,...,2,)=0.
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COROLLAIRE 1. Soit f une forme p-linéaire alternée sur E. On ne change pas la valcur
de f(&yy-..,p) en ajoutant @ un des vecteurs z; une combinaison linéaire des autres

vecteurs,

DEFINITION 3 (ANTISYMETRISATION D’UNE FORME p-LINEAIRE). Pour toute forme
p-linéaire f € L,(E,K), on note

f B oK (21,,8) o 2 E(@)f[2oay s Top):

oES,

Ainsi construite, f" est une forme p-linéaire alternée.

5.2. Déterminants
Dorénavant, E est de dimension finie n € N*.

THEOREME 2. L'ensemble des formes n-linéaires alternées sur un K-e.v E de dimension
n esi un K-e.v de dimension 1. De plus, il existe une et une seule forme n-linéaire aiternée
prenant la valeur 1 sur une buse donnée de E.

Démonstrativn. Soit B = (e1,... , en) une base de £. On définit d € L.(EK) par d(zy,... ,z,) =

e}(z1) - - -es(zn), de sorte que si pour tout 3, #; = E;‘zk zije5, d{T1,... ,Tn) = T11  Fnp, et

AT, .. Zn) = X es, E(0)Fa(1)1 " ZFo(n),n- On a en particulier des,... en) =1, done dt £ 0.
Sait f € La(E, K) nne forme n-lindaire alternée. La n-linéarité de f entraine que

F[CTINE N S PR P { RN}
ilv--tih

Orsis, =i pour k #1, flei,,... €.) =0, e on a donc

f(z1,. .. @n) = Z: 21,001)" * Fnamf(€a(a)s - - 1 Ea(n)) = Slo1, - - cen)d(z1, ... Za). (%)
aES,

Donc f € Vect(d!), et comme &8 # 0, ceci pronve gue Pensemble des formes n-linéaires alternées
sur E est de dimension 1.

Si fler,...,en) =1, (*) prouve que f = dt, d’oil Pexistence et l'unicité de la forme n-linéaire

alternée valant 1 sur la base B. o

DEFINITION 4. Soit B = (e,,...,2,) nne base de E. Le théoreme précédent affirme qu'il
existe une et une senle forme n-linéaire alternée sur F prenant la valeur 1 sur la base
B. On Pappelle déterminant dans la base B et on la note detg. 5i #1,...,%a € E(z; =
71 £55¢; ), le déterminant de (24,... ,%,) dans la base B est

(Ietg(ar,, ey .'J!,.) = E 6(0)371_,{1) s By ain)

TES,
Remargue 2. ~ En utilisant le théoréme 2, on montre facilement que pour toute forme
n-linéaire alternée f, on a f(#1,... %) = fle1,- .- €q)deta(®1,. .., 20).

~ (Changement de base). En particulier, si B et B’ sont deux bases de E, alors
detg:(2,,...,%q) = detg(x), ... , &) detg B. On en déduit detg B’ -detg: B = 1.

THEOREME 3. Saient 2., ...,2 € E. Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) Les vecteurs z,,...,%, forment une famille lide.
(ii) Pour ioute base B de E, detp{xy,...,7,) = 0.
(iii) H existe unc buse B de E telle que detp(21,-..,2,) = 0.
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Déterminant d’un endomorphisme.

DEFINITION 5. Soit un endomorphisme f € £(E) et B = (e;,... ,¢,) une base de E. Le
scalaire detg(f{e,),..., f(€n)) ne dépend pas de la base B choisie. On ’appelle détermi.
nant de f et on le note det f.

PROPOSITION 3, (i) 5% f,g € L(E), det(fog)=det f X detg.
(ii) detIdg = 1.
{iii) Soit f € L(E). Alors (f € GUE) <= det f # 0) et on a det(f™!) = {det f}~.

Déterminant d’unc mairice carrée.

DERINITION 6, Soit A = (4 ;)1<ij¢n € Ma(K). On appelle déterminant de A le détermi-
nant des vecteurs colonnes de A dans la base canonique de K™, et on }e note det 4. On a

d’ailleurs
det 4 = E E(@) Bo(1)1 " " “Bafn)n = Z €(0) 815(1)* * * Gn,a(n):
PES, FES,
Remargue 3. 8i A = (a;;)1<i,j<n € Ma(K), on note aussi le déterminant de A en Pécrivant

gous la forme
1, - G1n

Gpa " Hgn
PROPRIETES. Soit A € M,(K). Alors :

— det A = det(*4).

~ det A dépend lindairement des colonnes (resp. des lignes) de A.

— Pour tout A € K, det(AA) = A" det A.

- Ona(detA#0 <= A< G (K).

~ Si on effectue une permutation & € &, sur les colonnes {ou les lignes) de A, le
déterminant de A est multiplié par (o) (signature de 7).

— 8i A est triangulaire, det A est le produit des éléments diagonaux de A.

— On ne change pas la valeur d’un déterminant en ajontant & une colonne une com-
binajson linéaire des antres colonnes, Méme chose sur les lignes.

— 5i A est la matrice de f € L{E) dans une hase de E, alors det f = det A.

— 81 A, B e M, (K), det(AB) = det A - det B.

~ Deux matrices semblables ont méme déterminant.

— (Déterminant par blocs). 5i

41C
- (45
avec A € M,(K) et B € M, _,(K), alots det M = det A - det B.

Mineurs et cofacteurs.

DEFINITION 7. Soit A = (a,_,);.:.,jm € M, (K).
Pour tout (¢, 7), on appel]e nuneur de 'élément g, ; le déterminant A;; de la matrice
obtenue en supprimant la ¢-iéme ligne et la j-iéme colonne de la matrice A. Le scalaire
Ay = (-1)"*A ;s a.ppe]le le cofacteur de u, ;.
On appelle mmems principaur de A les déterminants A, = det{a; ;)1<i jcp pour
1<k<n
ProrosiTion 4 (DEVELOPPEMENT SELON UNE LIGNE OU UNE COLONNE). Soit une
matrice A = (& ;)1<ij<n € Mu{K), A;; les cofacteurs des élements de A. Alors :
= (Développement par rapport & la j-i¢me colonne} Y, a; ;Ai; = det A.
— (Développement par rapport d lu i-iéme ligne) T7_, a; ;A ; = det A.
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DEFINITION 8. Soit A € M,(K). La matrice (A;;)igi ;<n des cofacteurs des éléments de
A, est appelée comatrice de A et on la note com(A) ou encore A.

PROPOSITION 5. Soit A € Mn(K). Alors A'A = 'AA = (det A)- I,

FEremple 2. La proposition précédente entraine que si une matrice A est inversible, alors
A™! = (1/ det A)-*A. En particulier, si

— (l b — _l_ 1 d _b
A-(C d)EM"(K)avecdetA-a&—bc#{), alors A _aﬁ—bc(—c a).

Déterminant de Vandermonde. Beaucoup de déterminants sont classiques (voir les
exercices). Nous allons étudier ici un déterminant ultra-classique appelé déterminant de

Vandermonde. Pour tons «y,...,¢, € K, on note

’ 2 n—1
1 a% serdy :
-
1 a, af - o
V(ﬂ-l,. e ,ﬂn) =
2 -1
1 a, a, -+ a

{déterminant de Vandermonde de 4, ... ,a,). Nous allons moatrer que

Vit .- ta) = H (a; — a;).

ISij<n

Démonstration. On procéde par récurrence sur n. Pour n = 2, c’est évident. Supposona le résultat
vrai potir 5 — 1 et montrons le pour n. Dans V(a, ... ,4,), on retranche & chaque colonne a, fois
la précédente (en commencant par la derniére colonne). On obtient

1 0 0 v [\
— ?_ L n—i n—2
! a3—ay a@l—aag - @)l —aal"? Gz= o 03~ duiz %2 3
* 2 n=1 __ ne~2
1 ap—ay @ —aja, --- ah~l— a a2 Gn = @1 dp = @ln o0 fy s
n " ™

(aprés développement par rapport & la premiére ligne). On factorise ensuite chaque ligne par
(a: — @1), ce qui donne

oy B flz "
V(ar,...,¢a) = (62 —1) (8o —m)-| © : = [’H(ai—ul)] V(az,...,tn)
1 ap -+ ap”? =2
d’oit le résultat car d’aprés I"hypothése de réenrrence, V(az,. .. ,an) = [Togicjcn(i — as)- o

5.3. Systémes linéaires

On considére le systéme de p équations i ¢ inconnues suivant :

G11% + @GPz + o+ G0y =
@31 1 + Gy 3Tz + -+ By g%y =b2 (S)

Qo1 Ty + GuTy + o+ M Ty = b,
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Systémes de Cramer. Supposons que dans le systeme (5), p = ¢ = =. Posons A =
(@i )150,j<n € Ma(K), B la matrice colonne dont les composantes sont les (bihcicn et X
la matrice colonne dont les composantes sont les (%;)1<:<n. Le systéme (5) sécrit aussi
AX = B, et on voit donc que ($) admet une unique solution X pour tout B si et seulement
si det A # 0. Dang ce cas, comme B = 2,4y + +-+ + 7, A, (les A; désignant les vecteurs
colonnes de la matrice A), on a, By désignant la base canonique de K,

dEtBn(Al? e ’Ai-l?B! Ai+l: LR | An) = F; dEtB'.(Al_, v ,An} = det A.
On en déduit que les composantes z; de X sont données par

. deth(Al!“- y Aimrs By Aigrs - - ]Aﬂ)
b det A

{formules connues sous le nom de formules de Cramer).

Cas général. On note A = ((l.,’,j):st:gr € M, (K). Soit r = 1g A. Tl existe un détermi-
g4
nant A d’ordre r non nul extrait de 4 {d’aprés le théordme 2 de la partie 3.6). Ainsi choisi,
A s'appelle le déterminant principal du systéme (8) (il n’est en général pas unique).
~ Les équations dont les indices sont ceux des lignes de A s’appellent les équations
principales.
— Les inconnues dont les indices sont ceux des colonnes de A s’appellent les inconnues
principales.
On peut écrire A = det(q; ;) iet - On appelle déterminants coractéristiques les déterminants
d’ordre r + 1 de la forme

| (605) g8 | (ke | avec k¢ J
| (aedies | B |
Les déterminants caractéristiques n'existent que si r < p,et il y en a alors p—r.
Avec les notations que nous venons d’introduire, on a le

THEOREME 4 (ROUCHE - FONTENE). Le systéme (S} admet des solutions si et seulement
sip = r ou les p~r déterminants caractéristiques sont nuls. Le systéme est alors équivalent
au systéme des équations principales, les inconnues principales étant déterminées par un
systéme de Cramer ¢ aide des inconnues non principales.

Ezemple 3. Soit le systéme (S) :
{ €@ + 22y — w3 + ®y =1

) ®y — 4 =1, meER.
- + T3 + 7 t+ 2ry =m

1 2 -1 1
A= 1 0 -1 -11].
-1 1 1 2

Un calcul rapide montre que 1g A = 2. Nous choisissons le déterminant principal

Ici on 2

1 2
10 l
issu de la matrice A en considérant ses deux premiéres lignes et ses deux premiéres colonnes.
I n'y a ici qu'un seul déterminant caractéristique, ¢qui est
1 2 1
1061
-1 1 m

=-2(m+1).
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D’apres e théoréme de Rouché-Fontené, (5) admet des solutions si et seulement sim = -1,
et dans ce cas, le systéme (S} est équivalent au systéme

{3-’14"239 = l41s—24 {3'51 = l+23+74
Ty = l+za+ 2,4 Tq —-Z4

5.4. Exercices
Il existe plusieurs déterminants classiques qu’il faut savoir calculer. Les méthodes de

calcul sont parfois astucieuses; faites donc les exercices pour les connaitre.

EXERCICE 1. Soit # > 2 un entier. Pour tout &, 1 < k& € n— 1, on considére un polyndme
Po=X*+au X'+ -+ ari € R[X). Si 21,...,2, € R, calculer le déterminant

1 P(x) - Pog(m)
A I -Pl('x?) P,,_f(ma)

U B(za) - Pooa(za)

Solution. Aprés avoir retranché a, y fois la premiére colonne 4 la deuxiéme, on obtient

1 = Pz(-’:l) Pn-l(""l)

1 23 Pilez) - Ppulzs)
ﬂ= . : . :

1 7n Pza) - Paoa(ra)

On retranche ensuite & la troisiéme colonne g, fois la premiére et a3 fois la deuxiéme, et on
remarque que la troisiéme colonne n'est plus composée que de r?. On recommence ainsi jusqn’a
parvenir i la derniére colonne, et on obtient finalement

L zi"'i
l 2"2 DR zg_
a=|. A ERCHIESER | N CEEN!
i : - 1€i<i<n
I b S

R~ o
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Solution. Sin > 3, on obtient, en développant le déterminant A, par rapport & la premicre ligne

a 1 g --- 0 1 0 g --- 0
1 a 1 : 0 a 1 ;
Ap=elg 1 a 6|7j0 ! a o0
1 : i
0 0 1 a 0 0 1t a
) v n-1 colonnes ’

et en développant le deuxiéme déterminant du membre de droite de cette égalité par rapport ala
premiére ligne, on obtient A, = @A,y — An—_2. Autrement dit, (A, ) est une suite vérifiant une
récurrence linéaire d’ordre 2. On sait done calculer ses termes, sachant que &; = g et Ag = a®=-1.
Vous laissant le soin de faire les calculs, on trouve :

~ Sila| > 2, avec § = VoI — 4,
a46)"* a—8\"*!
[( 2 ) ’( 2 ) ‘

sin({n + 1)8)
sind

—Sie=2,4A,=n41
—Sie=-2, A, =(-1)"(n+1).

— Si Ja) < 2, soit & € 10, 7[ tel que @ = Zcosf. Alors Ap =

EXERCICE 3. Soient a,b € K et 2,,...,&, € K On définit le déterminant d’ordre n

T, @ -+ 4
A, = {, 2

H a

b b oz,

a) Si a # b, calculer A,. (Indication : on pourra considérer le déterminant A (z) obtenu
A partir de A, en ajoutant # a chaque terme, et montrer que A, (z) peut se mettre sous
la forme Az + B.)

b) On suppose ici que K = R. Calculer A, si a = b.

c) Si a = b et K est guelcongue, calculer A,.

Solution. Suivons Vindication et considérons, pour tout z € K, le déterminant

4 atex etz
b4tz Xo4r
Bp(z)=| :
: *. a4+
b bdr zoat+=z

En retranchant aux n — | premiéres colonnes la derniére, puis en développant par rapport a la
derniére colonne, on voit qu'il existe A, B € K tels que pour tout z € K, Ap(z) = Ax+ 5. On
remarque maintenant que A,(—b) est le déterminant d’une matrice triangulaire supérieure dont
les coefficients diagonaux sont les #; — &, donc Ap(=b) = (#; —b)- - (zn — 4) = —Ab+ B. On
obtient de méme Ay(—a) = (z1 — @) - - (zn ~ @) = —Aa + B. De ces deux valeurs, on en déduit

o b (#i —a) — aJ];(+: = b)
A,=B=—% b .

—
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b) On fixe a € R, et on regarde A, comme une fonction de & que nous notons S(b). L’expression
d’un déterminant d’une matrice en fonction de ses coefficients montre que la fonction b — f(b) est
continue sur IR, Maintenant, on a vu au a) que si b # a, alors

v = b_.'_’_(_c.:_g_::_}’(b) ot Plz)= H(zi —z).

Autrement dit, si Q{z) = zP(a)— aP(z), on a f{b) = Qﬁ%—:—f(tﬂ" En faisant tendre b vers ¢, la

continuité de f permet done d’affirmer que

A, = f(a) = Q'(a) = P(a) ~aP'(a) = [[(zi —a) +a (Z: Hes - a)) :

i i j#i

¢) Ici, Ia méthode utilisée au b) ne marche plus. On va s'en tirer autrement. Dans A, substituons
3 b l’indéterminée X, donnant ainsi un déterminant que nous notons [, D apparait alors comme
un déterminant dont les coefficients sont dans Je corps K(X), et d’aprés a) (puisque évidemment
X et a sont différents dans K(X)) :

XP(a) —aP(X)

D= X=-u

ot P=[J(zi—X) e KX].
i

En posant Q(X) = X P(a) — aP(X) & K[X], coci #'écrit aussi D = %xl—:—f-(ﬂ. Soit R € K[X]
tel que Q{X) — Q(a) = (X — a)R(X) (%), de sorte que D = R(X). En dérivant (*), on obtient
@'(X) = R(X)+(X —a)R'(X), done Q'(a) = R(a). I ne reste plus qu’a substituer & X la constante
4, ce qui donne

An = R{a) = Q'(a) = P(a) — aP'(4) = H(z,- ~a)+a (EH(;j - a)) .

LIS T 1

EXERCICE 4. Soit M € M,(Z) (i. €. une matrice & coefficients dans Z). Donner une con-
dition nécessaire et suffisante pour que M soit inversible et que M ™! € M,(Z).

Solution. Nous allons montrer que (M est inversible et M~! € Mn(Z)) si et seulement si
(det M = 1),
Condition nécessaire. On a M € Mq(Z) donc det(M) € Z. De méme, M~! € Mq(Z) donc
det(M—1) = 1/ det{M) € Z. Ainsi, det(M) est un entier d’inverse entier, d'oll det{M) = *1.
Condition suffisante. (;)_9 a M € Mn(Z) done les cofactenss de M sont des entiers, done la coma-
trice M de M vérifie M € Mn(Z). Or deb(M) = %1 donc 1/ det(M) € Z. Donc M est inversible
et .

1

= det(M)!ﬁ € Mn(Z)

M—l

ExXeRcICE 5. a) Soient ay,...,an, et B1,..., 0, € R. On note M la matrice

(er + 8" (e + B - (a4 B )

oz + B)™ (o + 8"t - (g4 )

M= € M,(R).

(n+ B (o 4 B2 oo (a4 Bo) !
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Calculer le déterminant de M.
b) Soit p € N et un entier n tel que n > p+ 1. On note A la matrice

1 9
9p 3° +1

A - : : (n : )P EMn(]R).
" (n+lP .- (2n-1p

Calculer A = det A,

Solutson. a) L'astuce est d’écrire M comme le produit de deux matrices. Si m; ; désigne 1'élément
d’indice (£, 7} dans la matrice M, on a :

n=1 n
mij= 3 CEiaf g =) i (x)

k=0 k=1

ot pip = Cizlatlet qu; = ﬂ}"". En d'antres termes, si P = (pij)i1cijcn € Ma(R) et Q=
(Fiihcijgn € Ma(R), la relation (¥} s’écrit M = PQ. On a donc det M = det P - det Q. Or le
déterminant de P vaut

Cg_: C'l T i -1 1 & - a?—l
ch, Cl_lﬂz _ C"' st o |1 ez Azt
= oSNy, o
. T | -1 n—1 : : : 1
G, C),on -+ Co-jar™? 1 ap - afd

donc det P = C8_; - C'""l H,q(a, —ai}. Par ailleurs,

gt gt 1 1
det = = [—l)"("_l”z ﬁ_l P
ﬁl Ve ﬂ“ M :

1 1 gt ot

(cette derniére €galité s'obtient en effectuant (n = 1)+ ---+2+ 1 = n(n — 1)/2 transpositions sur
les lignes), donc det Q = (=1)""=D/2[L, (8 - &)
On a donc

n-1
det M = det P . detQ = (H C‘_l) (=1 =2 TT (e = aa)(B5 = Bi)].

=0 i<

b) Si p+ 1 = », alors d'aprés la question précédente appliquée 4 la matrice M avec a; = i et
Bi=i—l,ona

det A = ('i:[ C:I;-l) (__1)!1(\'5-1){21-[ I(J _ 3-)2] )

izl iy
Or .
[I6-9=TI H(J‘—s‘)] 1'[(3— 1t = HJI
et
e J=Tl_(=D }_Iln-1y
(E G’-l) B E [t‘!(n— 1 —:‘)!] B (nn-—ll ‘,) 2

done finalement A = (—1)M*=V/2[(n — D",
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Si maintenant » > p + 1, nous allons montrer que A = 0. Notons P = X? € R[X] et pour tout
i€{l,...,n}, P = P(X +1) = (X +i)?, de sorte que la matrice A s’écrit

Pv)y A1) - Pn-1)
P(0) Ppl) - Pyln-—1)

B(0) Pu(l) -+ Pa(n—1)

Pour tout i, Pi € R(X]) = {Q@ € R[X] | deg@ < p}. Comme Ry[X] est un R-e.v de dimension
p+1((1,X,...,X?) en est une base) et que n > p+ 1, on en déduit que Py,..., P forme une
famille liée. Donc il existe A;,..., A, € R, non tous nuls, tels que 3°7_) M F; = 0, et donc pour
tout §, 0 € j € n—1, T, M P(4) = 0. Autrement dit, les vecteurs lignes de la matrice A sont
linéairement dépendants, ce qui entraine A = det A = 0.

EXERCICE 6. Soit la matrice

1 ¢} ¢t ... (3
1 ':l:+1 05-1-1 e 034.1

' 4 = . : M R € MP+1 (]R)
1 Crll-l-p C:?H-r Tt Czﬂt

Calculer A, = det A,.

Solution. En retranchant 3 chacune des p dernitres lignes la précédente, on obtient :

1 cl c? e Cr _
0 (‘vg Cr; o CP':I C: C'!.I Tt Cg 1
s " »
Ap = - . . . = : : = Ap—l
B . . . - 6,:: . Cl . Cy—l-
0 C%pt C-1a+p-1 C£+;_1 4p~1 “ngp-1 n4p=1
(on a utilisé la relation Gy} — = Cl). Done &y = Ap1 = = A1 =1

EXERCICE 7. a) Calculer le déterminant d’ordre » & coeflicients dans K

@y + 5y hy e i
&y Gy t+wy - iy
A, =
n T G, ¢p+ Ty

b) Calculer le déterminant d’ordre n + 1 4 coefficients dans K

r @y e -+ Uy
W T da - g
A= 1 aw
T Gy
@y @y - i T
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Solution. a) Nous allons prouver par récurrence sur @ que &p = 1 - 2p + E?=1(aj | J PP
Le résultat est évidemment vrai pour n = 1. Supposons le vrai au rang n — | et montrons lé au
rang . En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne, on voit que

a+=x a; iy ay+ ¥ o B 0
a ", {1 a .'. - :
A, = : 1+ : =D +Ds.
1+ 20 : EEIN PR 7S R
iy, b an an On e Gn Tn

Si on retranche, dans le déterminant [;, Ja derniére colonne aux n — 1 premiéres, on s’apergoit que
Dy = @,z) - Tn_1. Par ailleurs, en développant D, par rapport a la derniére colonne, on obtient
Dy = £, An-1. Finalement, A, est égal 4

n=1 "
D14 Dy = tutr a4z |21 20cr+ 3 |@ [ wx|| =21 znt D (o [[ 2
j=l |;k§a-1 i=1 kx£§
L

b) En ajoutant toutes les colonnes 4 la derniére, on obtient

r a Oz vee Bpoy 1
" 41 T a» : 1
Ap = ”+§:“‘ :oas . e aper |
i=1 . . N - .
. - :
] gz -+ dpa) an 1

puis en retranchant, pour 1 < j < m, & la j-iéme colonne a; fois la derniere,

F—a x x 1
" 0 x—ay - : : n "
A,,-_-(:B-I-Zu.') : o =(3+Eﬂi)H(3—°i)'
i=1 ) i=1 =i
: R R "
] () 1

—+ ExEercice 8 (DETERMINANT DE CAUCHY). Soient ay,...,a, EKet by,... b, € K tels
que pour tout (¢,7), a; + b; # 0. Calculer le déterminant d’ordre n

1 L ... 1
ardbdy  agby a14d,
1 1 .
an4b agpld Gadd
A, = :-?- L 'zT 7 2'1'- LI
1 1 - 1
Aodby  antba [N

Selstion. Clest classiyue. Il y a plusieurs moyens de procéder. Nous donnons ici une solution assez
générale. Supposons dans un premier temps les 4, distincts deux & deux et n > 2. L'existence de
la décomposition d’une fraction en éléments simples permet d'affitmer

by —X)- (b1 —X) _ M et An
(X +a) (X+a,) X+4o X+a,

g, A €K, R(X)=
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On peut méme effectivement calculer les X, qui valent

132/ (b + ap)

Yk, Ap = .
* Hj;ék(ai - a;)

Si maintenant on note Ly,... L, les lignes de A, on a

Ly i
Ay=] ¢ =1L : ,
Loy An Ln-l
L. 2‘ ALy
c'est-a-dire
1 1 1 . i 1
a7 Wb, a ¥5; B ¥b. artb,
1 : : 1 : : :
A, = — —
’\ﬂ 1 )ﬁﬂ, 1 1
Gamg+h an—l"’In dn-l+sl Un—yF8n_1 Gny+ba
Riby) - R(b) 0 ... o R(ba)

En développant ce dernier par rapport i la dernidre ligne, on obtient

~ R(ta) _ IS e =) [I05 (s — @) _
T Bams = TIZ (b +ae) "'ll{an + b;)

i=1

A,

n=1:

Sachant que A; = 1/(ay + 1), une récurrence sur n donne

A = Hi(j(“.f _“i)ne'(j(bf — &)
" l'l.-,,;(w +&;)
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Rappelons que nous avions supposé que les a; étaient distincts deux i deux. Si maintenant
deux des a; sont éganx alors les deux lignes correspondantes dans A, sont égales et donc A, = 0.

L’égalité (*) est done vraie dans tous les cas.

Remargue. Cette méthode, ainsi que le résultat, sont & retenir. On peut par exemple
calculer par cette technigne un déterminant de Vandermonde (faites le'). Une application
des déterminants de Canchy est donnée au chapitre portant sur les suites de fonctions du

tome Analyse (voir le probléme portant sur le théoréme de Miintz).

~ Griice 3 ce résuitat et 4 la formule A~ = *A/(det A), il est facile d'inverser une matrice
dont 1’élément d’indice (4,7) est 1/(a; + b;) puisque les mineurs d’une telle matrice sont

des déterminant de Canchy.

EXERCICE 9. Soient «,,...,a, € K. Caleuler le déterminant

1 @ -+ af™' ot ay

A 1 ay - a37' Y .. a2
k-1 k41 n

1 w, o, &t a

Solutton. Soit
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1 o - o' of ai“ of

1l g - a;‘_l a-_'; a2+1 SRR (1
AlX)=|: : : : : € K[X].

1 a, - af~! of offl ... of

1 X ... Xe1 Xk xk+l . X0

A apparait comme le mineur de I’élément X* dans A(X). En développant A(X) par rapport
a sa derniére ligne, on s’apergoit que A est le coefficient de X* multiplié par (—1)*** dans le
polynéme A(X). Or A(X) est un Vandermonde :

A(X): V((!l,“. ,C!,,,X): H (“ﬁ_ai)n(x_ui)-
1€i<ijtn i=]

D’aprés ce que l'on a dit plus haut, on a done Pégalité

A= (-1t to, . [ (-a)=aus- J] (@i-a),

1<i<i<n I<icign

ob o,_; désigne la valeur prise au point (ev,... o) par le polyndme symétrique élémentaire
XX €KX, X

Remarque. On peut ainsi connaitre les cofacteurs d’un Vandermonde, donc inverser un
Vandermonde,

EXERCICE 10. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, oi K est un corps
commutatif de caractéristique différente de 2. Soit f une forme =-linéaire alternée sur E.

Pour tout u € L(E), on définit :
f;, c B =S K (;]':1,. . ,.’.I'!") — Zf(ﬂ?l,. ‘e ,:r:,-_l,u(:rr,-),m,-+1,... ,.T").
i=1

Montrer que f, = tr{u)f.

Solution. Fixons u € £(E). L’application f;, est une forme n-linéaire alternée comme on le vérifie
facilement; P'ensemble F des formes n-lindaires alternées de E' étant un K espace vectoriel de

dimension 1, on a done :
(VFEF fF#0,3x cK), fu=2As-f

Soit g # 0 une autre forme n-linéaire alternée. Il existe s € K* tel que g = uf. Done Agg = gu =
#fu = (BAg)f, et comme g = uf, on tire :A; = Ay. Le scalaire Ay ne dépend donc pas de f € F,
mais seulement d¢ «. On pent done écrire :

Iy €K YfEF, fu:}\uf- (*)
Montrons maintenant que X, = tr(x). Soit B = (e1,... ,e,) nne base de E, A = (a: j)1gicign la
matrice de u dans cette base. En applignant (*} a la forme n-linéaire alternée detp {déterminant
dans la base B)et au n-uplet (¢1,. .., £,), on obtient
¥

Avdetp(er, ... tn) = Ay = Zdﬁtﬂ(ﬁl, R TRPIE 73 NSRS PO -y §
i=1
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Or pour tout i,

detpler, ... €i-1, ¥(E) €igr,. .. ,€n) = detg(eg, ... ,c,’_l,Zaj'.' €5, Eiglys-+ 16n)
=1
n
= zaj_,' detgler,... . €i—1,€5,€i41,... ,€n) = Gi;.
i=1

On en déduit A, = Y oo, @i = tr(A)} = tr(u).

EXERCICE 11. a) Soit A € M,(R). On note A sa comatrice. Donner le rang de A en
fonction du rang de A. _
b) Si n > 3, résoudre dans M, (R) ’équation A = A.

Solution. a) Si1gA = n, Pégalité A4 = (det A)I, entraine A = (det A)*A~1, done comme
detA#0,rgA=n.

Sirg A= n— 1, alors il existe ur mineur d’un élément de A non nul {d’aprés le théoréme 2 de
la partie 3.6, page 121), donc A # 0. De plus, on a tAA = (det A)Jn = 0 donc Im A C Ker 14, done
dlm(Kesr‘A) >n-1etdoncrg'A =184 =n—-dim(Ker*A) < 1. Comme on a vu que A # 0, ceci
entraine rg A = 1.

Sirg A < n — 2, alors tous les cofacteurs de A4 sont nuls, donc rgﬁ =0

b) L’égalité A = A entraine I'égalité rg A = 1g A

Sirg A < n— 2, alors d’aprés a), rg;{= 0, donc rg A =0, donc A =0.

BirgAd = n—1, alors rgA=1etdoncn—1=rgd= rg;l- = 1 donc n = 2, contraire aux
bypothéses,

8i 1gA = n, alors (det A}, = *AA = *AA. Or det('AA) = det('A)det{A) = (det A) et
det](det A)I,] = (det A)". Commo detA # 0, on en dédnit (det A)*~2 = 1, et donc det A €
{~1,1} car det A € R. Si A = (a;;), le terme d’indice (1,1) de ‘A4 est E} ai; 2 0, et comme
‘AA = (det A},, ce terme vaut det A. Done det A > 0, et donc det A = 1.

Finalement, on a montré (e det 4 = 1 et *AA = ].. Réciproquement, si *fAA = [, et det A = 1,
comme *AA = (det A)I, = I, on a A= A car A est inversible.

L’ensemble des matrices A vérifiant A = A est donc la matrice nulle et les matrices 4 telles que
detA=1et *AA = I, (ces derniéres sont I'ensemble des matrices orthogonales de déterminant 1,
Ot i e le groupe spécial orthogonal).

EXERGICE 12 (DETERMINANT CIRCULANT). Soit n € N* et w = €2*/. On note ) =
(@01 ¢ jen € Ma(0).
a) Soient a1,...,a, €Cet

ay iy g e i@,
Gyt o fny

A= Uy @y Uy v+ pa:z GM“(C)_

iz &y dg -+ iy
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Calculer det(AS2) et en déduire la valeur de det 4.
b) (Application). Si # € R, calculer le déterminant n X n

cos® cos28 - cos ni

cosnd cosf -+ cos(n— 1M
A(8) = . .

cos28 cos38 --- cos @

Solution. a) Un pen d’attention montre que le coefficient d'indice (1,7} du produit AQ est
LUE=DE-1)p(w,i=1) otr P désigne le polyndme P = ay + aX + -+ 2, X". Autrement dit,

P(1) P(w) . P(u"‘—l)
PU)  wP) . WP
Pil) w"'i._P(w) w("_l)(“‘i)f'(w"‘l)
On en déduit
1 1 . 1
1 b PN wﬂ-l
det(AQ) = P(1)P(w) -+ - P{w""") | . : : = P(1)P(w) - P(w"" ") det Q.
i wn‘—l . lLlJ{ﬂ—l‘)(n--l)

Comme det £ # 0 (c’est un Vandermonde dont les parameétres sont deux & deux distincts), on en
déduit det A = P(1)P(w) - - P(w"1).

b) On pose Uy, = {¢#**/% n € Z}, de sorte que d’aprés a),

Al = H (cos @ +wcos20 + -+ +w" ! cosnb). (*}
WEUn

Supposons dans un premier temps & ¢ 27'2‘ Siw el onpose
S=cosf+wecos20+ - +w' lcosnd et T=sind+wsin2d+--- +w"" ! sinnd.
Ona

S+iT—-l-i(weis)*— 1= t de méme §—iT = '“ﬂ
—w;-=1 T T —we? % i M= I —ee®
On en déduit, apres calculs, que
. {00\ sin(®F20) — wsin(%))
3 = 2sin (?) . A —weP )1 —we—7} (*+)
n . n{nd . [ n8
Or X* —-sim" | — | = H X —wsin{ — | [, donc
2 2
wglf,
H sin u+29 —wsin »é = gin™ "+29 —sin" i . (#+%).
wel 2 2 2 2

Comme X* — e™ =], (X —we'®), ona

H (1 -we?)=1—e™,  de méme H (1—we™®) = (1 - e "%,
wgliy well,
On en déduit

i N N, ni —nity _ 4 2f R0
H [(1 = we )1 ~we™®)] = (1 = e™®)(1 — e~ "**) = dsin (-—2—)

wglfy
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Avec (%), (**) et (***) on en déduit

A(#) = 2"~ ?sin"2 ("2—9) [sin" (" : 23) ~ sin™ ("2—9)] ‘

Nous avons démontré cette relation pour § g %’E-Z. Le déterminant étant une fonction continue de
ses coefficients {c'est un polyndéme en ses coeflicients), la fonction # v— A(#) est coniinue, et par
continuité on en déduit que la relation trouvée est valable pour tout # € R.

femargque. On verra au chapitre IV une autre démonstration du résultat de la question a)
(voir Pexercice 4 de la partie 1.6, page 178).

Exercick 13. Soient a,b € K avec ¢ # b. On pose

e+b ab it 0
1 e+ d ab :
A = 0 1 e4b . 0 € M.(K).
: ' . T ab
0 0 1 a+4d

Calculer det A,,.

Solution. Supposons n > 3. En développant par rapport a la premiére ligne on obtient

1 ab 0 0
0 at+d ab :
det A, = fa+b)det A, ;—ab| 0 1t  ae+d . 0 |,
0 e ab
0 ... .1l ae+b

puis en développant le dernier déterminant de cette égalité par rapport a la premiére colonne,
det A, = (a + b) det A,y — ab det A,,_;. Sachant yue

al— 2 \ oS~ 3
detdy =a+b= - et detAy=al+ab+ b= -
ﬂn+1 - bn-l-l
on démontre facilement par récurrence sur a1 que det A, = o

Remarque. Si @ = b, une récurrence donne det A, = (» + 1)a”.

-A partir du résultat de cet exercice, on peut facilement calculer les déterminants de la
forme

g v O 0
« B oy
0 o« 5 . 0
: LTy
0 0 o @8
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6. Problémes

PRrOBLEME 1. Résoudre dans M, (R) I'équation A® = ~1I,.

Solution. Comme A% = —I,, on a det(A?) = (det A)2 = (—1)" donc n est pair. Soit p & N* tel
que n = Zp. On va démontrer, en procédant par récurrence sur k, le résultat suivant : pour tout
kL 1<k<p ilexistezy,...,or € F =" tels que (21, f(x1)....,%e, f(x2}) forme une famille
libre (f étant I'endomorphisme de B™ dont A est la matrice dans la base canonique de R®).

Pour k = 1. Soit x; € £, z; # 0. 8i Ax; + uf(x1) = 0, alors par composition par f, on tire
Af(z1) — pzy = 0. Finalement, on en déduit :

(2 + ) = Az + pf(21)] = w(Af(22) = pes] = 0,

Done A% + 42 = 0, c'est-a~dire X = j = 0. La famille (z3, f(z})) est donc libre.

Supposons maintenant le résultat vrai an rang & — 1 et montrons le an rang ¥ < p. D’aprés
Phypothése de récurrence, il existe x4, ... ,74-1 € E tels que (x1, f(z1),. .. , Tk =1, F(Tr=1)) forme
une famille libre. Soit. Fy .y = Vect{z;, f(21),... 241, f(x4-1)}. dim Fy_; = 2k — 2 < 2p, donc
on peut choisir ¢, € F, #x € Fi_;. Supposons maintenant une égalité du type :

My +peafle)+ -+ Mgy + pef(ze) = 0.

Alors Mpwy + e f(z) € Fioy et Fi_y &ant stable par f, fF[hze + ue f{xs)] = A F(2e) = e €
Fe_y. Donc : (A} + p)ae = Ap [Xaare + e flze)] = e e f(me) = pras] € Fier. Or xp € Fioy,
donc A} + pf = 0, d'olt Ay = i = 0, d'ott Ayzy + 1 f(F1) + -+ + ApmiZew1 + o1 f(Ze=1) = 0,
done Vi, A = y; = 0.

En particulier, en prenant & = p, on voit que 3z,,.. . , 2, € E tels que (&3, f(z1). ..., 2p, f2,))
forme une famille libre a 2p = n éléments de £, done une base B de £. A est donc semblable a
0 -1
11 7] ©
{f]B = . . r
0 -1
© 13 ]

et réciproquement, si A est semblable & une matrice de cette forme, 4% = —1I,.

PROBLEME 2 (ENDOMORPHISMES NILPOTENTS EN DIMENSION FINIE). Soit E un K-e.v
de dimension finie » € N*. Soit f € L(F), nilpotente, (i. e. il existe p € N” tel que f* = 0).
On note ¢ € N* I'indice de nilpotence de f, i.e. ¢ = inf{p € N* | fF = 0}.

1/ On veut montrer que ¢ < n.

a} (Premidre méthode). Montrer que la suite (Im f*),cn décroit strictement jusqu’a p= ¢
puis devient stationnaire. Conclure,

b) (Deuxiéme méthode). Montrer qu'il existe xy € E tel que (4, f(z0),..., 1 zq)
forme une famille libre. Conclure.

2/ Si r = dim(Ker f), montrer que r Z et que nfr < g<n+1-r,

Selution. 1/ a) Pour tout p, comme f(E)} C E, on a fP*I(E) = fP[f(E)] C fP(E). La suite
(Im f7)pen est done décroissante.

- Soit s le plus petit naturel tel que Im f*+! = Im f* (s existe car Im f*+! = Im 1 = {0}).
Alors pour tout p > s,

Im 4! = P2 [f4Y(E) = 1 (B)] = Im f7.

La suite (Iin fP) ¢ n est donc stationnaire & partir du rang 5. Or (Im f?)ycp est stationnaire a {0}
i partir de p= ¢, donc g = 5.
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Pour tout p < ¢, on a donc Im fP+1 C Im fP et Im f#+! 2 Im f?, d’oti rg f**! <rg f* — 1. On
en déduit facilement par récurrence sut p que si p £ ¢, g f* € rg f* — p = n — p (rappelons que
¥ = Idg par convention). En particulier, ) =g ff <n—yg,doncg< n

b) Comme f1-1 £ 0, il existe 2o € F tel que f*~1(xp) # 0. Nous allons montrer que la famille
(zo, F(Zn), .. . , FT~1(z0)) est libre. Si f__','ul Xi fi(zo) = 0 avec les A; non tous nuls, on considére
le plus petit entier & tel que Ay # 0. On a 392} X fi(z0) = 0, donc en composant par f1'~* 3
geache,

Aefi7 N mo) + Aegr ff(20) + -+ a\,-lfz('-l)-*(zu) =0

Comme f# = 0 pour p > ¢, cette derniére égalité entraine X, f171(zy) = 0, et comme f2=1(zo) # 0,
Ai = 0, ce qui est absurde. La famille considérée est donc libre. Elle a g éléments, donc ¢ € dimE =
n.

2/Onavnaulfa)quesip < g, rg P <i1g fP—1,ce quientraine que 0 = 1g f? <rg f—(g—1) =
n—r—(g—1),donc g<n~r+1
1l reste & montrer 'inégalité n/r < ¢. Pour ¢ela, commengons par monirer que

vpeN, g =g’ — dim(Im f* NKer f). (%)

- Soit § un s.e.v de £ tel que (Im fPNKer f)B 5 = Im f7. On a SnKer f C (Im fFNKer f)NS =
{0}, done S nKer f = {0}, Ceci entraine que fis (restriction de f 4 5) est injective, et donc
dim f(S) = dimS. Or Im f2*' = f(Im f?) = f[(Im f* N Ker f) & 5] = f(S), donc rg 7+ =
dim f{S) = dim § = rg f7 — dim(Im f* N Ker f).

L'égalité (*) entraine que pour tont p, rg fP+! > rg f* —r. Ceci entraine 0 = 15 f9 > 1g f*—gr =
r—gr, donc g > n/fr.

Remargue. En particulier, si f est nilpctente et si dim Ker f = 1, alors 'indice de nilpo-
tence de f est g = n.

- 11 est important de retenir le résultat suivant (ntilisé dans 1/a)) : S5i f € L(F), la suite
{Im f*)pen décroit strictement puis devient stationnaire. On montrerait de méme que la
suite (Ker f?)pen croit strictement puis devient stationnaire (4 partir du méme rang que

(Im f*)pen)-

PROBLEME 3. 1/ a) Soit N € M,(R) une matrice nilpotente (i. e. il existe p € N* tel que
Mr = 0) d’ordre g (i.e. ¢ est le plus petit entier naturel vérifiant M7 = 0). Montrer gue
I, = N est inversible et donner son inverse.

b} (Application). Montrer Vinversibilité et calculer 'inverse de la matrice

1 -« O

M={0 1 7 0 lemr).
: "
0 -« 0 1

2/ a) Soit N € Mq(R) une matrice nilpotente d’ordre 2. Pour tout p € N*, calculer
(I. + N)r.

b) (Application). 5i M = (1 3 ) € My(R), clculer A

Solutinn. 1/ a) Il suffit de remarquer que (I, = N)}{I. + N + .-+ N7y = [, — Ni = [, done
L-MeGlh(R)et (ln—M)y ‘=T, + M+ .+ ML
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o In—l

b) On peut écrire M = I, —aN avec N = ( 0 0

). Une récurrence facile donne (faites le!):

WpeN, 1<p<n—1, Ne={ 0 B} wnn=o
¢ 0 o0

En appliquant 1/a), on voit donc que M = I, — aN¥ est inversible et que

1 a a? an=1
01 a :
M=l +aN+&N+.+a™'W" = 0 0 g2
. a
¢ ] 1
2/ a) I, et N commutant, on peut écrire
? »
(I +NY =3 CINHIZE = CEN* = G+ CjN = I + pN.
E=0 k=0

b)Si N = ( :} :’ ), on a M =21, + N et N? = 0, donc d’aprés la question précédente,

104

Ml(l(l - 2]()[} (12 + %N)

= 2%(1, 4 50N) = 20 ( —49 50 ) :

=50 51

Remarque. Au 1/a), on a forcément ¢ < n. On peut montrer ce résultat sans faire appel
an théoréme de Cayley-Hamilton, en procédant comme suit, Soit f ’endomorphisme de
R" dont N est la matrice dans la base canoniqne B de R". Pour tout entier 7, Pégalité
[f")s = N" entraine que les ordres de nilpotence de f et de N sont égaux. Or d’apres le
probleme précédent, I'ordre r de nilpotence de f est < n, et donc g < n.

— En fait, on identifie souvent une matrice M € M, (K) et endomorphisme f de K™ dont
M est la matrice dans la base canoniqne de K*. 5i les vecteurs de K* sont notés en matrices
colonnes, on a méme f(X)=MX.

PROBLEME 4. Soit E un ensemble et fi, fo,..., f, » fonctions de E dans K, formant un
systéme libre dans le K-espace vectoriel des fonctions de E dans K Démontrer qu’il existe
n points @,,...,2, de E tels que Ia matrice (fi(2;)),, ;<, S0it inversible :

a} En procédant par récurrence sur n € N*. T

b) En considérant F = Vect(f,...,fa}et V2 € E, F: F 5 K f = f(z)eten
montrant gue 32,...,2, € E tels que #,,...,7, forment une base de F*, dual de F.

Solution. a) Pour n = 1, ¢’est évident, Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au
rang r. On définit la fonction

HlE) - fAleac1)  Aiz)
A EaK s f2(.”l) f?(“"n-l) fz('wl

I

al2) - Falzno1) falr)
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Z1,- ., Tn-1 Stant pris tels que det{fi{x;))1<ij<n-1 # 0. En notant, pour tout 7, A; le mineur
de I’éément fi(x) de A, on a, en développant A{x) par rapport & la derniére colonne :

VzEE, Az)=) (-1)"HA;- fi(e).

=1

Or A, # 0, et comme les (f;) forment une famille libre, on ne peut avoir Y1, &: (=) = 0 pour
tout z, donc 32, € E, A(#n) # 0, de sorte que (fi{#5))1<ij<n st inversible,

b) Pourtout 2z € £, £: F =K fr=s f(2) = Z(f) est un élément de F*. Soit T = {# | z € E}.
Lorthogonal de T dans F est :

P={feF|Vae B,#(f)=0}={feF|¥z€E, flz}=0}={0}.
Soit G = Veet(l'), On a G®* = I'* = {#} donc dimG = dimF — dimG® = dimF = n, d'oi
G = F* = Veet(I'). Done il existe xy,...,z, € £ tels que (z1,... ,7,) soit une base de F*. Les
z;(f1}
vecteurs pour 1 < j < n sont donc linéairement indépendants, ce ¢ui revient 4 dire
i(fa}

que la matrice A = [F3(fi))y4i ;00 = [fi(®i))1<i j cn o8t inversible.

PROBLEME 5. a) Soit M € M,(C). Montrer I'équivalence
(M €G8.(C)) = (3P € GL(C)), YA€ T, P - MM € G4, (0)).

b) Seit ¢ € L(M,(T)) telle que
YM € GL,(C), @{M)e Gt,(0).
Montrer que si (M) € G€,(C), alors M € G£,(C).

Solution. a) Condition aécessatre. Supposons M non inversible. Si r = rg M, on sait que M est
équivalente & 1a matrice K, = ({7 0), autrement dit

(34, B €66, (T)), M:A({; g)BzAK,B.
0 - o 01
10 0
Posons J=f 0 1 . : €86, (C). Pourtomt A€ Con a
: SR
0 o0 1 9
(=3 0 0 1)
| 0 r lignes
-, =| % A0 ] ()
N0 - - 0 1 0

Le rang d’une matrice reste inchangé lorsque Von ajoute & une ligne une combinaison linéaire
des autres. En ajountant. i la r-iéme ligne dans (*) A fois la suivante, on fait disparaitre le —A se
trouvant & la position (r,r). En itérant ainsi le procédé aux lignes d’indice r — 1,...,1, on fait
disparaitre tous les —A, de sorte que tg(F — AK,) = g J = n. Ainsi, J — AK, € G£,(C), donc
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A(J = AK.)B = P — MM (avec P = AJB € G{,(C)) est inversible pour tout AMECT dolla
condition nécessaire.
Condition suffisante. Raisonnons par I’ahsurde et supposons M inversible. 51 ¢ = M~'P,ona

VAECT,  det(P ~ AM) = (det M)(det(Q — AT,)} # 0

done det(Q — Al,) # 0 pour tout A € C. Ceci est impossible puisque det(Q— Al,) est un polynome
de degré n en A (¢’est le polyndme caractéristique de Q) donc s’annule au moins une fois sur C.
D’oti la condition suffisante.

b) Raisonnons par 1’absurde en supposant M # G£,(C). D’aprés la question précédente, il existe
P € G£,(C) telle que pour tout A€ C, P—AM € G2n(C). En vertu de I’hypothese faite sur p et
de la linéarité de ¢, ceci entraine

VieC,  o(P)~ rp(M) € G(C),

donc d’aprés la question précédente, ¢{M) € G&,(T), ce qui est coniradictoire. Finalement, on a
M € Giu(0).

PROBLEME 6. Soit A = (6 ;)i<ij<n € Ma(R).
1/ Soit ¥ : N* — R une fonction. 5i pour tout (%, ),

wi= D, vk)

ki et k|f

montrer que det A = ¥(1)9(2) . -y(n).

2/ (Applications) Calculer det A si
a) a, ; est le nombre de diviseurs communs 4 i et & j.
b) 4;; est la somme des diviseurs communs aitetay.

¢) a;; = i A 7 = pged(d, j).

Solution. 1/ On définit la matrice B = (b j)icijgn Por by = 1sié | j, by =0si i{j Ele
est triangulaire supérieure et n'a que des 1 sur la diagonale principale, donc det B = 1. On définit
ausst la matrice € = (¢ j)1<ij<n comme étant une matrice diagonale avec ¢;; = $(i). On pose
maintenant D = *BCB = (di ;)1<1,j<n- Pour tout (i, j), on a

dig= Y bpsch by = zbk,e'ﬁ’(k)bu = Y (k)= ay.

E k R|i et k|j

Done D = A = 'BCB, et donc det A = det(!B) - det C - det B = det C, et C étant diagonale,
det A= ¢(1)- - -y(n).
2/ a) 1l suffit d’appliquer 1/ avec ${k) = 1. On en tire det A = 1.
b) On applique cette fois ¢i 1/ avec (k) = k, et on en tire det A = nl.
¢) Remarquons d’aberd que 'on a P’équivalence
(kiet k1) <= (k| pged(i, ).

Rappelons que ¢, 'indicatenr d’Euler, possede la propriété suivante : pour tont m, h m plky=m
(voit 1a proposition 7 de la partie 3.3 du chapitre I, page 31). On a donc

wy=pgedi )= 3. wk)= 3, ok)

k|pgcdis,j) k| et klj

et d’aprés 1/ appliqué 3 3 = ¢, on a det A = (1) - p(n).
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PROBLEME 7. Soient n > 2 un entier et K un corps commutatif. Montrer que tout hyper-
plan de M, (K) contient au moins une matrice inversible.

Solution. Soit H un hyperplan de M, (K). Il existe une forme linéaire non nulle  de (M, (K))* telle
que H = Ker . D’aprés I'exercice 3 de [a partie 4.6 (page 131), il existe une matrice A € M, (K)
telle que (M) = tr(AM) pour tout M € M, (R). Comme ¢ # 0, on a A # 0. Finalement,

H=Kerp = {M c Ma(R) | te{AM) = ¢}.
1l s’agit done de montrer que
(VA € M.(R), A # 0,3M € GE,(K)), te{AM) = 0. (*)

Commencons par transformer A pour la rendre “sympathique”. En posant r = rg(4) > 1 (car
A # 0), on sait que A est équivalente & la matrice par bloc {4 ) (voir le théoreme 1 de la
partie 3.6, page 121), c’est-a-dire

AP, Q € GE(K) tels que PAQ=J, avec J, = ( ‘;"' g ) .

Fixons une matrice inversible M n’ayant que des 0 sur sa diagonale principale (on peut prendre
par exemple M = ('1' "(," )). En écrivant la matrice M sous forme de blocs

m=(& ) erm),

On a
A, B,
¢ o0 )

ce qui montre que, comme M, la matrice LM n’a que des 0 sur sa diagonale principale. Ainsi,

tr{Jr M) =0 En posant N = QMP €GL,(K),ona M = Q-INP~1 et
0= tr(J, M) = tr ((PAQ)(Q-WP-I)) =t (P(AN)P“‘) = tr(AN) ¢

J,M:(

{deux matrices semblables ont méme trace), d’olt le résultat d’aprés (*).

Remarque. On peut prouver un résultat heauconp plus fort qui est le suivant.
La dimension marimele d’un sous espace de M,(K) ne confenant wucune
matrice inversible est n(n — 1). '
Le résultat de P’exercice en découle puisque Ja dimension d’un hyperplan de M, (K) est
a?=~1>n(n-1).

PROBLEME 8. Soit n € N* et une application p: M, (C) — RY vérifiant
(i) YAE M, {0), VA€, p(AA)< A[p(A).
(i)} YA, B e M,(C), p(A+ B} < p(4) + p(B).
(i) YA, B € M, (€), p(AB) < p{A)p(B).
Montrer que p = 0 ou que p est une norme sur M, ().

Solution. Commengons par rematguet que d’apres (i),
1 1
MEC YAEMAD,  204) S NpA) = Np (F04) <1 | ;’p(AA) = p00A),

ce qui entraine p(A4) = jA| (A) pour tout A € C.

Supposons p # 0. Pour montrer que p est nne norme, il nous reste & prouver que p(A) = 0
implique A = 0. Pour cela, raisonnons par I’alsurde en supposant p{A) = 0 et A £ 0. Sir =
rgA > 0, on sait A est équivalente & la matrice J, = (£ 7} de sorte qu’il existe P,Q € G£,(C)
telles que J, = PAQ. D’aprés la propriété (i), on a p(J,) = p(PAQ) < p(P)p(A)p(Q) = 0, done
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p(Jr) = 0. 8i pour tout i € {1,...,n} on désigne par D; la matrice dont tous Jes coefficients sont
nuls sanf celui d’indice (4, i) qui vaut 1, il n’est pas difficile de voir qu’il existe une matrice P; telk
que D; = FiJ. (on pent prendre pour F: la matrice dont tons les coefficients sont nuls sanf celui
d’indice (£, 1) qui vaut 1). Ainsi,

Vie{l,....n},  p(Di)=p(Pide) S p(P)p(J-) =0 donc p{Di)=0.
Maintenant, grice 4 Passertion (it), on a
) =p(Dr+ -+ D) <p(D1)+ -4+ p(Dn) = 0.

Donc pour toute matrice 4, p{4) = p(Al,) < p(A)p(In) = 0 done p(A) = 0. Ainsi p = 0, ce qui
est contraire aux hypothéses que nous avons faites. Finalement, on a montré que p = { ou quep
est une norme sur M, {C}.

PROBLEME 9 (MATRICES DE TRANSVECTION). On se fixe un entier naturel non nu) # e
on note Sl,(K} = {M € M,(K) | det M = 1}. Pour i,5 € {1,...,n}, on note E;; I
matrice de M,(K) dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d'indice (%, 5) qui vaut .
On appelle matrices de trunsvection les matrices de la forme I, + AE; ; avec { # j, matrices
de dilatation les matrices

1 6 - 0
Su(a) = o o € M. (K).
0+ 0 «

1/ a) 8i M = I, + AE;; est une matrice de transvection, montrer que M est inversible et
que M~1 = [, — AE; ; est aussi une mairice de transvection.
b) 5i A € G€,(K}, montrer qu’il existe des matrices de transvection By,..., B,, B, ... B,
telles que

A= By ---By - Sp(det A} - By ---B,.

2/ On appelle commutateur toute matrice pouvant se mettre sous la forme ABA-!B-!
avec A, B € S1,(K). Soit D le sous gronpe de G£,(K) engendré par les commutateurs.
a) Montrer que D = 81,(K) si n > 3.

b} Montrer que D = SI,(K) 5i » = 2 et Card(K) > 4.

3/ On suppose Card{K) > 4 et n > 2. Soit ¢ un morphisme de groupe de Gf,(X) dans un
groupe commutatif G.

a) Montrer qu’il existe un morphisme de groupes ¢ : K* — @ tel que ¢ = g o det.

b} Si G = K* et K est fini, montrer qu’il existe ¢ € N tel que pour tout A € G4, (K),
¢(A) = (det AY (on pourra utiliser le fait que (K*,-) est cyclique, voir la remarque de
Pexercice 9 de la partie 2,5 du chapitre I, page 26).

Sofstion. 1/ a) H suffit de remarquer que comme i # j, B, = 0 et done (In+ AE; ;)(Ia = AEi ;) =
In— MEf; =1,
b} Soit M € G, (K)}. Si i # j, on remarque qua

(i) (In 4 AE: ;)M s2 déduit de M en ajontant i la i-ieme ligne de M ) fois la j-iéme,

(ity M(I, 4 AE; ;) se déduit de M en ajontant a la j-idme colonne de M X fois la i-ieme.
Ceci étant, on va maintenant prouver le résultat par réourrence sur n € N*. Pour n = 1, clest
évident car A = (det A). Supposons le résultat vrai an rang n — 1 et montrons le an rang n. Soit
A € GEn(K). Comme A est inversible, la premiére colonne de A est non nulle. Il existe done une
matrice de transvection Tz = I, + AE3z; telle que le coefficient d’indice (2, 1) de T3 A soit non nul.
On voit alors qu'il existe g tel que si Ty = I, + puE12, alors TyT1 A ait. son coefficient d’indice
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(1,1) égal 3 1. D’aprés (i), on voit maintenant que i’on pent trouver des matrices de transvection
By,..., B, (de la forme I, 4+ AE; ;) telles que

(By-- B ThT2A) =

puis d’aprés (ii), on voit que I'on peut trouver des matrices de transvection By, ..., By (de la forme
In+ /\E]J) telles que

(B, ---B,TyT:A)(B, .--B)) =

Or det A = det B donc d’aprés Phypothése de récurrence, il existe des matrices de transvection

C,...,Coet O, ..., O de M, _1(K) telles que
B-_-Cl‘-‘C,‘S,,Al(det.A)‘C;-»-C;,

Les matrices

116 0
. 0
D1 = : C‘ el DJ = . C;
4 0
sont des matrices de transvection de M,(K), et on a
PO o
0 ;
= Dl D,- Dl - D;
P11
0 -+ 0 detA
et donc

A= TB; - B (D -+ Dy) - Sp(det A) (D) - DY(B)™ - (B) 7,

d'ol le résultat puisque 'on a vu plus haut gue Vinverse d'une matrice de transvection est une
matrice de transvection.

2/ a) Tout d’abord, tout commutateur ABA~! B~! est dans Sl,(K) puisque det{(ABA~'B~!) =
(det A}(det B)(det A~1)(det B~1) = 1. On en déduit donc D C Shi(K).

Montrons maintenant que S1,(K) C D. Soit M € Sl (K). D’aprés la question précédente, M
est le produit de matrices de transvection, et D étant un groupe, il suffit done de montrer que les
matrices de transvection sont des commutateurs pour montrer que M € D). Soit T'= I, 4+ AE;;
avec i # j une matrice de transvection. Comme n > 3, il existe & € {1,...,n} tel que £ & {i, j}.
On remarque alors gue

T=(In+ AEi 2 )(In + Ex ;)1 — AE (I — B j)
= (In + AEig)(To + Bu )T + ABig) " (In + Ex )7
done 7" est un commutatear, d'on le résultat.

b} Remarquons tont d’abord (ue si {a, B e K x K,

(GG DG T)-G) e

On choisit mainfenant 3 tel qne A2 -1 £ (et 8 #£ 0 (c’est possible car Card{[K*) > 3 et I’équation
polynomiale 32 — | = ¢ a au plus denx racines dans K). La relation (*) prouve alors que toute
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matrice du type ( (1} r1: ) est un commutatenr. De méme, on montrerait que toute matrice du

type ( ; {l) ) est. un commutateur. Autrement dit, toutes les matrices de transvection sont des

commniatenrs, et comme a la question précédente, ceci suffit pour conclure que D = Sl (K).
3/ a) Notons e ’élément neutre de G. Si M = ABA™1B~1 € G£,(K) est un commutateur, alors
P(M) = p(A)p(B)p(A™ Yp(B™)
et e groupe 7 étant commutatif,
(M) = p(A)p(A™ " Yp(B)p(B™') = p{AA™)p(BB™") = (p{in)) = e.
Comme D = S1,(K) est engendré par les commutateurs, on en déduit que tout élément M € Sl (K)
vérifie p(M) = e.

Ceci étant, soit A € G£,(K). Soit A’ € G£,(K) telle que A = A’ S, (det A). On a det A =
det A’ det(S, (det A}) donc det A’ = 1 car det{S,(det A)) = det A # 0. Autrement dit, A’ € Sl (K)
et donc @(A’) = ¢, d’oli on tire p(A) = P(A)p(Sa(det A)) = P(Sa(det A)). Sig: K* -G aw—
©[Sn{a)], g est un morphisme de groupe de K* dans &, et on vient donc de montrer que ¢ = godet,
d’out le résultat.

b) On recherche la forme de g. Le groupe K* est cyclique donc il existe & € K* tel que K* =< g >.
En particulier, il existe p € M tel gue g{a) = aP. Donc pour tout x €K*, s =a%, on a

9() = g(u¥) = g(a)? = (o) = (0’ = o*,
et donc pour tout A € G8,(K), p(A) = g(det A) = (det AP,

ProBLEME 10. a) Soient A et B € M,(R) deux matrices semblables sur C (i.¢. il existe
P ¢ ¢£,(0) telle que A = P~1BP). Montrer que A et B sont semblables sur R (i e. il
existe @ € G€,(R), A = Q-1 BQ).

b) Plus généralement, soit K un corps infini et L une extension de K. Soient A et B ¢
M,y{K) deux matrices semblables sur L. Montrer que A et B sont semblables sur K.

Selution. a) Soit P € G£,(T) telle que A = P~'BP, ou encore PA = BP, Ecrivons P = Py +iP;
avec P, P € Mu(R}). En égalant parties réelles et imaginaires, on a PjA = BPp et F3A =
BP;. (*) On définit le polynéme p(X) = det(Py + X P2) € R[X). Comme (i) = det P # 0, p
est non nul et donc n’a qu'un nombre fini de racines, de sorte qu'il existe z € R tel que () £ 0,
Sest-a-dire que Q = Py 42 P3 € M, (R) est inversible. De (*) on tire Q4 = BQ donc A = Q' BQ,
d’oi le résultat.

b) On procéde un peu comme précédemment. Soit, P € G, (L) tel que A = P~1BP, ou encore
PA = BP. On écrit P = (p; 3)1<ij<n- Le corps L est un K-e.v. Soit E = Vect{p; jhi<ijon, sV
de L de dimension finie sur K. Soit (e1,...,¢,) une base de E. Pour tout (,7) on peut écrire
Pij = Egzl pijeer avec les p;;x € K Pour tout k, on note Pr = (p;a)i<ijsn € Ma(K), de
sorte que P = Piey + --- + Fye,. Comme PA = BP, onapour tont k, 1 <k < p, LA =
BP. (s%). Posons F(Xy,..., X,;) = det{X1P1+ - 4+ X, X,) EK[X),...,X;]. Ona F # 0 car
Fler,....ep) = det(P) # 0. Or K est un cotps infini, donc F ne s’annule pas sur kP, et donc il
existe (zy1,...,%p) €K tel que Flry,..., 1) #0. 81 Q = 71 Pi + - - 7pPp € Mp(K}, on a donc
Q € Géu(K) et d’aprés (**), QA = BQ done A = Q~1BQ, d’oil le résultat.

Remarque. Le résultat reste vrai lorsque K est nn corps fini (voir 'annexe B, partie 3.2).



CHAPITRE 1V

Réductions d’endomorphismes

LALGE\,BRE linéaire au sens moderne se développe progressivement. a partir des années

1340. Vers 1880, la théorie des systémes d’équations linéaires généraux (sur R et
) est enfin achevée, zinsi que celle des valeurs propres des matrices carrées et de
la réduction de ces derniéres a une forme canonique.
La notion générale de valeur propre d’un endomorphisme apparait en fait au dix-
huitiéme siecle, non & propos des iransformations linéaires, mais dans la théorie
des systémes d’équations différentielles lindaires & coeflicients constants, étudiés
par Lagrange en 1762. Le théoréme de Cayley-Hamilton apparail quant a Iui dans
un mémoire de Cayley en 1858, démoniré uniquement dans lecasn =2 et n = 3.
Les travaux de Cayley paraissent étre pratiquement ignorés jusque vers 1880 et
c’est grice an développement de la théonie des formes bilinéaires notamment avec
Cauchy, Sylvester, Hermite et Welersirass, que I'étude des matrices est remise
an goit du jour. Weierstrass obtient d’zilleurs la réduction dite de Jordan. Clest
Frobenius qui, dans plusieurs mémoires publiés entre 1877 et 1880 tiendra le role de
législatenr dans ce domaine =n développant de manitre systématigue les résultats
obtenus, avant de parvenir a4 1'axiomatisation de ’algébre linéaire par Peano en
1888.

Dans tout le chapitre, K désigne un corps commutatif.

1. Diagonalisation, trigonalisation

1.1. Généralités en dimension quelconque
La lettre E désigne un K-e.v de dimension qnelconque, f un endomorphisme de E.

DEPINITIOR 1. Soit e« € K. Le scalaire o est dit

(i) Valeur régulidre de f si f — @ Idg est inversible.
(i} Valeur spectrale de f si f — a Idg est non inversible.
(iii} Valeur propre de f si f — a Idg est non injective, autrement dit s'il existe z # 0
tel que f(x) = ax, et on dit alors que « est vecteur propre de f attaché a la valeur
propre .

On appelle spectre de f ’ensemble de ses valeurs spectrales.

Remargue 1. ~ En dimension finie, (ii} et (iii} sont équivalents.
— 0 est valeur prapre de f si et seulement si Ker f # {0}.
- Pour une matrice A € M_(K}, on dit que « € K est valeur propre de A s'il existe
un vecteur X 3# 6 tel gue AX = aX. On dit alors que X est vecteur propre de
A attaché A la valeur propre «. 5i A est la matrice d’un endomorphisme f, o est
valeur propre de A si et seulement si o est valeur propre de f.
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DEFINITION 2. Soit A une valeur propre de f. L'ensemble E, = {z € E, f(z) = Az} =
Ker(f — Aldg) est un s.e.v de E stable par f, appelé sous espace propre de f associé a la
valeur propre A.

THEOREME 1. Soient A, ..., A, des valeurs propres distinctes deuz & deuz de f. Alors les
sous espaces propres E, ..., E,, soni en somme directe.

1.2. Etude en dimension finie

E désigne désormais un K-e.v de dimension finie n € N*.

Polynéme caractérisiique,

DEFINITION 3. Soit A € M,(K). On appelle polyndme caraetéristique de A le polyndme
de K[X] défini par Pa(X) = det[A - X 1,].

Remargque 2. — Pa(0) = det A.
— Une matrice a méme polynéme caractéristique que sa transposée.
— Deux matrices semblables ont méme polyndéme caractéristique.

DEFINITION 4. Soit f € L(E). Le polynéme caractéristique de la matrice de f dans une
base B de E ne dépend pas de la base B choisie. On Pappelle polynéme caractéristique
de f et on le note Py.

PROPOSITION 1. ) est valeur propre de f € L(E) si et seulement si P;(A) = 0.

Remarque 3. Bien siir, ce résultat reste vraj pour les matrices. En fait, en dimension finie,
tout ce qui est vrai pour les endomorphismes est vrai pour les matrices et réciproquement
(en effet, toute matrice A € M,,(K) peut s'associer & 'endomorphisme de K" : X — AX,
c’est-a-dire "endomorphisme de K dont A est la matrice dans la base canonigue de K*).

Remarque 4. — Si K est algébriquement clos {par exemple K = C), tout élément
f € L(E) a an moins une valeur propre A € K.
- Une remarque intéressante est la suivante : pour montrer que A est valeur propre
d’une matrice 4, on peut montrer que tg(A — Al,) < n (ce qui est parfois plus
simple que de montrer Py(A) = 0). Par exemple si n > 2 et

a 1 - 1
1.

A= € M.(R),
: T |
1 -+« 1 @a

on voit que rg(A ~ (a — 1)I;) = 1 < = donc @ — 1 est valeur propre de A et
dim Ea—l =n—1.

— Dans la pratique, pour déterminer E, lorsque A est valeur propre d’une matrice
A = (a;j)1<ijen € Ma(K), on 1ésout le systéme AX = AX qui s’écrit

(G11—A) =1 + i 2 2 + -+ €1n zn =10
) ty + (@32=-A) ¥ + -+ + Uan zn =0
=0

e 1 r + ity 2 T3 + - 4+ (8an—A) T

{voir 'exercice 1).



1. Diagonalisation, trigonalisation 161

Coefficients du polynéme caraciéristique d’une matrice. Soit A € M, (K). On
peut écrire

Py(X)= (~1)" [X* = BuX 7 4 B X 2 4+ (C1PTIX 4 (-1)78.]

oh B, = trA, 8, = det A, et pour tout &, §; est la somme des mineurs principaux de
A d’ordre k (rappelons qu'un mineur principal d’ordre k est un mineur obtenn comme
intersection de k lignes et de k colonnes de méme numéros). En particulier, si A désigne
Ia comatrice de A, F,., = tr A

PROPOSITION 2. Soit f € L{E), F un s.c.v strict de E (i.e. F # E et F # {0}) stable
par f. Soit ¢ = fip lo restriction de f d F. Alors g € L(F) et Py divise Py.

Démonstration. F° étant stable par f, ¢ = fiF est bien un endomorphisme de F. Ceci étant, soit

(e1,. .., ¢r) une base de £ complétée en une hase B = (ey, ... yen) de E. La matrice de f dans B
a la forme
AtC .
[fls = (T!?) ot A =[gler.....e)s
et donc
| A=X1 | C |

Py=dei([fls — X1,) = I i) | B—XIh_r |

= det(A — XI,) - det(B = XIn_,) = P, - det(B — X I,—,).

O

ProposITION 3. Soit f € L{E) un endomerphisme nilpotent. Alors Py = (=1)*X" (ou
n = dim E).

Démonsiration. Nous donnons deux méthodes de démonstration de ce résultat. Soit ¢ € N* tel que
Ji=l.

Premiére méthode. Soit A la matrice de f dans une hase de E, K’ le corps des racines de Pa(X).
Dans K, on peut éerire Py = (—1)" [1,(X —A;). On peut bien siir regarder A comme une matrice de
M, (K'). Pour tont £, A; est valeur propre de A, associé & un vectenr propre X # U. Un calcul rapide
donne ATX = A1 X, et comme A = 0, on en tire A; = 0. Donc P4 = (—1)" [L;{(X - A) = (-1)" X",
Seconde méthode. Nous allons montrer ce résultat sans faire appel an corps des racines de Fy, en
procédant par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang
1~ 1, montrons le au rang n. On a (det )7 = det(f7) = 0, donc det f = 0 et donc Ker f # {6}.
Sait e, € Ker f, &1 # 0, de sorte que f(e1) = 0. Complétons ¢) en une base B de E. Alors

U= (4}257) « 0=1o = ey = (F5)

donc M¥ = 0, et d’aprés 'hypothése de récurrence Py = (—1)"~' X", donc

x| xeex
O |M_XIn—1|_.

P00 - | (~X)Pay = (—1)" X"
O

Remargue 5. Un 1ésultat plus fort sera donné i la remarque 6 de la partie 2.3 (page 176).
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1.3. Endomorphismes diagonalisables

DEFINITION 5. Soit f € L(E). On dit que f est diagonalisable s'il existe une base de
vecteurs propres de f. On dit que 4 € M,(K) est diagonalisable si A est semblable & une
matrice diagonale.

Remargue 6. Un endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si sa matrice dans
une base quelconque de E est diagonalisable.

PROPOSITION 4. Soit f € L(E). §i P; est scindé sur K el a toutes ses racines simples,
alors [ est diagonalisable.

Démonstration. Ecrivons Py = {(—1)* [Ti, (X — ). Pour tout 4, A; est valeur propre de f donc il
existe z; un vecteur propre de f associé i la valeur propre A;. D’aprés le théoréme 1, les z; forment
une famille libre, & n éléments, et forment donc une base de E. O

PROPOSITION 5. Soit f € L(E), A € K une racine de P; d’ordre de multiplicité k. Alors
dim E), £ k.

Démonsiration. Le sous espace propre Ky est stable par f. Scit ¢ = fig, € L£(E)). D’aprés la
proposition 2, P, divise P;. Comme g = A Idg,, ona Py = (A~ X)4m Br donc dimEx <h. O

THEOREME 2. Soit f € L(E). Les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) f est disgonalisable.
(i) P, est scindé sur K et pour toute racine A; de Py d’ordre de multiplicité hi, hi =
dim E),.

(iti) Il existe des valeurs propres Ay,. .., A, de f vérifiant E = E\ & ---& E,,-
Démonstration. (1) == (ii). Soit B une base de vecteurs propres de f. La matrice M de fdans B
est diagonale, et si g, ... ,A, désignent les valeuts propres de f, la diagonale de M est constituée
des A;. Pour tout #, 1 € < p, notons k; le nombre de fois que A; apparait dans la diagonale de
M, de sorte que Py = Ppr = (1" TJ_, (X - X; ). Pour tout i, 1 < i < p, il existe h; vecteurs de
la base B vérifiant f{z) = Az, c’est-a-dire h; vecteurs linéairement indépendants dans E;, donc
dim E,, > h;. Donc dim E,, = h; d’aprés la proposition précédente.

(i) = (iii). Ecrivons Py = (-1)* [T}, (X - Ai)™, les X; étant distincts, Soit F = @f_, E),. On

i=1

adimF =37 dimE, =37 h=deg(F;)=n,donc F= E.

i=]l
(iii) = (i). Si pour tout i, B; désigne une base de Ej,, alors il est clair que B = BuUu---UB,
est une base de vecteurs propres de f. . a

PROPOSITION 6. Soit f € L(E) diagonalisable et F un s.c.v de E stable par f. Alors
fir € L(F) est diagonalisable.

A ce stade du cours, ce résultat est non trivial. 1l sera démontré dans la partie 2.1 du
présent chapitre (conséquence du théoréme 2, page 173).

1.4. Trigonalisation

DEFINITION 6. Un endomorphisme f € L(E) est dit trigonalisable s'il existe une base B
de E dans laquelle la matrice de f soit triangulaire supérieure. On dit alors que la base B

trigonalise f.
Une matrice A € M,(K) est dite trigonalisable si A est semblable & une matrice trian-

gulaire supérieure.
Remarque 7. Un endomorphisme f est trigonalisable si et seulement si sa matrice dans
une base quelconque de F est trigonalisable.

THEOREME 3. Soit f € L(E). f est trigonalisable si et seulement si son polyndéme carac-
téristique P; est scindé sur K.
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Démonsiralion. Avant d’entamer cette démonsiration, notons ¢u'il est éqnivalent de montrer ce
tésultat pour les matrices ou pour les endomorphismes (voir la remarque précédente).
Condition nécessaire. C'est le plus facile. En effet, si A est semblable &

A X - X
A
T= 0 Z € M.(K),
.
0 v 0 )‘n

alors Py = Pr = (—1)" [T (X — X;) est scindé sur K,

Condstion suffisante. Nous allons procéder par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c'est évident.
Supposons le résultat vrai au rang n — 1. Nous allons donner deux méthodes pour montrer le
résultat an rang n.

Premiére méthode. Soit f 'endomorphisme de K" dont A est la matrice dans la base canonique B
de K”. La matrice de ’application transposée *f dans la base duale de B est ‘4, donc Py = Py =
P4 = Py, donc est scindé sur K, donc d’aprés la proposition 1, ' f admet un vecteur propre =, donc
Kz st stable par *f. On en déduit que P'orthogonal H de Kx dans K™ est un hyperplan stabie
pat f (voir chapitre 11, partie 4.4 proposition 8, page 129). D’aprés la proposition 2, le polynéme
caractéristique de la restriction de f a H (fij est bien un endomorphisme puisque H est stable
par f) divise Py donc est. scindé aur [K, ce qui entraine d’aprés ’hypothése de récurrence Iexistence

d'une base By = (ey,...,€n—1) de H dans laquelle fig se trigonalise. On E:;)mp]éte maintenant
cette base de H en une base B’ = (e1,. .. ,¢,) de K*, €t on remarque que
x Y S
e = (fizrle, >< = (_]
0 - 0|« o 0 x

Cette derniére matrice étant semblable 34 A = [f] g, on en déduit le résultat,
Seconde méthode. D’aprés la proposition 2, il existe un vecteur propre ey de f. Complétons e; en
une base By = (e1,...,ex)de K*. On a

[+ 3 I SR »

0
(s, =] . ” avec M € Ma.1(K).

0

D'aprés hypothése de réeurrence, M est trigonalisable {car Py = (o — X) Py donc Py est aussi
scindé sut K). Soit P € Gf._1(K) telle que T = P~ M P soit triangulaire supérieure. On a

-1

et cette derniére matrice étant triangulaire supérienre et semblable & {f]p = A, on en déduit le
résultat. (]

Remarque 8. — 8i f € L(E) est trigonalisable et si F est un s.e.v de F stable par
F, alors 'endomorphisme fir est trigonalisable (en effet, Py, divise P; donc est
scindé sur K).

- Si K est algébriquement clog {par exemple K = C), tout endomorphisme est trigo-
nalisable.
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— La trigonalisation d’une matzice est parfois un passage commode pour montrer un
résultat. Notons la relation suivante entre le produit de deux matrices triangulaires

supérieures :
oy X e X h o x - X ey, x - X
0 o - 0 B8 i) 0 af
I DT T X : T X
0 --- 0 Ls # 0o --- 0 ﬁn 0 P 0 anﬁn

— On verra dans la section 4.4 des réductions plus poussées.

1.5. Réductions simultanées

PROPOSITION 7. Soient f,g € L(E) tels que fog=go f. Alors
(i) Tout sous espace propre de [ est stable par g (en particulier Ker f).
(ii) Im f est stable par g.

Démonstration. (i) Soit E) un sous espace propre de f. Pour tout = € E,, Fla(=)] = olf(=)] =
g(Ax) = Ag(z) donc g(z) € Ex.

(i} Soit ¥ € Im f. Il existe = € £ tel que y = f(2). On a alors g(y) = g[f(=)) = flo(=)] € Im f.
a

THEOREME 4 (DIAGONALISATION SIMULTANEE). Si f et y € L{E) sont diagonalisables et
commutent, il existe une base commune de diagonalisation de f et g (on dit alors que S
et g sont codiagonalisables ).

Démonstration. Soient Ay....,Ar les valeurs propres de f, Ex,,..., Ex, les sous espaces propres
cortespondants. Pour tout i, E), est stable par ¢. La restriction de g a Ex;, gg,,, induit un
endomorphisme de £y, diagonalisable d’aprés la proposition 6. I} existe donc une base B; de E,,
de vecteurs propres de ¢ (et bien sir de f car fig,, = Xildg, ). Or E = @], £, donc B = Ui, B;
est une base de diagonalisation commmme de f et g. a

Remargue 9. La réciproque est vraie : si f et g se diagonalisent dans une méme base, alors
f et g commutent (c’est facile, il suffit de montrer que f et g commutent sur cette base).

THEOREME 5 (TRIGONALISATION SIMULTANEE). 8% f et g € L(E) sont trigonalisables et
commutent, alors il existe une base de trigonalisation commune de f et ¢ {on dit alors que
f et g sont cotrigonalisables ),
Démonstration. Prélimingire. Remarquons déja que f et ¢ ont un vecteur propre commun. En
effet, f admet une valeur propre A € K (puisque f est trigonalisable). Le sous espace propre E) est
stable par g, et /g, est trigonalisable (voir la remarque 8), donc admet un vecteur propre z € Ej.
Finalement, z est un vecteur propre commun a f et g.

On ptocéde maintenant par récurrence sur #. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat
vrai an rang n — 1. Pour le montrer au rang », nous donnons denx méthodes.
Premiére méthode. Comme fog =gof, ona’go'f = *fo'g, donc d’aprés le préliminaire appliqué
4'F et 'g, il existe un vecteur propre & € E* commun 4.’ f et 4 ’g. K» est donc stable par tfet'y,
donc A, l'orthogonal de Kr dans E, est un hyperplan de E stable par f et g. D’aprés Phypothése
de récurrence, fiy et g sont trigonalisables dans une méme base B’ de H. Soit ¢ € E tel que
B = B'U {e} forme une base de E. Alors

(fla = [fix]a

x

et comme la matrice de fjz dans B' est triangulaire supérieure, on en déduit que {f]g est triangn-
laire supérieure. De méme, [g]p est trigonale supérieute, d’oll le résnltat an rang n.
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Seconde méthode. Le préliminaire assure 'existence d'un vecteur propre commun r 3 f et a g.
Complétons z en une base B = (¥, ¢z,.-. ,en) de £. On a

Comme Py = (& — X)}Pas, Pas est comme Py scindé sur K, donc M est trigonalisable. De méme,
N est trigonalisable. Or fg = gf, donc [f]s{o]a = [gle[f]lB, ce qui s’écrit

X|%x - x x| x o x
0 0

: MN I NM

0 0

et donc MN = NM, Soit By = {e3,...,e,) et H = Vect By, hyperplan de F. On note p la
projection sur A parallélement 3 Kz. Soit fi = po fiy et g1 = po gy € L(H). Comme [fi]p, = M
et (), = N, fi et g1 commutent donc d’aprés Phypothése de récurrence, il existe une base B,
de H qui trigonalise 4 la fois f, et g,. Si B = {#} U By, B’ est une base de ¥ et

x|x .0 x
o=
Bl’ —

- [f l]Bn

0
ce qui montre que {f]g: est triangulaire supérieure. De méme [g]p: est triangulaire supérieure, d’oi
le résultat. Q
Remarque 10. — En termes de matrices, ces deux théorémes s’interprétent comme

suit. Soient A, B € M,{K) diagonalisables (resp. trigonalisables) telles que AB =
BA. Alors il existe P € G£,(K) telle que P~1AP et P~! BP soient diagonales (resp.
triangulaires supérienres).

— La premi¢re méthode des démonstrations des théorémes 3 et 5 montrent I'intérét
de l'utilisation des applications transposées ! f € L{ E*) dans les raisonnements par
récurrence (voir la partie 4.4 du chapitre III) ... i retenir!

1.6. Exercices

Exercick 1. Diagonaliser ou trigonaliser dans M,,(C}, en donnant la matrice de passage,
les matrices suivantes.

0 2 - 00 1 o
a) M= 3 -2 0 ). b) M=
-2 2 1 01 00
-10 00
1 4 -2 2 2 -3
c) M= 06 -3 1. dy M= 51 -5 1.
-1 4 0 -3 4 0
Solution. a) On calcule le polyndme caractéristique de M :
-X 2 -1 1-X 2 -1 1 2 -1
Py=| 3 -2-X 0 =(1-X -2-X 0 =(1-X)j1 -2-X 0

-2 2 1-X 1-X 2 1-X
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i 0 0

1 -4-X 1

1 0 2-X
D’apres la proposition 1, M a donc trois valeurs propres qui sont 1, 2 et —4. Ces valeurs propres
étant distinctes, M est donc diagonalisable d’aprés la proposition 4. Recherchons

=(1_x)|”4{‘)"x 1 |=-(x—1)(x-2)(x+4).

=(1-X) 9I_ X

- Un vecteur propre X; = ( ;) associé 3 la valeur propre 1 :

-r + 2y — z =0 =
MX;=X < { 3 - 3y =0 :r{z:f.
-2z + 2y =0 .

Donc X; = (i) convient.

— Un vecteur propre X3 = (;) associé 4 la valeur propre 2 :

=2z + 2y — 2z =0 3r = 4
MXo=2X, = Ir - 4 =0 = , _ % 33)
-2z + 2y - z =0 = QA
Done X; = (_32) convient.
~ Un vecteur propre Xz = (;) asgocié & la valeur propre —4 :
4 + 2y — z =0 _
MX;=—d4X; = ¢ 3z + 2% =0 4=.-{3”':23 = f
—2r + 2y + Bz =0 -

2 .
Donc X3 = (-—23) convient.

~ L’endomorphisme f € £(C®) ayant M pour matrice dans la base canonique de €® est done
diagonalisable, et B = (X1, X2, X3) est une base de diagonalisation de f. On a

10 0 1 4 2
[Ale=D=0 2 0 donc P-MP=D avece P=| 1 3 -3 |.
00 -4 1 -2 2
(P est la matrice de passage de la base canonique de C° i 1a base B).
b) Un calcul donne Py = (X2 4 1)? = (X + §)2(X — )2,

~ On recherche Ej;, le sous espace propre associé & la valeur propre . On a

- 0 0 1

: ~ -1 0
M—ily = g ; - 0
-1 0 0 —-i

On remarque que dans cette derniére matrice, la derniére colonne vant. { fois fa premiére, ¢’est--
dire qu’en sommant la premiére colonne &  fois la derniére, on tombe sur le vecteur nnl.

1 i
Autrement dit, (M ~ :1,) (:}) = 0. De méme, on trouve (M — ily) (_1,) =0. On a donc
' f

weva(f) (1)

(ces deux vecteurs forment une famille libre de E;, donc nne base de E; car d’aprés la proposition 5,
on a dim £; € 2). On en dédunit en particnlier qne dim E; = 2.
En procédant de la méme maniére, on trouve que dim £_; = 2 et que

Eoi= Vect{(_fll,-) ’ (3)}
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D'aprés le théoréme 2, M est done diagonalisable et on a

: 0 0 O 1 0 0 1
0 i 0 0O 0 1 1 0
-1 - - -
PIMP=D avec D= 00 —i 0 et P= 0 —i i 0
00 0 =i i 0 0 -
¢) Iei Pyy = —(X — 3)(X — 2)%. Py ayant une racine double, on ne sait pas encore si M est

diagonalisable.

- Recherchons Eg, le sous espace prapre associé i la valeur propre 3. La résolution du systéme
MX = 31X montre que E3 = Vect{(i)}.

- Recherchons FEj, le sous espace propre associé a la valeur propre 2. La résolution du systéme
MX = 2X montre 4ue £z = Vect{(%) }. Donc dim E3 = 1 < 2, et done M n’est pas diagonalisable.

On va donc trigonaliser M. B désignant la base canonigque de €2, soit f € L£{C®) telle que

Ifig = M. Scit
ws() w= (@), =)

B = (), €3, €3) est une base, et on a E3 = Vecte) et E; = Vech e;. On calcule les valeurs de f sur
cette nouvelle base :

fle) =31, flea) =2z, fles)= (33) = e2—6er+ 23,

B

donc si P est la matrice de passage de la base B & Ia base B/,

done la matrice de f dans la base B’ est,

=R =y "L}
(= X -]
—

(flg:=T= (

1 40
P=4q41 3 01,
1 41

ona P-i[flaP = [fle’, on encore P~IMP = T, An passage, on remarque que les termes de la
diagonale principale de la matrice triangulaire T" sont, les racines du polynéme caractéristique de
M, répétés avee la méme multiplicité. Ceci est rassurant car T et M étant semblables, elles ont
méme polynéme caractéristique.

d) ki, Py = (1 — X)2. Un calcul donne 1g(M ~ I3) = 2, donc dim £ = dim{Ker(M — ;)] =3 —
1g{M —I3) = 1. M n’est donc pas diagonalisable d’aprés le théoréme 2. Nous allons la trigonaliser.
{Iei, ¢’est plus complexe qu’s la question précédente. Au c), on avait trouvé deux vecteurs propres
indépendants. Il ne restait plus qu’s en trouver un troisiéme, formant une base avec les deux autres,
puis & en exprimer Pimage par M pour trigonaliser M. Ici, comme il n'y a qu'un seul vecteur
propre, cette méthode ne va pas fonctionner, Nous allons procéder comme dans la démonstration
du théoréme 3 de trigonalisation. Il y avait deux démonsirations différentes, nous allons donner
deux méthodes.)

- Premiére méthode. On note B la base canonique de C*. Soit f € £(C?) telle que [fla = M.

On cherche un hyperplan stable par f. Soit B* la base duale de B, de sorte que [*f]la+ = ‘M.
Ona Py = Py = Py = (1= X)3, 1 est donc valeur propre de *f. Recherchons en un vecteur
propre u. Si I/ désigne la matrice colonne de 1 dont les éléments sont les coordonnées de u dans
labase B*, on a *f(u) = v <= ‘MU = U. En résolvant le sysitme MU = U, on trouve

que [/ = ( }2) convient. L’orthogonal H de Cn dans C® est stable par f. H n’est autre que
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Keru = {(;) , =2z +y+ 2z =0}, dont By = (¢1,€2) = ((lll) , (—?1)) forme une base. On trouve

fler) = —4ey — Sep et J(ez) = Bey + Bea, done :
(fiuls, =( :; g):m

Au passage, on remarque que Py = (X — 1)’ = Py, divise Py, ce qui est rassurant d'aprés la
proposition 2.
Nous alions maintenant trigonaliser N. On recherche d'abord un vecteur propre de N (qui est

associé a la seule valenr propre 1). En résolvant NY = Y, on trouve que ¥ = i convient,
donc que fe; +€2) = ey + 2. On pose
1 . 0
€y =€+ = (%) et e, =e2= (_11),
de sorte que (e}, ¢}) est une autre base de H. Un petit calcul donne fe1) = et f(e3) = bel +ef.
Si maintenant on pose e3 = (:1:)’ B = (&}, e}, €4) forme une base de 2 et f(ef) = —3e] —2ey+¢5,

done
1 5 -3 1 0 0
[flm=] 01 -2 | =T=Pf]pP avec P=|1 1 0|,
0 0 1 1 =11

et done T = P-IMP.

— Seconde méthode. Commengons par rechercher un vecteur propre u; pour f associé i la valeur
. . . 1 .
propre 1. Un petit calcul devenu maintenant routinier montre ¢ue #; = %) convient. On pose

maintenant u; = (E) et usg = (:1:), de sorte que By = (u1, u3, ug) forme une base de C* En
exprimant les valeurs prises par f sur les vecteurs de By dans la base By, on trouve

il 2 =3
[Als, = ( 0 ) }

Soit F = Vect(uz, us) et soil. p la projection sur F parallélement a Cu). Soit g = po fir € L(F).

Ona | .
A= 19](!!:.'13) = ( 2 3 ) .

On a P, = P, = (X — 1)%. Recherchons un vecteur propte de g associé a la valeur propre 1. On
remarque qie ©, = up — z convient. On pose alors w3 = g, de sorte que (u,ug) forme une
nouvelle base de F. Soit B}, = {t1, 45, 3) une nouvelle base de C*. On trouve

15 2 1 0 0
Ala,={ 0 1 -2 | =T =P ' [f]gP' avee P=|1 1 1
0 1 1 -1 0

Donc T = P"'M P : on a trigonalisé M.

Remarque. Pour suivre correctement les denx méthodes exposées au d), il est bon de
relire les démonstrations du théoréme 3, Bien siir, on ne retronve pas les mémes matrices
triangulaires et de passage & l'arrivée selon la méthode utilisée (il n’y a pas unicité).

~ Au d), on peut vérifier que les termes de la diagonale principale de la matrice triangulaire
trouvée correspondent aux racines du polyndme caractéristique de la matrice M de départ.

EXERCICE 2. Soit E un K-e.v de dimension finie et f € L(E) un endomorphisme de rang
1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que f soit diagonalisable. Que
peut-on dire lorsque f n’est pas diagonalisable?
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Solution. On note n = dim F. Par hypothése, dimKer f = n —rg f = n « 1, autrement dit 0 est
une valenr propre de f d’ordre n = 1, donc racine du polyndme caractéristique P; de f d’ordre
au moins n — 1. Par conséquent, il existe a € K tel que Py = (—1)" X"~ '(X — «). La somme des
valeurs propres de f étant égale & la trace de f,ona o = tx f.

Ainsi, si tr f # 0, f admet une valeur propre o # 0. Les sous espaces propres Ly et Ey de f
vérifient. alors dim Eg + dim Fy = n done f est diagonalisable.

Lorsque tr f = (0, 0 est la seule valeur propre de f. 5i f était diagonalisable, f serait nulle, ce
qui est absurde. Finalement, f est diagonalisable si et seulement si tv f # 0.

Lorsque f n'est pas diagonalisable, c’est-a-dire lorsque tr f = 0, on a f2> = 0. En effet. Soit
¢y € F tel que Im f = Vect ¢y. Complétons ¢ en une base B = (ey, ... ,e,) de E. Dans ceite base,
la mattice de f a la forme

& &y - g
o o --- 0
ifls = :
o 0 --- 0

Comme tr f = ay = 0, on a [f] = 0, c'est-3-dire f2 = 0.

EXERCICE 3. Sojent ,,...,8,., et by,...,b,_, des nombres réels. Donner une condition
nécessaire et suffisante pour gue la matrice

o -.- 0 b

A= ¢ P e Mu(R)
0 0 b,y
a, - ttg_y O

soit diagonalisable dans M, (R).

Solution. Si tous les a; sont nuls, A est une matrice triangnlaire dont les valeurs propres sont
données par ses éléments diagonaux, monfrant ainsi que toutes les valeurs propres de A sont
nulles. Si A est diagonalisable, A est donc nulle et tous les §; sont nuls. De méme, si tous les b;
sont nuls et s1 A est diagonalisable, alors tous les o; sont nuls.

Supposons maintenant les ¢; non tous nuls et les §; non tous nuls. Alors le rang de A est 2, ce
qui montre que 0 est valeur propre de A et que le sous espace propre E associé est de dimension
n-2. Notons X, Az € C les denx antres valeurs propres de A. La somme des valeurs propres de
A est sa trace done Ay 4+ Az = G. Il nous faut un autre renseignement. pour pouvoir évaluer Ay et
Jp. Pour cela, on remarque que les valeurs propres de A? sont les carrés des valeurs propres de A
{pour s’en persuader, trigonaliser A4 dans M, (C)), donc A? + A2 = ir(A42%). Un petit calcul donne
(A% = 2(30, 11 a; &;). Finalement on a montré

n
AMFtAr=0 et A¥+A§=2(zﬂibi)- (*)

i=1

SiA= ':f a; b; < 0, (*) montre yue A; et A, ne peuvent pas étre des nombres réels (et donc A
n'est pas diagonalisable dans M, (R)). $i maintenant A > 0, (*) montre que Ay = —A; = VA, Si
A =10, = Az = 0 et A n’est pas diagonalisable sinon A serait nulle (sa seule valeur propre est 0).
SiA > 0, A; et Ay sont réelles, distinctes et non nnlles, et les sous espaces propres £}, B, associés
sont de dimension 1. Dans ce cas, dim £4 + dim E,, + dim E,, = n, donc 4 est diagonalisable dans
Ma(R).

De tout ceci, le lecteur conclura facilement que 4 est diagonalisable dans M, (IR) si et seulement
sA=0ouA =307 ab >0
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EXERCICE 4. Soit E un K-e.v de dimension finie n € N*. On considare une famille (f;)ier
d’endomorphismes de E commutant deux a deux.

a) Si les f; sont diagonalisables, montrer que l'on peut les diagonaliser tous dans une
méme base.

b) Si les f; sont trigonalisables, montrer que I'on peut les trigonaliser tous dans une méme

base.

Solution. a) Procédons par técurrence sur n. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai
jusqu’au rang n—1 et montrons le au rang n. Si tous les Jj sont des homothéties, c’est terminé. Sinon
il existe #g tel que f;, n’est pas une homothétie. Si on note Ej,, ..., Ex, ses sous espaces propres,
on adonc r 2 2, et pour tout j, dim £»; < n. Par ailleurs, d’aprés la proposilion 7, pour tout I
£, est stable par tous les fi, et chaque fiiB,, est diagonalisable d’aprés la proposition 6. Donc
d’aprés I’hypothése de récurrence il existe une base B; de E); qui soit une base de diagonalisation
de tous les filE;,-- Donc B = B, U --U B, est une base de diagonalisation de tous les (f)ier.

b) Commengons par montrer par récurrence sut 1 (u'il existe un vecteur propre commun & tous les
(fiYic1- Pour n = 1, ¢’est évident. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au
rang n. Si tous les f; sont. des homothéties, c’est. terminé. Sinon, il existe un endomorphisme f de
la famille qui n’est pas une homothétie. Comme f est. trigonalisable, f admet une valeur propre A,
donc un sous espace propre correspondant Ey. On a dim Ej < n {car f n’est pas une homothétie)
et E, est stable par tous les f;. D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe donc un vecteur propre
commun & tous les f|g, , qui est bien siir un vecteur propre commun a tous les f;.

Achevons la démonstration par récutrence sur n. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat
vrai au rang n — 1 et montrons le an rang n. En appliquant le résultat précédent aux applications
transposées ' f; (elles commutent également et sont également trigonalisables puisque Pry, = Py},
on voil, qu’il existe £ € E* un vecteur propre commmn & tous les tf;. L'orthogonal H de K» dans
E est donc un hyperplan de E stable par tous les f;. D’aprés 'hypothése de récurrence, il existe
une hase B de H trigonalisant tous les fyz. Soit ¢ € F tel que B’ = BU {e} forme une base de
E.On apourtout it €1

WMo e XX
0 x X | x
] 0 x|=x
0 0 - 0x

donc la base B’ trigonalise tous les f;,

Remargue. Dans cette derniére partie de b), nous avons utilisé ane technique analogue &
celle de la premisre démonstration du théoréme 5. On pourrait également procéder comme
dans la seconde démonstration de ce théoréme.

EXERCICE 5 {LEMME DE SCHUR). a) Soit E un Ge.v de dimension finie. Soit @ C L(E)
irréductible, c’est-a-dire que les seuls sous espaces de E stables par tous les éléments de
Q sont {0} et E. Montrer que les seuls éléments commutant avec tous les éléments de Q
sont les homothéties.

b) Si E est un R-e.v de dimension finie, montrer que le résultat est faux dans le cas général,
Quand peut-on dire qu'il est vrai?

Solution. a) Soit f € L(E) commutant avec tous les éléments de Q. Le corps C étant algébrique-
ment clos, f admet an moins une valeur propre A. Scit E le sous espace propre correspondant.
On a E) # {0}. Par hypothése sur f, pour tout g € @, ona fog = go f. D'aprés la proposition 7,
E, est stable par tous les éléments de . Comme £ # {0} et que @ est irréductible, cecl entraine
Es = E. Donc f = X Idg est une homothétie.
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b) Sur un R-e.v, le résultat est faux dans le cas général. Par exemple, en dimension 2, ’ensemble (}
des rotations (voir la remarque 1 de 1a partie 3.1 du chapitre V) est irréductible car aucune droite
n’est stable par toutes les rotations. Or tous les éléments de @ commautent avec tous les éléments
de . 11 existe done des éléments de £(E) qui ne sont pas des homothéties qui commutent avec
tous les éléments de Q.

Cependant, si n = dim E est impair, le résultat reste vrai. En effet, soit f € £(E) commutant
avec tous les dléments de Q. Le polynéme caractéristique Py de f est un polyndme réel de degré
impair, done P; admel au moins une racine réelle A, donc f admet une valeur propre A. En
procédanl comme au a), on en déduit que f est une homothétie.

Remarque. On en déduit que sur un C-espace vectoriel de dimension finie, les éléments
commutant avec tout ceux de L£(F) sont les homothéties.

EXERCICE 6. Soit K un corps commutatif et 4, B, C, D € M,(K) telles que DC = CD.
Montrer que

A B
det( C D ) = det(AD - BC),

a) si D est inversible,
b) si K est de cardinal infini,

Solution. a) On part de la relation

A B D 0 \_{AD-BC BD'\_( AD-BC BD™!
¢ b -¢ pt' ) \¢p-pC I, ] 0 L}

d’olt Pégalité voulne en passant aux déterminants.

b) Cette fois, D n’est pas supposée inversible. La matrice 7 n’ayant qu un nombre fini de valeurs
propres et K étant infini, il existe une partic infinie I' de K telle que pour tout A eTl, D-Al, soit
inversible. D’aprés a), le polynome P € K[X] défini par

A B

¢ D-XI.

g'annule sur tout A € I'. Comme I est infini, P est nul et donc P(0) = 0, d’oit le résultat.

P(X) = det ( ) — det[A(D — XI,) = BC)

Remarque. En fait, si K est fini, le résultat reste vrai. En effet, K se plonge dans un
corps infini L (prendre par exemple pour L le corps des fractions de K} et il suffit alors
d'appliquer b) en remplacant K par L.

EXERCICE 7. Soit E un C-e.v de dimension finie n € N*. Si u,» € £(E), on pose [u,v] =
uv — vu (crochet de Lie de u et v). Soient f et g € L(E).

1/ On suppose qu’il existe a € C* tel que [f,g] = af.
a) Montrer que f est nilpotente. (Indication. On pourra calculer [f?, g] pour tout p € N*.)
b) Montrer que f et g sont trigonalisables dans une méme base.

2/ On suppose maintenant qu'il existe a,J € C tels que [f,g] = af + B¢. Montrer
qu'également, f et g sont trigonalisables dans une méme base.

Solution. 1/ a) Par récurrence sur p € N*, on obtiest facilement [#7.9] = apf?. Comme
l'endomorphisme de L[L(E)) défini par L, : & — [, g] n'a qu'un nombre fini de valeurs pro-
pres (on est en dimension finie) et que pour tout p € N*, Lg(f?) = apf?, on en déduit qu’il existe
p€ N tel que f7 =0,
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b) Commenc¢ons par montrer que f et g ont un vecteur propre en commun. Le s.e.v Ker f est
stable par g car

vreKer f, flo(2)) = glf(2)) 4 ef(z) =0

Or f étant nilpotente, on a Ker f # {0}. Le corps C étant algébriquement clos, on en déduit
que giKery admet au moins un vecteur propre z. Le vecteur z est également propre pour f car
zeKerf.

Ceci étant, montrons par récurrence sur n € N* que f et g sont trigonalisables dans une méme
base. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang n — 1 et montrons le au rang n.
Comme fg —~ gf = af, les applications transposées vérifient *f'9—'¢*f = (—«)*f. En appliquant
le résultat précédent & ¥ f et *g, on voit donc qu'il existe un vecteur propre ¢ € E* commun & *f et
*g. L’orthogonal H de Cr dans E est donc un hyperplan stable par f et g. Or [fiw, 98] = ofix.
donc d’aprés 'hypothése de récurrence il existe une base B de H dans laquelle Jig et gy e
trigonalisent. Soit ¢ € F tel que B' = B U {e} s0it une base de E. Alors

x

(Als = lix)s 2,

x
0T 0 x

donc la base B trigonalise f. On montrerait de méme que la base B trigonalise g.

2/ On pose f' = f 4 (8/ca)g et on remarqune que [f,g] = of’. D’aprés 1/ b), f' et g sont donc
trigonalisables dans une méme base. Il er est done de méme pour f' = (8/a)g = f et g.

2. Polynémes d’endomorphismes

Cette partie pourrait se résumer en trois mots : “le polynéme minimal®. Bien que
le polynéme minimal ne figure pas an programme des classes préparatoires, c’est Poutil
central des polynémes d’endomorphismes et dans beaucoup de problémes et d’exercices,
on 'utilise souvent sans en parler.

Dans toute cette partie, » est un entier naturel ron nul et E désigne un K-espace
vectoriel de dimension n.

2.1. Généralités

Notation. Soit P=ay+ e X +---+ a, X* € K[X].
- Pour tout f € £(E), on note P(f} = asldp 46, + -+ a,f7 € L(E).
- Pour tout A € M,(K), on note P(A)} = apln + a1 A + - + 2, A € M. (K).

Remarque 1. Si f € L{E), pour tous P,Q € K[X] on a P(f)oQ(f) = (PQ)(f). L'ensemble
{P(F)| P €KX]} est une sous algébre commutative de £(E).

0y X LR x
—siM=| 0 ™ ],
M ., . x
0 0 a,
P(O'.]) X x

alors VP € K[X], P(M) = (.} PFaz) X
: ’ i x

0 0 Pla,)
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En d’autres termes, si M est trigonalisable, les valeurs propres de P(M) sont les valeurs
prises par le polyndme P sur les valeurs propres de M.

PROPOSITION 1. Soit f € L(E) et P € K[ X] tel que P(f) = 0. 5i A est valeur propre de
f, alors P(A)=0.

Démuonstration. Soit x # (0 un vecteur propre de f associé & la valeur propre A. On a Ji(z) = Az,
donc 0 = P(f){(z} = P(A)=, d’olr le résultat. O

Remargue 2. Attention, la réciproque est fausse. Par exemple, P = X(X ~ 1} annule Id g,
et pourtant 0 qui est racine de P n’est pas valeur propre de ldg.

TuorEME 1 (DECOMPOSITION DES NOYAUX). Soit f € L(E) et P = P,--- P € K[ X],
les polynémes P, étant premiers entre cur dens & deuz. Alors

Ker P(f) = Ker Bi(f} & - -+ &b Ker Pu(f).

Démonstration. On procéde par récnrrence sur k 2> 2.

-Pour £ =2 : P, et Py étant premiers entre eux, il existe (théoréme de Bezout) U et V € K{X]
teisque VA + VP =1,

Soit # € Ker Pi(f) N Ker Po(f). On a (VP + VP){f)(z) = =, autrement dit z = Uif) o
Pi{f)) + V(f) o Po(f)(=} = 0. Donc Ker Py(f) nKer Py(f} = {0} (+)-

Soit « € Ket P(f). On a z = UP(f}(x) + VP,{(f){z) (*+). Or

PP P{)(2)} = UPLP(f)) = U(f) o P()(z) = 0,

donc UP()(%) € Ker Pyo(f). De méme, VP (f} =)} € Ker Pi(f). De (**), on tire Ker P(f) =
Ker P(f) + Ker Py(f), d’oii le résultat pour k = 2 avee (*).

- Supposons le résultat vrai an rang & et montrons le au rang £+ 1. On a P = Q19 avec
Qy= Py Pr et @2 = Piyi. Les polyndmes @ et Qu sont premiers entre eux donc d’aprés le
cas k = 2, Ker P(f) = Ker Q1(f) ® Ker Q2(f), ¢t d’aprés U'hypothése de récurrence, Ker olf) =
®t.; Ker Pi(f). Finalement,

Ker P(f) = [Ker Pi(f) @ - - & Ker Pe(f)] & Ker Pugi{f) = Kex Pi(f) & - - & Ker Paya ().
O

Remarque 3. — Ce théoréme est important. Il reste vrai en dimension infinie.
— 1l existe beaucoup d’autres résultats du méme type. Par exemple, soit f € L(F).
Pour tout ¢ € K[X}, on note I, = Im ¢(f) et N, = Ker ¢(f). Soient P,Q € K[ X].
Alors si D =pged(P, Q) et M =ppem({P,Q), on a

Npn Ng = Np, Np+ Ng=Num, Ip +IQ = Ip, Ipﬂfq = Iy
Ces résultats se généralisent par récurrence & & polynémes (montrez les!).

TREOREME 2. Soit f € L(E). L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s'il
eziste P € K[X) scindé sur K ayant toules scs racines simples tel que P( fi=0.
Démonstration. Condition nécessaire. Notons Ay, ..., A, les valeurs propres (distinctes) de f et
Es,, ..., Ex, les sous espaces propres correspondants. Soit P = (X ~ A1) (X — A) € K[X].
Le polynéme P est scindé dans K{X] et a toute ses racines simples. Par ailleurs, les polynémes
(X = X;) sont premiers entre enx deux d deux, donc ’aprés le théoréme de décomposition des
HOYaux,

r r

Ker P(f) = @ Ker(/ ~ X 1dg) = €D B,
i=1 i=1

done Ker P(f) = E car f est diagonalisable, c’est-a-dire PH=0

Condition suffisante. Berivons P = afX = A1) - (X — A, ) avec les A; € KK distincls et o # 0. Les
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X; étant distincts, les polynomes (X — A;) sont premiers entre eux deux & deux, donc d'aprés le
théoreme de décomposition des noyaux,

E = Ker P(f) = Ker(f — Ay ldg) ® - - - @ Ker(f — A, Idg). (*)

Soit 7 = {i | Ker(f — X Idg) # {0} }. Pour tout i € I, A est valeur propre de f et E), =
Ker(f — i Idg) n’est autre que le sous espace propre correspondant. (*) s’écrit E = @yer £, done
f est diagonalisable d’aprés 1.3 théoreme 2. O

Conséquence. 11 découle de ce dernier théordmela proposition 6 de la partie 1.3 (page 162).
En effet, soit f € £(E) diagonalisable et F un s.e.v de E stable par f. Il existe P € K[X]
scindé sur K, & racines toutes simples, tel que P(f) = 0. Alors P(fir} = 0, donc fip est
diagonalisable d’aprés le théoréme 2.

2.2. Polynéme minimal

Soit f € £L(E), et soit I = {P € K[X] | P(f} = 0}. Le K-e.v L{E) est de dimension n?,
la famille Idg, f,..., f* est donc liée. Autrement dit, il existe (¢o,...,@7) # (0,...,0)
tel que agldg +a,f + -+ + G f* =0.Doncsi P= Z;‘;, a;X*, P(f) = 0. Donc I # {0}.

On voit que I est un idéal de K[X). L’anneau K[X] étant principal, il existe un unique
P € K[X], P unitaire, tel que I = (P) = P-K[X]. Le polynéme P s’appelle le polynéme
minimal de f. On le note II,. C’est le polynéme unitaire de plus bas degré annulant f, et
si Q(f) = 0,alors I, | Q (car Q € I = (II;}).

Remarque 4. — En dimension infinie, cette définition reste valable A condition qu’il
existe un polynéme non nul P tel gue P(f} = O et P # 0. On dit alors que f admet
un polyndéme minimal,

- En terme de polynéme minimal, le théordme 2 s'interprdte comme suit @ f est
diagonalisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé et a toutes ses

racines simples.
— 8i F est un s.e.v stable par f, alors g = fip vérifie : I, divise I, (en effet,

;(g) = 0).

PROPOSITION 2. Soit f € L{E). Un scaluire X est valeur propre de f si et seulement si A
est racine de son polynome minimal I1;,

Démeonstration. Condition nécessaire. Cela résulte de la proposition 1.

Condition suffisante. Soit A une racine de ;. Soit P € K[X] tel que Il; = {(X—-A)P.Ona P(f) # 0
car II; est le polynome minimal de f et deg P < degIl;. Or Hy(f) = 0= (f — Aldg)P(f} =0, et
comme P{f) # 0, on en déduit que f — Aldg n’est pas injectif, donc que X est valeur propre de f.
0

Remarque 5. Le polynéme minimal de f a donc les mémes racines que le polynéme car-
actéristique de f.

2.3. Théoréme de Cayley-Hamilton

TREOREME 2 (CAYLEY-HAMILTON). Soit f € L(E), P; son polynéme caractéristique.
Alors Py(f)=0.
Démonstration. Nous allons donner denx démonstrations.

Premiére démonstration. Soit A € M, (K) la matrice de f dans la base canonique de K*. Soit L
le corps des racines de P4 = P;. On regarde A comme une matrice de AMn(L). D’aprés le théoréme
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de trigonalisation, il existe une matrice T = (1; ;) € M, (L) triangulaire supérieure et semblable &
A:

1,1
» -t _
t2,2 (iJ)

0

T=

tan
Ona Py = Pr = (—1)* [Ti (X —ti). Soit (B1,..., Ea) la base cancnique de L™ (E}; est le vecteur
colonne dont tous les éléments sont nuls sauf le k-iéme qui vaut 1). Pour tont &, on pose F =

]'[Ll(X—t,v‘g), Nous allons montrer par récurrence sur k € {1,... ,n} que pour tout i € {1,... , &},
[Pg(T)]E, = 0. Pour k = 1, c’est. vrai car TE1 = 11,1E1, donce (T - il'lfn)E‘l == Pl(T)El
Supposons le résultat vrai au rang & — 1 et montronsle au rang k. On a pour tout 1, 1 < ¥ < k-1,

Pk(T)E,’ =(T= lk,kfn)Pg_g(T)E; =0,

éton a
k-1 k-1
PTYEr = P y(T) (T ~ta 1 10)Br = Puy(T) [Zli,kEc] = Eti,tf’k-l'(T)Ei = 0.
=1 i=1
Er particulier, avec & = n, on en déduit gue pour tout i € {1,...,n}, P.(T)E; = 0, donc

Pu(T) = 0, c'est-d-dire Pr(T) =}, donc Py(f) = 0.

Seconde démenstration (elle ne fait pas appel au corps des racines d’un polyndme).
PRELIMINAIRES. Soit

0 -« -+ 0 —ao
1 ¢ R

A= 5 1 € My{K).
N Y
0 - 0 1 —apy

Alors le polyndme caractéristique de A est P4(X) = (—1)P(X? 4 ap.1 XP~1 4+ ag) (pour cette
raison, la matrice A est appelée matrice compagnon du polynome X? +ap_y X?~1 4. --4ap). Pour
montxer ce préliminaire, nous procédons par récurrence sur p. Pour p = 1, ¢’est évident. Supposons
le résultat vrai au rang p, montrons le an rang p + 1. En développant. par rapport a la premiére
ligne, on &

=X 0 .- 0 -ty
1 =X : —i1y
PAXy=| 0 1 0
o =X —ape
0 0 1 —X=-u
-X 0 0 —ay 1 -X 0 0
1 =X : —a: ¢ 1 -X “
=-X{ o 1 0 +(=1FTao| 1 g 0 |
: =X —apn : -X
] 0 1 -X-—aqa (] 1

et donc d’aprés 'hypothése de récurrence
PuX)y = (=1 H X (X7 4a, X' e g (=1 = (1P PO L, XP - o X ).

Démontrons maintenant. le théoreme. Soit z € E, = £ 0. 1l existe un plus petit entier p > 0 tel
que 1a famille (z, (%), ... , () soit liée. La famille (z, f(z),..., /7~ 1(z)) est donc libre et

(ag, ... ,4p-1 €EK), )+ a1 7 (2)+ - +aoz=0. (*)
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Complétons (x, f(z), ..., f~1{z)) en une base B de E. Alots

0 0 -a

1 0 Po—ay
[fls = (%‘%) avee A=| g 1

S 0 —ap_>

0 -+ 0 1 —ap

Comme Py = P4Pc, on a Pi(f)(z) = Po(f) o P4(f)(=). Or d’aprés le préliminaire et d’aprés (*),
Pa(f)(x) = P(z) +ap_1 fP7H(2) +-- -+ aor =0, !
done P;(f)(z) = 0. Ceci est vrat pour tout z donc P;{f) = 0. O

Remargue 6. — En d’autres termes, le théoréme dit que le polyndme minimal de f
divise son polynéme caractéristique. Avec la proposition 2, on en déduit que

si Pp=(-1"[[(X-A), alors My =J[(X-2)%, 1<q<r.
i=1 i=1

— Ce théoréme permet, avec la proposition 3 d’affirmer que f € L(F) est nilpotent
si et seulement si Py = (—1}"X".

2.4. Exercices

EXERcICE 1. Soit E un K-e.v et f € £(E) admettant un polynéme minimal. Si f est
inversible, montrer que f~! est un polyndme en f.

Selution. Montrons déja que X ne divise pas le polynome minimal I de f. En effet, s’il existe
P € K[X] tel que Il; = X P, alors 0 = I;(f) = f o P(f), et comme f est inversible, P(f)} = 0.
Comme deg P < degIl;, ceci contredit le fait que Iy est le polynéme minimal de f.

Donc X & Iy. Comme X est irréductible, X et Iy sont premiers entre eux, donc il existe
U,V € K[X] tels que UX + VII; = 1, d’ol1 on tire U(f)o f+ V(f)o I (f) = ldg, ¢’est-a-dire
U(f)o f=Hg. Donc f~! = U(f), ¢’oi le résultat.

Remarque. En dimension finie, on aurait pu raisonner avec le polynéme caractéristique
Py de f: comme F;(0) = det f # 0, on a X { P; et on procéde ensnite comme plus haut.

- On peut également donner une forme explicite ¢*un polynéme U tel que f~! = U(f) en
fonction du polynéme minimal : il suffit de prendre U = (II;(0) — I; (X ))}/(I1;(0}X).

EXERCICE 2. Soit K un corps commutatif fini 4 q éléments, F un K-espace vectoriel et
f € L(F). Montrer ¢ue f est diagonalisable dans £ si et seulement si f? = f.

Solution. Commengons par montrer

X1 —-X=[](x-a) (*)
wuwek
Muni de la loi produit, K* est un groupe multiplicatif & ¢ — 1 éléments, donc pour tout = € K,
297! = 1, d’ol pour tout z € K, =7 = r. On a ainsi déterminé ¢ racines de X7 — X, qui est de
degré g, d’oli (*).

Concluons. D’aprés le théoréme 2, on peut affirmer que f st diagonalisable si et seulement s’i)
existe P € K[X], seindé sur K, & racines toutes simples, tel que P(f) = 0, autrement dit si et
seulement il existe P € K[X], P |[],, k(X — o) = X? = X tel que P(f) = 0. En d’autres termes,
f est diagonalisable si et senlement si ¢ — f = (.
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=+ EXERCICE 3. Soient E un K-espace vectoriel et f € L{ E} admettant nn polynome minimal
1. Pour tout z € E, on note :
- P, le polyndme unitaire de K[X] de plus bas degré tel que Pr(f}{z) = 0 (F;
s'appelle le polynéme minimal de = relatif & f),
- E. = {P(f)(z), P € K{X]}.
1/ a) Montrer que P, existe et est unique, et que de plus si P(f)}(z) =0 avec P € K[X]).
alors P | P.
b) Montrer que E; est un s.e.v de dimension deg(F;).

2/ a) Si E; n E, = {0}, montrer que Fry, = ppem ( Pe, P,). Généraliser & p vecteurs

Lyyanny a:p.
b) Si P, et P, sont premiers entre enx, montrer E.,, = E; @ E,. Généraliser & p vecteurs
Tlyevvy -Tp.

3/ a) Soit M € K| X| un facteur irréductible de II;, & sa multiplicité dans la décomposition
de T, en facteurs irréductibles de K[X]. Montrer quil existe z € Ker Me(f) tel que
P, = M~

b) Montrer qu’il existe z € E tel que P, = II;.

Solution. 1/ &) Soit I, = {P € K[X] | P(f)(z) = 0}. C'est un idéal de K[X], non réduit a {0} car
II; € I. 11 existe donc un unique polynéme unitaire Py € K[X] tel que I; = (Pg). Ainsi, Py est
e polyndme unitaire de plus bas degré tel que Po(f)(z) = 0. Si de plus P(f)(=) = 0, c'est-a-dire
Pel, = (F) alors Pr | P
b) L'application

¢: KX} =B, Prs PA)()
est linéaire surjective. On en déduit que le s.e.v E, est isomorphe & K[X}/ Kerp = KX/ (Pe),
donc de ditnension deg({F:).
2/ 2) Comme Pray(f)(z +3) = 0, 0n & Peay(f)(z) = —Prgy(f)(y). Ces deux termes sont
done éléments de Ey N By = {0}, donc nuls. Donc d’aptés 1/ a), Pr | Pty et Py | Poyy, d'olt
ppcm (Pr, Py) | Pogy (*)-

Ot P; | ppem{P;, Py) donc ppem ( Py, Py)(f){z) = 0. De méme, ppem (P, P )(fXy) = 0,
done ppem (Ps, Py)(z + y) = 0. Done Pryy | ppem (Ps, Fy), ce qui d'aprés {*) entraine Priy =
ppem (P, Py), ces deux polyndmes étant unitaires.

- Par récurrence sur p, on montre maintenant, facilement que si Ey,, ..., Ez, sont en somme
directe, alors Pe,y..qs, = ppem(Fy,, ..., Fr,).

b) Montrons tout d’abord que Eg N By = {0}. Soit z € Eg N Ey. H existe P,Q € K[X] tels que
2= P(f)=z) = Q(Ny). O

0 = P(f) o Po(F)(&) = (PP:)(I)) = Po(F) o P(£)(#) = Pe(f)z} = (P=QN (),

donc d’aprés 1/ a), Py | P-Q. Ot P, et P, sont premiers entre eux, donc d’aprés le théoréme de
Gauss, Py | Q, et donc z = Q(f)(¥) = 0.
- D'aprés 2/ a), on a donc Pryy = ppam (P, Py) = Pr Py, do

dim B4, = deg(Peyy) = deg(Pr) + deg(Fy) = dim Bz + dim By {+)
D'aprés 1'égalité de Bezout, il existe U,V € K[X] tels que UF; + VP, = 1. Donc si P € KX].

P)(e + 1) = (PUPI= +5) + (PVPYF)(z + ) = (PUPYAw) + (PVPIH().
€EB, 1M

Ceri entraine I'inclusion Eg 4, C E; + Ey = B, ® Ey, donc daprés (*), Ezpy = Ec & By,
Par récurtence sut p, on montre maintenant facilement que si Py, ..., F5, sont premiers entre
enx deux a deux, alors Ex,y.. 42, = Bz, ® - D Ez,.
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3/ a) On peut écrire Iy = MN o N € K[X] est premier avec M (donc avec M“). D’aprés le
théoreme 1, on a
E = Ker M°(f) & Ker N(f). (%)

Pour tout z € Ker M*(f), on a M*(f)(z) = 0, donc d’aprés 1/ a), Pr | M™ ¢t comme M est
irréductible, il existe #; < « tel que Py = M?- Il s ‘agit de montrer qu'il existe £ € Ker M“(f)
tel que B; = o. Raisonnons par "absurde et supposons le contraire, de sorte que pour tout r €
Ker MU(f), P | M®~), i.e. M~ 1{f)(2) = 0, autrement dit Ker M*(f) = Ker M*~}(f). D’aprés
(**), E = Ker M*~1(f) & Ker N(f) ce qui d’aprés le théoréme de décomposition des noyaux
entraine Ker(M*~3N(f)) = E, ou encore M*"IN(f) = Q(f) = 0, ce qui coniredit la minimalité
du degré du polyndme minimal Iy de f car deg @ < deg I1;. Donc il existe & € Ker M*(f) tel que
P =M,

b) Soit T; = [[i., M la décomposition de TI; en facteurs irréductibles de K[X]. D’aprés la
question précédente, pour tout i, il existe r; € Ker M (f) tel que Pz, = M;*'. D’apres la question
2/b),onadonc B 4. s, = E,, @ - & B, et donc d’aprés la question 2] a),ona

&
=M =1y,

Pz,.'...,.'.z- —3

u'ma-

d'ou le résultat.

EXERCICE 4 (DIAGONALISATION D'UN DETERMINANT CIRCULANT). On considere la ma-
trice circulante

& dz --- @8,
A=| % @ € M. (C).
. [ el ax
[ PR t, &
En exprimant A comme un polyndme en la matrice
61 0 -.. 0
00 1 :
g = : .0 EM,‘(C)1
0 1
1 0 e 0
diagonaliser A.
Solution. SiB = (e1,... ,£,) désigne la base canonique de C*, J est la matrice de 'endomorphisme

qui 3 ¢; associe e;.1 51 £ > 2, el & ¢) associe ¢,. Pour tout p, 1 < p < n—1, J? est donc la matrice
qui & ¢; associe €;i_, 51§ > P, & € 8850Ci8 Eign~p 51 § < P, antrement dit

0 I
—_ f LI n—p
Vp.l<p<n-1, J _(I, 0 )

On en déduijt que pour tout ey, ..., ¢pn € C,

i) oy kg

n
i— 14 L7

§ :ﬂ‘_Jl 1 = L 1

i=t I gy

[ R . 71
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Ceci montre en particulier que si P = Y1, ;. X!, A = P(J). Ceci montre également que
si ) € K[X], @ £ 0 et degQ < n, alors Q(J) # 0. Le polyndme minimal de J vérifie donc
degMy > n.Or J* — I = 0, on a donc My = X* — 1. Or My divise le polyndme caractéristique
P; de J et deg Py = n, done Py = (=1)"N; = (—1)* [[pog(X — w*), ol w = ¢¥*/", Dlaprés le
théoréme 2, J est donc diagonalisable, et il existe @ € G£,(C) telle que

1

0
wt
Q=
0
wn—l
On en déduit
PQ) 0
P(w)

Q'AQ=Q ' P(N)Q=P(Q71IQ) =

0 P(w"“)

Remargue. On retrouve ainsi le résultat de 'exercice 12.

EXERCICE 5. Donner une condition nécessaire et suffisante sur A € M, (K) pour que la

‘; i ) € M;a(K) soit diagonalisable.

matrice par blocs B = (
Sofution. Notons F le s.e.v de C2" engendré par les n premiers vecteurs de la base canonique de
. Lese.v F est stable par B. Si B est diagonalisable, sa restriction & F, qui n’est autre que 4,
est diagonalisable.

Allons plus loin. 8i B est diagonalisable, il existe un polynome P € K[X], scindé sur K, dont
toutes les racines sont simples, tel que P(B) = 0. Par réenrrence sur k, on a facilement Bf =
( Ar pAP

0 AP ) pour tout k € N. De ceci, on déduit

= _{ P(A) AP'(4)
o=ro)=( " 7))
donc P(A) = AP'(A) = 0. Comme P(A) = 0, on retrouve le fait que A est diagonalisable. Soit X
une valeur propre de A. Comme AP/(A} =0, on a AP/(A) = 0. Or ) étant racine simple de P, on
a P/(3) # 0, donc X = 0. En résumé, A est diagonalisable et A =  est la seule valeur propre de A,
autrement dit, A = 0.

Réciproquement, si A = 0, B est diagonalisable. Finalement, B est diagonalisable si et seulement
A=0.

EXERCICE 6 (COMMUTANT D’UN ENDOMORPHISME). Soit E un K-espace vectoriel de di-
mension finie n € N*. Soit f € L{E). On note Ty le s.e.v de L( E) défini par

I, ={geL(E)|fog=ygof}

1/ a) Si f est diagonalisable, déterminer dim[';.

b} Si de plus les valeurs propres de f sont tontes distinctes, montrer que I'y = {P(f), P €
KX]}.

2/ On suppose gue le polynéme minimal I, de f est de degré n. En utilisant le résultat
éabli 3 Iexercice 3 (il existe z € E, P, = II;), montrer que I, = {P(f), P € K[X]}.
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Solution. 1/ a) Soient Ay,. .., A, les valeurs propres de f, E,, ..., Ea, les sous espaces propres
correspondants.

Si g ¢ Ty, slors pout tout ¢, E,, est stable par g.

Réciproquement, si E,, est stable par ¢ pour tout {, alors :

Yr €E;, foglz)= '\ig(@’) =g °f{3)n

donc comme E=E\, & ---® E)_,onag €T,

Done Ty = {g € £(E) | ¥i, E, est stable par g}. Pour tout i, soit 5; une hase de E,,, de sorte
que B = By U---U B, est une base de E. Les matrices des endomorphismes de 'y dans la base B
sont celles de la forme

M 0
avec ¥i, M; € Mgn, E*.—(K)‘
0 M,
On voit done que dimT; = Y I_ (dim E; )*.
b) Nons donnons deux méthodes de résolution.
Premiére méthode. Ici, pour tout 4, on a dim £, = 1, donc dimT'; = Ti1, 12 = n. Pour tout 4,
I;(A) = 0 donc (X — X} { My, et comme les A; sont distincts deux & deux, TTEo (X = As) divise
I, donc deg(Il;) > n. Or II; divise le polynéme caractéristique de f, donc deg(Il;) < n. On en
déduit deg Iy = n.
Soit C = {P(f), P € K[X]}. L'application

¢ K[X]—=C Pw— P(f)

est lindaire surjective, donc C' est isomorphe comme K-e.v & K[X]/Ker p = K[X}/(II;), done
dimC =deg(ll;))=n. Or CCT; et diml'y =n,donc C =Ty,

Seconde méthode. Pour tout i, dimEy, = 1 donc il existe x; € E tel que Ex, = Vect{z;). Soit
g € T;. Pour tout i, Ej, est stable par g € Ty, donc il existe s € K tel que g{z:) = pzs (an
passage, on remarque que, {Ty, ..., Ta) étant une base de E, g est diagonalisable). La théorie des
polynémes d’interpolation de Lagrange (voir le chapitre II, partie 2.4) nous assure P'existence d’un
polyndéme P tel que P(X;) = p; pour tout i. Ainsi,

vie{l,....n}, P\ z:) = P(Xi)as = pawi = glxs)

et comme (#1,...,2,) est une base de E, P(f) = g. Donc Ty € {P(f), P € K[X]}. L’inclusion
réciproque étant immédiate, on en déduit le résultat demandé,
2/ On utilise les notations de ’exercice 3. D’aprés la question 3/ b) de Vexercice 3, il existe
z € E tel que P, = I, donc deg(Fy) = n et d'aprés la question 1/ b) du méme exercice,
dim E; = deg(P;) = n donc E; = E.

Soit g € Ty. Comme E; = E, il existe P € K[X] tels que g(z) = P(f)(2). Or pour tout
y= QU )=) € Es,

9(9) = 90 Q) = Q(N) 2 9(2) = Q(F) o P(F)(7) = P(f) 0 Q(H2) = P(F)y).

Les endomorphismes g et P(f) prennent donc la méme valeur sur E,. Or E; = E, donc g = P(f).
On a donc montré que T’y C {P(f), P € K[X]}. L’inclusion réciproque est évidente, d’oir égalité.

Remarque. On aurait pu montrer 1/ b), en utilisant 2/ car on avait montré que deg(Il;} =
n dans la premidre méthode.

- La réciproque de la question 2/ est vraie : 8i Iy = {P(f}, P € K[X]}, alors deg(ll;) = n,
mais la démonstration est plus difficile (voir la dernigre application des la théorie des
invariants de similitnde dans I'annexe B).



3. Topologie sur les endomorphismes 181

3. Topologie sur les endomorphismes

Dans toute cette partie, E désigne un K-espace vectoriel normé (avec K = R ou C).

Nous commengons par donner guelques rappels (I’étude générale des espaces vectoriels
pormés est traité dans le chapitre de topologie du tome d’analyse). L’espace vectoriel des
endomorphismes continus de F est noté L£.(E). On norme habituellement £.(E) par :
Vi € L(E), 1f] = supgy=: [1f(#)]l. C'est nne norme d’algtbre (i. e. elle vérifie | f - gl <
§/1-IgD)- Exfin, en dimension finie, tout endomorphisme est continu et toutes les normes
sont équivalentes,

3.1. Quelques normes classiques en dimension finie

L

Soit X = ( : ) un vecteur de K*. Pour tout o > 1,

Tn

ﬂ l{('
1X 1l = (z w) et (Xl = sup Iz
<i<n

i=1 1
définissent des normes sur K*. (La notation || X||. provient du fait que limg—no (XM« =

X [lo)-

Si F est un K-e.v de dimension finie n, on peut le normer en privilégiant une base B de
L

E et en écrivant que la norme de z € E est la norme du vecteur X=1: ) € K™, on les

Ta

z; sont Jes coordonnées de = dans la base B.

Soit M = (m,»l,-)ls,»ljsn e Mﬂ(]]()
= |Ml = Ticij<n ;] définit une norme d’algébre sur M. (K).
- ||M]| = sup;;[m;;| définit une norme sur M,(K), mais ce n'est pas une norme
d’algebre.
- Pour tout a > 1, JMI, = supyxy, =) M X||. définit une norme d'algébre sur
M,(K). Au passage, notons que l'on peut montrer |M I, = sup,(¥; Imi;l) et
WM, = sup; (3 bmigl)-
$i E est un K-e.v de dimension finie n, on peut normer £(E) en privilégiant une base B
de E et en écrivant que la norme de u est celle de [u]g {(matrice de u dans la base B) dans

Mo (K).

3.2. Propriétés

PRoOPOSITION 1. Soit E un K-e.v.n et f € L(E). Soit A une valeur propre de f. Alors
1A < L)

Démonstration. Soit = # 0 un vecteur propre de f pour la valeur propre A On allf(=) < WA N=ll-
Or [|[f{=)ll = [|2=]l = 1A} - {l=ll, done |A] < LSN- o
PROPOSITION 2. L’ensemble GE,(K) ¢st un ouvert dense dans M, (K).

Démonstration. L'application M, (KK) — K M — det M est continne (car det M s’exprime comme
un polyndme en les coefficients de M). CommeK* est ouvert dans K, G¢u(K) = (det) " 1(IC" ) est

ouvert.
Densité. Soit M € M,{K). Le polynéme caractéristique Par de M n’a qu'un nembre fini de

racines, donc
Ip>0 tlque YAEKO0 <{A|<p, Pu(X) #0.

En d’autres termes, pour tout A €K, 0 < [M < p, M — A, € G4a(K). Or M = lim:;::: (M - AL}
M est donc limite d’éléments de GZ.(K). 0
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Remargue 1. — Ce dernier résultat est important. Il est parfois aisé de montrer des
propriétés sur M,(K) en les montrant d*abord sur G£,(K) puis en les étendant par
densité (voir les exercices).

— Cette dernidre proposition est également vraie pour les endomorphismes en dimen-
sion finie. De manidre générale, algébriquement et topologiquement, tout ce qui est
vrai pour les matrices est vrai pour les endomorphismes (en dimension finie) et

réciproquement.
— En dimension infinie, G£.(E) est ouvert si E est un espace de Banach {voir le
chapitre topologie du tome d’analyse).

3.3, Séries entiéres d’endomorphismes

Ici, E désigne un K-espace de Banach. Rappelons que dans ce cas, £.(£), muni dela
norme § f§ = supy, ., 1f(z)l|; est nn K-espace de Banach.

ProrosiTioN 3. Soit z v+ .15 a, 2" la somme d’une série entidre de rayon de conver.
gence 0 < R < +oo. Alors si f € L(E), If} < R, la série 3, yan J* converge et su
somme esi élément de L (E). De plus, Vupplication

o
F={feL E)|MU<RY=LAE) fr X anf"

n=0
est continue.
Démonstration. Comme L.(E) est un K-espace de Banach, il suffit de montrer ¢que si |f|] < R,
la série 3" a,f™ converge absolument, ce yui est immédiat puisque feq 1 < leal - BFN° €t que
Y laa|l BfN" converge. La somme 2:':“, an f° existe donc et appartient 3 £.(E).

Pour tout r € )0, Rf, on pose . = {f € L(E) | }f] < r}. La série de fonctions f +— 3" wn [
converge normalemnent sur T, puisque sur Ty, fo, f* | < Jan] - IFE" < laa|r® ¢t 3" Jas|r” converge.
Chacun des termes f = 4o f™ est. continu sur . On en déduit que f— Y ooy, ta /™ est continue
sur Iy, et ceci pour tout » € 0, R[, donc sur I'. 0

Remargue 2. ~ Un résultat plus fin fait I'objet du probléme 6 (page 208).
— La proposition 3 reste vraie sur M,(K).

Conséquence. Soit f € L(E), |f} < 1. Alors Idg —f est inversible, et son inverse est
g=TF% £, En effet, g existe d’aprés la proposition précédente et (Idg —f)g = g~ fg =
PP =T = Idg; de méme, g(ldg ~ f) = Idg.

Exponentielles d’endomorphismes.

DEFINITION 1. Soit f € L (E). D’aprés Ia proposition 3,

existe et g € L (F). L’endomorphisme g s’appelle Uerponenticlle de f et on note g =
exp(f) = ef.
Remarque 3. — On a Jexp(f)] € V). En effet, pour tout n € N,
n n k
1 Ll
HE Ff El s E Bt
k=0 " k=0 "

et le résultat se déduit en faisant tendre n vers +co.
- D’aprés la proposition 3, Papplication £(F) — £.(£) f =+ exp(f) est continue.
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PROPOSITION 4. Soit u € L (E). Soit v € L(E) inversible avec v=* € L(E). Alors
exp(v—luv) = v~ exp{u)v.

Démonstration. Il suffit de remarquer que pour tout n € Non a (v uv)? = v~1u™v, ce qui entraine

+m v n +oo
exp(v™'uv) = 2: luv) - z: v~ ly" v_ - (2 %) v = v exp(u)v.
n=0 R=l

La version matricielle de ce résultat est
YM € M. (K), VP € G£,(K), exp(P 'MP)= P "exp(M)P.
Deux matrices semblables ont donc des exponentielles semblables.
PROPOSITION 5. Seient u,v € L.(E) tels que uv = vu. Alors
exp(u + v) = exp(u) exp(v) = exp(v) exp(u).

Démonsiration. On pose

i=0 j=

LN (v+v)" + t.')
Bn = (E f—.) Z Z
1l faut montrer que limp—40c Ap = 0. Comme ¥ et v commutent, on a
{(u+v)" CL i ut o
WmeN, —r—=3 =3 oo

| !
n i+j=n B i+i=n r

done
i

)-sEr- T vy

itjgn r41Zitigon
i ige

T
]t

d’olt on fire

12.dsc ¥ l"ll lvl" (El )(i_l_:!_’) z(lu|+lv|)"

w1l i+iCam izl k=i
IR

Lorsque n tend vers 400, ce dernier terme tend vers elnbelvl Bl +led = donc limneetoo An =
0, d’oit exp(u + v) = exp(u) exp(v). On a de méme exp(v) exp(u) = exp(v + u) = exp(u +v). O

Conséquence. Pour tout u € LAE), e"e™ = e "¢ = e*~* = ¢ = Idg, donc " est
inversible et (e")~! = e~*.

Remargue 4. — Si u et v ne commutent pas, la proposition précédente est fausse en
général.

— Si u et v commutent, alors u et exp(v) commutent.

— On aura souvent affaire aux exponentielles de matrices lors de 1’étude des équa-
tions différentielles linéaires (voir le tome d’analyse). En effet, les exponentielles
de matrices vérifient les propriétés suivantes :

¢ Soit A € M,(K). L’application R — M,(K) t ~ €' est dérivable, sa
dérivée est Ae'#

eS8 X : R — K* est dérivable et si X = AX, alors pour tout t € R,
X(t) = e X(0).

— Le calcul d’exponentielles de matrices est traité i la partie 4.2 du présent chapitre.
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3.4. Exercices

EXERCICE 1 (DENSITE DES MATRICES DIAGONALISABLES DANS M,{(C}).  a) Montrer
que P’ensemble des matrices diagonalisables de M,{(C) est dense dans M,(C).
b) Que dire dans M,(R)?

Seolution. a) Soit A € Mn(C). Il s’agit de montrer que A est limite de matrices diagonalisables.
Le corps € étant algébriquement clos, A est trigonalisable, donc

Al » x

Az :

AP € Gla(C), P~1AP =T avec T= :
0 eox

An

Soit g = inf{JA; — A, M # A} > 0, p = 1si les ); sont tous égaux. Pour tout p € N¥, on pose

a2 FU e
A+ '\2:(_‘“_ o 1 L 0
T, = * C =74+ 2
. P
0 . x 0 i
An"l‘f; n

Les valeurs propres de Tp, les A; + (2/ip), sont deux & deux distincies. En effet, supposons i # j ;

- Si A = Ay, il est clair que X + (p/ip) # A; + (u/ip)-

- Sinon A # A, done si A; + (p/ip) = Aj + (p/3p), alors | M — A;] = pl(1/ip) — (1/5p)] < &,
absurde par construction de p.

Pour tout p € N*, T, ayant toutes ses valeurs propres deux i deux distinctes est donc diag-
onpalisable. Or T = lim,_ 40, Tp, done A = PTP ' = iy s e P?}P“ est, limite de matrices
diagonalisables, d’oi le résultat.

b) Dans Mp(R), le résultat est faux. Nous donnons un contre-exemple. Soit A = ( {1) _01 ) [
M3(R). On considére application
A: Mz(R)—R Mr— Ay

ol Ay désigne le discriminant du polynéme caractéristique Py de M. Comme Ay s’exprime
comme un polyndme en les coefficients de M, A est continue.

Si A était limite ’une suite (A4,) € Mg(]R)N de matrices diagonalisables dans M4(IR), on aurait
A, > 0 pour tout n {car Py, est scindé sur R), of donc A étant continne, Ay = lima oo Aa, 20,
ce qui esy absurde car aprés calculs on tronve Ay = —=4.

Remarque. Griace au résultat a), on peut parfois prouver certains résultats sur M,(C}) en
les montrant d’abord ponr les matrices diagonalisables, puis en les étendant par densité. Le
lecteur pourra par exemple démontrer par cette méthode le théoréme de Cayley-Hamilton
pour les matrices complexes.

EXERCICE 2. 1/ Soit K un corps commutatif. Soient A4, B € M, (K).

a) 8i A € G¢,(K), montrer gue P4p, le polyndme caractéristique de AR, est égal A ceini
de BA, Pg,.

b) Si A est quelconque et K = R ou C, montrer, en ntilisant un argument de densité, gue
le régultat reste vrai.

¢) Si A est quelconque et K est infini, montrer que le résultat est encore vrai.

2/ K est un corps commutatif quelconque. Soient p,q € N*. Soit A € M, (K) et B €
M, .(K). Comparer P,p et Fg,.
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Solution. 1/ a) On écrit
Pip = det(AB — XI,) = det[A(B — XA™")] = det|(B - XA N A) = det(BA— X1,) = Ppa.

b) On sait que §2,(K) est dense dans M,(K) (voir la proposition 2). On pent donc édcrite A =
limy e 4o An avec pour tout n, A, € G€,(K). Or d'apres a), pour tout n, P4 g = Pra, €t par
continuité de application déterminant, en faisant tendre n vers +00, an en déduit Pyp = Paa.
¢) Le corps K étant infini, A n’ayant qu'un nombre fini de valeurs propres, il existe I' C I, T infini,
tel que pour tout A € T, X n’est pas valeur propre de A, ie A= AL, € GL,(X). Fixons z € K
D'aprés 1/ a), on a :

YAET,  Pu-ar)s(e)= Paa-r1.)(2)
Le polynéme Ppa-x1.38(2) — Pa(a-x1.)(%) € K[X] s'annule donc sur T, donc est nul puisque T
est infini. En particulier, ce polynéme s’annule lorsque X prend la valeur 0, c’est a dire Pyp(z) =
Pga(z). Ceci étant vrai pour tout # €K onen déduit, K étant infini, qne Pap = Ppa.

2/ Soit r =rg A. 8i =0, c’est terminé {on a alors A = 0). Sinon, on sait que A est équivalente &

1a matrice (7 $), c’est-a-dire

3P € 64,(K), 3Q € G4,(K), A=P"({I 3)"'
Ecrivons B, B
= L 1 &3
B=qQ (.B,‘1 B‘l)‘P
ol B; GM,-{]K)- On a
—pif B Bs —o-t B 0
AB=P (0 o )P et BA=¢Q (B; O)Q
d’ol
P - B]_—-XI‘- BS
AR = U _Xfp_,'.

De méme, on trouve Pgs = {—1)1"" X" Pp,. On a donc (- X)!Pap = (~X) Ppa. (Sip=g¢, on
retrouve les résultats de 1/).

I = (=1P~"X?""Pg,.

EXERCICE 3. Soient n un entier naturel, n > 2, et pe N, 1 <p<n-1
a) Montrer que I' = {4 € M, (R) | rg A £ p} est fermé dans M, (R).
b) Déterminer ’adhérence de I’ensemble A = {4 € M,(R)| 154 =p}.

Solution. Il suffit de montrer que 1'ensemble
A= MaR)NT={A€eMu(R)| kA2 p+1}

est onvert. Fixons A = (i j)i<ij<n € A. Commerg A > p-+1, il existe une matrice carrée extraite

de A inversible d'ordre p+ 1 (voir le chapitre II1, partie 3.6, théoreme 2, page 121). Auntrement dit,

lexiste I et J inclus dans {1,...,n} avec Cardl = CardJ = p+ 1, tels que A" = (ais) i€t vérifie
¥

det A’ # 0. Définissons 1'application
[ M,.(]R) —R B= (b,'}j )1 i ign det(bilj);zﬂ .

L'application i s’exprime comme polynéme en cerbains des coefficients de B, elle est donc continue.

Ot ¢(A) = det A’ # 0, donc il existe un voisinage V de A dans Mu(R) tel qite pour tout BeV,

#(B) # 0. Autrement dit, pour tout B € V, la matrice extraite (b; .:')ig‘, est inversible, done
E)

1B > ¢+ 1. Ainsi, on a trouvé un veisinage de A inclns dans A. L’ensemble A est donc ouvert.

b) Montrons A = T.
Daprés a), T est fermé. Or ACT, donc ACT.
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Montrons maintenant Vinclusion réciproyme. Soit A € T. Il s’agit de montrer que A est limite
d'une suite de points de A. Sirg A = p, alors A € A et ¢’est terminé. Sinon, r = rg A < p. On sait
L . . » 0 C e .
que A est équivalente 4 la matrice 0 o )reeauis écrit aunssi

3P, Q € GLa(R), A=P‘1({; g)

Pour tout m € N*, on note By, la matrice
I 0 0
Bn=| 0 LI, 0| &M,R)
0 0 0
P -1 . I 0
our tout m, rg B, = pdone A,, = P71 B,,(} est de rang p. Or impn . o Bm = 0o o) done

limy, .40 Am = A et pour tout m, A,, € A. On adonc A € A.

EXERCICE 4. a) Soit M € M,{(C). Pour tout ¢ > 0, montrer qu’il existe P € GE,(C) tel

que
tl,l .
t2'2 (t'd)

0

T=P'MP= avec Vi(j, |tiJ|<€.

tn,n
b} Soit A € M,(C). Montrer que A est nilpotente si et seulement s'il existe une suite de

matrices ( Ay )pen vérifiant
() ¥p, A, est semblable 3 4 (ii) pETm A,=0.

Solstion. a) Soit f 'endomoarphisme de €" dont la matrice dans la base canonique de C* est

égale & M. Le corps C étant algébriquement clos, f est trigonalisable. Il existe donc une base
yen) de € telle que [f]s (matrice de f dans la base B) soit trianguiaire supérienre.

8—_- (81._,...

Ectivons [f]s = (8:;)150,j<n-
Pour tout pe N*, B, = (el,i-cz,..,

He) = 2 aje; = Ztrf“ @i (ﬁ “—:‘) ,

, ;—;l,-d-e,.) est une base de (™. Pour tont i, on a

i=1 i=l
aill encore .
E
€ fmd 1
f (—-—_—) = p" g ; (—_8) .
1) = 2 s (e
On en déduit
ayy 1.9 Am
422 G Py
I, = [.ﬂB. = £33 :
" hid 1p 1.3

fin.n
Ceci étant, soit p = sup, ; Ja; ;|- 1} existe p € N* tel que p/p < £ Soit T = T, = ft_ij)tsi.:'st' =
[f)s,. La matrice T est triangulaire supérienre et pour tont i < §, [ti;| = |a; - p 7| S pfp < £
De plus T est semblable & [f]e donc & M, d'oil le résultat.
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b) Condition néccssaire. D'aprés a), pour tout p € N*, il existe A, = [a5j(P)i1gijgn € Ma(C)
semblable & A, triangulaire supérieure et telle que pour tout i < j, |a;;(p)i < 1/p. Or pour tout
i> j, 6;,;(p) = 0 et pour tout i, a;;(p) = 0 (A, étant nilpotente, ses valeurs propres a; i(p) sont
mlles). On en déduit que pour tout (i, ), |a ;(p)| < 1/p. Done limp_ 400 Ap = 0, d’oil le résultat.
Condition suffisanic. Pour toute matrice M € Mp(C), on note Fyy son polyndme caractéristique.
L'application Mu(C) — C[X] M » Py est continue (en effet, les coefficients de Py s’expriment
comme des polyndmes en les coefficients de M). Or limy_. 100 Ap = 0, on a done limp_ 4o Fa, =
Py = (—1)"X™. Ot pour tout. p, A, est semblable 3 A donc Py, = P4.On en déduit Py = (-1)"X".
Le théoréme de Cayley-Hamilton entraine alors A™ = 0.

EXERCICE 5. Soit A € M, (R) et une suite réelle (a,,) telle que B = 312, 4., A™ existe.
Montrer qu’il existe P € R[X] tel que B = P(A).

Solution. L’ensemnble I' = {P(A4), P € R[X]] est un s.e.v de My (R), et M, (IR)étant de dimension
finie, I' est fermé.

Pour tont £ € N, on pose Py = )::‘ﬂ U X™ de sorte que B = limp_. 4o Fr(A4). En d’autres
termes, B est limite d'une siite de points de I'. Comme T est, fermé, on en dédunit B € T, done il
existe P € R[X] tel que B = P(A).

EXERCICE 6. Soit E un K-e.v.n (avec K = R ou C). On note L.(F) 'algébre des endo-
morphismes continus de E. Soit f € L.(E).
a) Montrer que

. 1.\
Jdm (We 1) = exp(f).
b) Plus généralement, si (f,) est une suite de £.(F) qni tend vers f, montrer

. 1 _\"
Jim (12 +11.) = expi.

¢) Soient u,v € L.(E). Montrer

nﬁTm (exp (E) exp (:‘—‘))ﬂ = exp(u + v).

Solutien. a) Le résultat snivant nous sera utile.

1 n n
voec(®), ot~ (usle) [ omion- (14 2)" )
En effet. On a
1IN 821, vl
exp(g) — (Id+'9) =Z—,9 -ZCHTQ .
n k! n
k=0 k=0
o Cck E+1
',,_E_n—l“_nv- + 1 1
Vel<ksn, ETL TR . R SR
donc

n

<X (a-w)ur g BE - oo - (1+ 11)"

exp(e) - (14 +2)"
k=1

En appliquant (*) & £, on en déduit le résultat demandé car limn g (2 + 1/1/2)" = exp(IS1}-
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b) On remarque déja que
: 1_\"
all.“;n exp( fa) — (Id +;f,,) =0. (%)
En effet, en posant M, = [fall, on a d’aprés (*)
i
Jexeirm - (1a+2)|

Or limp oo My = {f] = M, donc lima_ o exp(Mp) = exp(M) et comme
" M, M, 1
(1+22)" = xp (miogt + 22)) = eap (22 +o(2))) = omp (Mo + o(1),
n n n n
on a aussi lima_o0(1 4 My /n)? = exp(M). D’obi (**) avec (***).

Pat aillenrs, la continuité de I’application g =+ exp(g) (voir la praposition 3) entraine que
limy, oo exp(fa) — exp(f) = 0  (s+++). En écrivant

(1a+25) = (1043 5) -exali)) + (expt) - exp) +exots),

on en déduit avec (**) et (¥**¥) {e resultat.

¢) Lorsque n tend vers +oo, on a

< exp(a) = {14 ) (et

i 1
exp (E) = ld+% + o(;) et exp (E) = !d+£— + a(;),

donc
si fo=n (e.xp (E)exp (E) —1d},  fa=utvto(l).

Autrement dit limn—co fa = # + v, donc d’aprés la (mestion précédente, limy oo (Id +fn /n)" =
exp(u + v}, d’ott le résultat car (Id +f, /n) = exp(u/n) exp(v/n).

Remargue. La proposition 5 (page 183) peut se déduire facilement dn résultat de la
question a).

EXERCICE 7. Soit E un C-e.v de dimension finie n € N*. Soit g € L{£). Montrer que g
est diagonalisable si et seulement si 'ensemble & = {¢"='g¢p, ¢ € GE(E)} est ferme.

Solution. Condition nécessaire. Soit I le polynéme minimal de g. Comme g est diagonalisable, II
n’a que des racines simples. Pour tout ¢ € GKE), on a Ml{p~gp) = ¢ 1(g)p = 0, donc pour
tout £ € &, I(h) = 0.

Soit h € ®. L’endomorphisme A est limite d’une snite (h,) de points de ¥, Comme pour towd
p, I(hy) = 0, on a TI(A) = limy_.n, T(h,) = 0. L'endomorphisme % étant annulé par un polynéme
n’ayant que des racines simples, on en déduit que h est diagonalisable. Or le polynéme caractéris-
tique Py, de b vérifie Py, = limy_, 4o, Py, = Py car pour tout p, Py, = Py. Les endomorphismes ¢
et h ont donc méme liste de valeurs propres; comme ils sont de plus diagonalisables, on en déduit
que ¢ et h sont semblables, done que h € §.
Condition suffisanie, Raisonnons par I'absurde. Snpposons & fermé et g non diagonalisable. Soit
p € N*. Le corps C étant algébriquement. clos, g est trigonalisable. Il existe donc une base B =

(€1, . .- ,€q) de E dans laquelle la matrice de ¢ ait la forme
Ay iy - i
A :
lols = ™
tn— in



4. Sous espaces caractéristiques - Réduction de Jordan 189

. 1 .
Pour tout n € N*, on définit @, € L(E) sur la base B par @,{¢;) = Fc.— pour tout £. On a

Ay a2 hp L fue
Do
2 p p,-

lpp ol = da ,
t. ‘n-l.u
0 ) [
An

donc lorsque p tend vers -+oc, tp;l g#p tend vers un endomorphisme diagonalisable h. Comme g
west pas diagonalisable, & n’est pas semblable & ¢ donc & ¢ &. Or & € &, et donc & n'est pas
fermé, ce qui est contraire aux hypothéses. L’endomorphisme g est done diagonalisable.

Remarque. La condition suffisante fait appel au résultat de la question a) de I'exercice 4,
redémontré ici.

4. Sous espaces caractéristiques - Réduction de Jordan

Dans toute cette partie, E désigne un K-e.v de dimension finie n € N*. On utilisera la
notation A ¢ B lorsque A C B et A# B.

4.1. Sous espaces caractéristiques

DEFINITION 1. Soit f € L(E) tel que le polynéme caractéristique P; de f soit scindé
st K : Py = (=1(X — A )=+« (X — A, ). Pour tout i, le s.e.v N: = Ker( f - 3 Id)*
s'appelle le sous espace caractéristique de f associé A 1a valeur propre A;.

—~ Pour tout {, N; est stable par f.

- OnaEBE=N---aN,,
— Pour tout ¢, dim ¥; = a;.

Démonstration. Le s.e.v N; est bien stable par f car si 2z € N;,

(f = NI () = f o (f = M1d)*(z) = 0.

- Le fait que E = Ny @ --- @ N, résulte du théoréme de décomposition des noyaux (voir 2.1,
théoréme 1).
- Pour tout ¢, larestriction f; de f a N; vérifie (fi —X; Idn,}* = 0. En d’autres termes, f;—Aldy, est
nilpatente, done d’aprés 1.2 proposition 3, le polyndme caractéristique de f; —A; Id est (~X ydim Mo
done eelui de f; est (X — X)W Or Py, divise Py d’aprés la proposition 2 de la page 161, et
donc dim N; < a;  (%).

Comme E=N1&- - @N,,onan=Y;_ dimN.Deplus 3"{_, & = n, et on en déduit avec
(*} que dim N; = ; ponr tout, 1. ]

DEFINITION 2 (INDICE D’UN ENDOMORPHISME). Seit f € L(E). Il existe un unigue entier
naturel r tel que

()=Ker foGRerfG - GKerff=Kerf*' = Ker ft¥* =...=Ker f' = --..

L’entier r s’appelle 1’indice de f. C’est aussi le, plus petit entier naturel tel que Ker f7 =
Ker fr+1,
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Démonstration. On part du fait que
¥p € N, Ker f? C Ker f7} (%

(en effet, si x € Ker fP, alors f7(2) = 0 donc fP¥(z) = f(fP(2)) = 0). On en déduit en particulier
que pour tout p, dim(Ker f7) < dim(Ker f*+!). Autrement dit, la suite (up)pen définie par up =
dim(Ker fP) est croissante. Cette suite est a valeurs dans 7 = {0,1...,n}. L’ensemble I étant fini,
(u,) étant croissante, 'entier r = inf{p € N, up = upy1 } existe. On a alors

— Pour tout p < r, Ker f7 G Ker f2+! (d’aprés (*) et parce que up < upy1).
~ Ker f7 = Ker f*+! (d’aprés (*) et parce que t, = turyq).
— Pour tout p > r, Ker f7 = Ker f?*! car
Kee ff¥' = {z € B | fH(f7~"(2)) = 0}
={zeE|ff(@)eKer f'}={2€E| " (z) € Ker fT} = Ker f*.

L'unicité est évidente, a

Remarque 1. — Les propriétés vérifiées par » montrent que l'indice r de f est aussi
I"unique entier naturel vérifiant

Vg<r, dimKerff <dimKerf" et ¥g2r, dimKerf?=dimKerf".
— Si f est nilpotente, I'indice r de f n’est autre que inf{p | f* = 0}, c’est-a-dire
Pindice de nilpotence de f.
— Omn peut montrer que si r est Pindice de f, alors
Ker ffdIm f = E,
— L'indice r de f vérifie aussi la propriété
E=ImfImf:2Imf=Imf*'=Imf*=..cmft=-.-.

— Ces résultats sont a rapprocher de celni de la guestion 1/ a) du probléeme 2 du
chapitre III (page 150).

THEOREME 1. Soit f € L(F) tel que son polyndme carectéristique Py s0it scindé sur K :
P! = (—1)" r[:=l(X - )t.')“". Alors
(i) Le polynome minimal II; de f est de la forme

mL(X)= H(X - X)) avec Vi,l <1 <o
i=1

(i3) L’ordre de multiplicilé r; de ); dans I; est Uindice de Vendomorphisme (f— i Wg).
Démonstration. (i) est démontré A la remarque G de la partie 2.3 (page 176).
(ii) Pour alléger les notations, nous allons montrer (i) pour ¢ = 1. On pose Q = [F_,(X — )7, de
sorte que I, = (X - A1) Q. Comme (X — A, )7 et Q sont premiers entre eux, on a, en applhquant
le théoréme de décomposition des noyaux (voir le théoréme 1 de la partie 2.1},

E=Ker(f —MEK)' &M avec M =KerQ(f)

On en déduit dimKer(f = A1) +dimM =n ().

Soit ¢ un entier naturel. On pose P = {X — A }*Q. En appliquant le théoréme de décomposition
des noyaux, on a

Ker P(f) = Ker(f — A1 1d)? @& Ker Q(f) = Ker(f — A, 1d)? & M.

On en déduit dim Ker(f = 3,)¢ 4 dim M = dimKer P(f) ().
- Sig > ry, alors Iy divise P donc P(f) = 0, i.e Ker P(f) = E, donc avec (*) et (*¥), on
tire dimKer(f ~ A;)? = dimKer(f - A, ).
— Si maintenant ¢ < ry, alors I1; ne divise pas Iy, donc P(f) # 0, i.e Ker P(f) # E, et
d’aprés (*) et (**), on tire dim Ker(f — A1)? < dimKer(f — A1)
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On en déduit que indice de ’endomorphisme f — A Idg est ry (voir la remargne 1). C

Remarque 2. — En conséquence, les sous espaces caractéristiques N; de f sont égaux
A Ker(f - A)".
— Pour tout 4, r; est aussi I'indice de nilpotence de I'endomorphisme fiy, — X; Idy,.
— Ce théoréme permet de calculer le polynéme mirimal de f : on commence par
calculer le polynéme caractéristique de f, puis on calcule ensuite pour tout i lindice
de f — X Id (dans la. pratigue, les calculs sont quand méme assez longs).

4.2. Décomposition de Dunford

Nous allons maintenant donner une nouvelle réduction plus poussée que la simple trigo-
nalisation (mais moins que la réduction de Jordan), appelée décomposition de Dunford.
Nous donnerons denx moyens d’y parvenir.

THEOREME 2 {DECOMPOSITION DE DUNFORD). Soit f € L(E) tel que le polynéme caruc-
téristique P; de f est scindé sur K. Il existe un unique couple (d,n) € (L(E)) avec d
diagenalisable et n nilpotente, tel que

(i) f=d+n (ii) nod=don.

Démonsiration. On éerit Py = (—1)" H:=1(X — X}, et pour tout i, on note N; = Ker(f —X; Id)*
les scus espaces caractéristiyues de f.

Eristence. Comme E = Ny & ---@ N,, il suffit de définir & et n sur chaque N;. On les definit
comme suit :

Vi, Ve € N;, d(z)= Mz et n(x)= f(z) — A=,

Autrement dit, pour tout i on a &; = dijn, = M Idiy, et 8 = ny, = fin, ~ dildiy,. Les d; et oy
sont des endomorphismes de N; car NV; est stable par f donc par et n.

Ainsi définie, d est diagonalisable. Pour tout i, on a n{* = 0 {puisque par définition de N,
pour tout z € Ny, (f — X Id)*i(x) = 0). Si or = sup n;, n* s'annule donc sur chaque N; done sur
E =!I N;, ¢’est-d-dire n* = 0.

1l reste & montrer que d et n commutent. Pour tont {, on a d; = A; Idy, done n;od; = d;ony,
c'eat-a-dire que d et n commutent sur chaque N;, donc sur E = ], Ni.

Unicité. Soit (&', n') nn antre couple vétifiant les conditions. On remarque d’abord que f od' = d'of,
donc pour tout i, N; est stable par & (pour tout « € Nj, (f— M 1d)* [@(z)] = do(F -2 )" (z) =
0). Comme dyy; = A Idn, on en déduit que do d’ = d' o d sur Ni. Ceci étant vrai pour tout i,
comme £ = ®i_, Ni, on en déduit que d et & commutent. De plus d et d’ sont diagonalisables, on
peut domc les diagonaliser dans une méme base, ce qui prouve que ' —  est diagonalisable.

Commen=f—d, o = f—d et que dod’ = & od, n et n' commutent. Si on chaisit p et g tels
que »* = n'f = ), on a donc

(n—~-n'yte = E C’;+gn‘{—1)jn"‘ =0

i+i=p+e

{dans chaque terme de la somme, on a soit { > p, soit 7 2> g). Done n — n' = & — d est nilpotent.
Or nous avions montré que d&' — d est diagonalisable, donc d' — & = 0. Autrement dit, d = d' et
done n = o' [

Conséquence. Soit f € L(E) avec Py = (—=1)*[1i_,(X — A)™* scindé sur K. Reprenons les
notations utilisées dans la démonstration. Pour tout i, f; = fin, € £(N;) est trigonalisable
et ); est sa seule valenr propre (car f; — A; Idy, = n; est nilpotente) et donc il existe une
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base B; de N; dans laquelle la matrice de f; ala forme

A X e X

0 )&,‘ ..
(fig. = A=} |

L O §

0« 0 X

Comme E = &7_, N;, on voit que B = B, U---U B, est une base de E dans laquelle k
matrice de f a la forme

Ay
A,
(£l =
0
A,
Cette réduction est plus poussée que la simple t.ngona.llsatlon que nous avions vue au
théoréme 3 de Ia partie 1.4 (page 162).

Un auire moyen d’aboutir & la décomposition de Dunford. Nous présentons
une autre technique pour aboutir 4 Ia décomposition de Dunford, ui présente Pavantage
de montrer que les endomorphismes d et n sont des polynémes en f. Nous aurons besoin
pour cela d’un résultat préliminaire ¢ui fait Pobjet de la proposition ci dessous.

PROPOSITION 1. Seit f € L(E) et F € K[X] un polynéme annulateur de f. Soit F =
BM ... M2 la décomposition en facteurs frréductibles de K[X] du polynéme F. Pour
tout i, on note N; = Ker M7 (f). On e« alors E = N, @ - - ® N, et pour tout i, la
projection sur N; paraliélement & ®; ., N; est un polynome en f.

Démonstration. La fait que E = N, (B @& N, résulte du théoréme de décomposition des noyaux.

Pour tout £, notons ; = ]'L#. M Aunm facteur n'est commun a tous les §;, c’est-a-dire que
les {; sont premiers enire enx dans Ieur ensemble. En appliquant 1’égalité de Bezout, on voit qu'il
existe Uy, ..., Uy € K[X] tels que U Qh + - + 1U,Q, = 1, de sorte que

IdB=Ul(.f)°Ql(f)++Ul(f)°Qa(f)

Pour tont i, onmote P = U;Qi et oy = P(A). Onald = 5/, » (#). Par aillewrs, pour tout
Jj # 1, F divise :Q; donc

Vigi, piop =Q@i(N e UlUif) =0 (++)

On déduit de (*) que pour tout i, p; = Y 1., pi o pj eb done d’aprés (¥*}, p; = p?. Les p; sont donc
des projecteurs.

- Montrons que pour tout i, Imp; = N;.
Soit y = pi(z) € Imp;. On a

M ()} = M{(f) o P(f)=) = U ) o F(f)z) = 0

ce qui prouve que Imp; C Ker M (f} =

Ii reste & montrer l'inclusion réciproque. Soit = € N; = Ker M (f). D’aprés (*), 2 = p1(z) +

<o+ pyfx). Or pour tout § # £, g (2} = ;(F) o Qs{( M=) = U car M;" divise Q;, done finalement

z =z} € Imp;. Donc Imp; = N;.
— 1l ne reste plus qn a montrer que pour tout ¢, Ketp; = @iV

Pour tout § # i, on a N; C Kerp; car si # € Nj, alors p;(.’r) Ui f) 0 Q:{(f)=) = 0 car M
divise ;. On en déduit que &, N; C Ker p;.

Soit maintenant # € Kerp;. D’apres (*), # = 3, 4, p;(z) donc = € @;: N;. Finalement, Ker p; =
;o4 IV

La démonstration est terminée puisque par construction, les projecteurs p: sont des polynomes
en f. O
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— TuborREME 3 (DEcoMposITION DE DUNFORD, BIS). Soit un endomorphisme f € L(E)
tel que son polynome caractéristique Py soft seindé sur K. Il eziste un unique couple (d, n)
d'endomorphismes tel que

(i} d est diagonalisable, n est nilpotente.

(i) f=d+netdon=nod.
De plus, d et n sont des polynémes en f.
Démonstration. Eristence. Kcrivons Py = (=1)" [Ji- (X — A;)** et pour tout i, notons N; =
Ker(f — A )™ . La proposition précédente s’applique avec F' = Py et pour tout i, M;=(X-M) En
utilisant les notations précédentes, pour tout ¢, p; = F;(f) est le projecteur sur N; parallelement
8 D;2iN;. Posons d = i1 Mipi (ainsi construit, d est diagonalisable) et n = f —d = E:m(f -
A Id)p;. En utilisant le fait que les p; sont des projecteurs, que p; op; = U si i # 4, et que les p;
commutent avec f (ce sont des polyndmes en f), on a

YeEN, nf= ) (f~Xld)p
i=1

Orsi ¢ = sup; oxg, on a (f — A 1) ps = (X — X)*B](J) = 0 pour tout i car P; divise (X — X)7 R,
donc n? = 0.

Ainsi construits, d et n sont des polyndmes en f vérifiant (i) et (i1).

Unicité. Soit (d, n’) un antre couple vérifiant (i) et (ii). Les endomorphismes d’ et n’ commutent
avec d'+n' = f donc avec d et n qui sont des polyndmesen f. Ainsi, d et d' sont diagonalisables dans
une méme base, ce qui entraine que ¢ —d’ est diagonalisable. Comme d — d’ = n’ — n est nilpotente
{on montre ceci comme dans la démonstration du théoréme 2), on en dédnit que d—d' = n'=n = 0.

]

Calcul pratique de la décomposition de Dunford. Nous allons donner un moyen
pratique de calculer les endomorphismes d et n donnés par la décomposition de Dunford.
Nous allons pour cela calculer les projecteurs p;, et il suffira ensuite d’écrire que

fI:Z,\.-p,- et n=f-—d.

i=1

Commengons par remarquer (ue dans la démonstration du théoréme précédent (partie
eristence), on aurait pu remplacer Py par n’importe quel polynéme F annulant f et ayant
les mémes facteurs premiers que Py, en particulier par le polyndme minimal II, de f. Si
F =]z, (X — %) est un tel polynéme, on commence par décomposer 1 /F en éléments
simples dans K(X ) :

1 4 Ty mi’j
F- 2 [2 x- A;)J]
¥i
Pour tout {, on pose ensuite U; = Z:n,— X =AYt de sorte que
i=1

i=1

1 & U :
F= (o gy e 1=200,

o @; = [[; (X — A;Y7. 8i P; = UiQ;, les projecteurs p; sont alors donnés par p; = F(f)
(voir la démonstration e la proposition 1).

Il est en général préférable de prendre pour le polynéme F le polyndme minimal I, de
f (les degrés des polyndmes intermédiaires sont moins élevés). Mais le calcul de N, peut
&tre assez long, c’est pourquei on choisit parfois de prendre F' = Py,
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Application au caleul d’ezponentielle. L’écriture f = d + n donnée par la décom-
position de Dunford est intéressante car d et n commutant, on peut utiliser la formule du
bindime pour calculer f? :

P
fr={d+nP =) Cidont
k=0

Dans I'expression ¢i dessus, on peut retirer les termes de la somme pour lesquels k est plus
grand que l'indice de nilpotence de n.

Un autre intérat est le calcul d’exponentielle. En effet, d ot n commutant, on a exp{ f) =
exp(d+ n) = exp(d) exp(n). Le calcul de exp(d) est simple si une base B de trigonalisation
de d est connue :

A
Ay \ 0 et o 0
. 2
si [d]p = . s lexp(d)]p = exp(ld]s) =
0 - *
An etn

g-1 np

Quant 2 exp(n), il suffit d’écrire que exp(n) = Z — ol g est I'indice de nilpotence de n.
p=0 P

Dans la pratique, on calcule d et n grice a la méthode décrite plus haut. Avec les
notations précédentes, rappelons que

¥

d= i Aipi et n= Z:(f - X Id)p..

izl =1

On peut alors calculer exp(f)} sans diagonaliser d, & partiz des projecteurs p;. En effet, les
relations sur les p; entrainent que pour tout p, @ = Y;_, A¥ p; donc

+mdp Foo | 2 ,\p 1 +m N
ﬂp(d)=ga=§{§wn}—§[§" ]rf.-ge'n

Par ailleurs,

= ,\ Id e P Y3 G|
() = 522 = S [S UM, | S [SR U= M ],
p-Op p=0 Li=1 i izl Lp=0 r

Finalement, on en déduit

exp(f) = exp(d)exp(n) = 3™ > Q‘;"ﬂ] P

|
L p=0) P

(Un calcul d’exponentielle de matrice est traité  'exercice 1).

4.3. Réduction de Jordan

Nous allons maintenant donner une réduction encore plus poussée que la précédente,
appelée réduction de Jordan. En un certain sens, la réduction de Jordan est la plus poussée
que l'on puisse obtenir. Il existe cependant d’autres types de réduction qui ont aussi leurs
avantages et qui s’utilisent dans des circonstances différentes (voir I'annexe B).

La réduction de Jordan ne figure pas au programme des classes de mathématiques
spéciales. Cependant, les techniques utilisées dans sa démonstration sont trés classiques
et leurs connaissances permettent de répondre A beauconp de problemes.
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Réduction de Jordan d’un endomorphisme nilpotent. Nous allons commencer
par donner la réduite de Jordan d’un endomorphisme nilpotent. Nous verrons par la suite
que la réduction d’un endomorphisme quelconque s’en déduit facilement.

THEOREME 4 (REDUCTION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT).
Soit u € L(E) un endomorphisme nilpotent. Alors il existe une base B de E dans luguelle
fa matrice de u a la forme

o vvu 0 ..« O

. Uy . :
[H]B = : 0 avee Vi, v; € {0,1}.
: Uyl

D +++ o+ v D

Démonsiration. Soit + € N* I'indice de nilpotence de u, de sorte que "~ # 0 et u" = 0. Pour tout
i €N, on note F; = Ker(u*).
1) Mentrons que
W{0)=FeeFRi ¢ GFRaueF=E
(i) Pour tout § €N, 1 <4 < v, u(F) C Fiey.
Lz partie (i) résulte de la définition 2, car r n’est autre gue l'indice de 4 (voir la remarque 1}.
Montrons (ii). Soit i € N, 1 < i < r. Pour tout, 7 € 5, '~ '[u(z)] = v'(z} = 0 donc u(z) € F—1.
Donc u(F;} C Fi—1.
2) Nous allons maintenant montrer Pexistence de sev Gy, ..., G- et Hy, ..., H,_1 de E tels que
(}vi,1<i<r, Fi=Gio F.).
(i} vi, 1 <i < r — 1, u applique injectivement &4; dans G;.
{in) ¥i,1<i<s—1,G:=u(Giy1)® H;.
Soit G, un supplémentaire de F,._, dans Fr, desorte que F, =G, $ Fry1. Ona

(Ker ) NG, = NG, C Fo1 NG, = {0}
w(G,) Cu(F,) C Friy

done 4 applique injectivement &, dans F,_;.

u{G,) N F..3 = {0}. En effet, soit x € «{G,) " F,_2. Il existe y € G, tel que u(y) = z, et on a
0=uw"%(z) = u""Yy), donc y € F,_y NG, = {0}, donc y = 0, donc = = u(y) = 0.

On a donc (G, )®F,_3 C F,.,.l existe donc un s.e.v #H,_1 tel que w{G, )@ F 2@ H,_1 = Fr.1.
Si on pose Gp—1 = u(G,) ® Hr_y, on adonc Froy = Gy @& Fr—2, et % applique injectivement G-
dans G,--l-
(i), (i} et (iii} sont donc montrés pour i = r — 1. Pour montrer (i), {(ii) et (iil) pour i €
{L,...,r2}, nous allons utiliser une réenrrence deseendante. Supposons le résultat prouvé pour
i+1€{2,...,r=1} et montrons le pour i.

On s'intéresse au comportement de u sur Giyy. On a

{ (Keruw)NGip = NG CF NG = {U}
u(Gip1) Cu{Fip) C Fi

don¢ u applique injectivement. G4, dans F;.

w3 1) M Fioq = {0}, En offet, soit = € uf{(fi41) N Fi_;. Il existe y € Gy tel que & = u(y).
Orz € Fi_y donc 0 = w'~i(z) = v(y), doit y € Fi NGiz1 = {0}, <est-d-dire y = 0, donc
e=u(y) = 0.

On a donc #(Gi41)® Fi_1 C F;. On peut donc trouver un s.e.v H; tel que w{Gip1}@ Fic 1B Hi =
Fi. On pose alors Gy = u(Gi41) & H,, de sorte que F; = G; @ F;_y et u applique injectivement
Gﬂ.l dans G,'.
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Les s.ev Gy,... Gy et H._y, ..., Hy sont ainsi construits de proche en proche. Les propriétés ]
et {iii} & J'ordre 1 sont

{ Keru=Fi=sGi@Ffo=Gi1o{0}=060
Gy =u(G)e

En résumé, la suite Gy, ... , G, vérifie

E=G. &G 19 &G

Gy=F1=Keru

¥i,2 < § < r, u applique injectivement G; dans G-,
8) Partant d’une base €i5,--. &g de G, u(ei1), .- ,u{€iq,) est une famille libre de Gi_1 que
Pon peut compléter par £;y,...,8~1,s,., pour obtenir une base de (3;_;. Nous cbtenans en

réunissant toutes ces hases une base de E que nous pouvons écrite sous la forme du tableau 3
double entrée suivant.

Gr Er,1 et Er2,

Geo1 i ulert) |- | wlers,) €—1,0 ] Er=1s0m

G, g flu(ern) | |82 (ers, ) || wlerm1a) |- wler-1,,.4) €r—2,1

Gy || (ers}} - [o (e ) |7 Herog, ) [ {8 Mmoo, 0 ) [ 87 2Er—21) ‘»'[!61,1 - ey,

4) En lisant le tableau précédent colonne par colonne, de bas en haut puis de gauche 4 droite, nous
obtenons n nowvel ordre (ei, ... ,€n) des vecteurs de cette base. On voit alors que u(e;) = €51
si ¢; n'est pas situé sur la derniére ligne, u{e;} = 0 si ¢; est situé sur la derniére ligne. La base
B = (€1,... ,€n) convient donc pour le théoréme. (]

Remargue 3. Une autre manidre de voir les choses est de remarquer que [#]g est constituée
de blocs nuls et de blocs de la forme

o1 ¢ ---0
o & 1 :
; . 0
: ¢ 1
0 -+« - - 0

centrés sur sa diagonale principale.

THEOREME 5 (REDUCTION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME). Soit f € L(E) tel que
son polynéme caractéristique Py soit scindd sur K :

¥

Pr=(=1"TUX = 2),  (A#E X o8 i#7)

i=1

Alors il eziste une base B de E dans laguelle la matrice de f uit la forme

Awy 0 - 0
Ay Ay 0 0 A vy :
{fle = .. , o Vi, A= .. .. .. € M, (K}
0 ' A, : A B
0 «ov oer 0 N

avec pour tout (i,7), vi; € {0,1}.
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Démonstration. Pour tont i, on note N; = Ker(f — X;1d)® les sous espaces caractéristiques de
fOnaE=Ni @ -@&N, et les N; sont stables par f. Pour tout ¢, on poge f; = fin,. On a
fi € L(Ni) et (i = A 1d)** = 0, done n; = f; = i Id est nilpotent. D'aprés le théoréme précédent,
il existe donc une base B; de N, telle que

0 o, 0 .- 1]
. vz . .
[“§]Bi= 1]
; Ya,—1
0 - 1]
)«,‘ v 0 0
6 M vy ‘
donc [filg, =[Mldw, +ni)p, = @ .. - .
-: . '\i Yiei—1
g -«- .. 0 Ad

avec pour tout j, 1 € § < a; =1, v;; € {0,1}. Comme E = Ny & --- @ N., on voit que
B=BuU...UB, est une base de E et que

Lfl]Bl

[f 2] By

0

fls = .
(fs]s.
doit le résultat en posant, pour tout ¢, 4; = [fi]5,. a

Remargue 4. Ce théoréme peut aussi s’interpréter comme suit : [f]p est constituée de
blocs du type (A;) ou

A1 0 0
0o X 1 :

' . 0
; .ooA 1
0 0 N

tentrés sur sa diagonales principale.

4.4. Exercices

EXERCICE 1. Calculer I'exponentielle de la matrice

1 4 =2
M= 0 6 =3 | € Ms(R).
-1 4 0

Solution. Le polynome caractéristique de M est Py = —(X ~ 2)3(X — 3). Les valenrs propres de
M sont done A = 2 et Ap = 3. Pour calculer 'exponentielle de A , nous allons utiliser 1a méthode
décrite dans la partie 4.2, en employant les mémes notations. On part ici du polynéme annulateur
Fe=(X-2(X-3)Onaid@Q =(X-3)et Qs = (X - 2)2. On recherche maintenant
U, U2 € R[X] tels que Uy Q) + U;Qz = 1. On effectue pour cela la décomposition de 1/F en
éléments simples. Aprés caleuls, on trouve

1 ! _ 1 1 I X -1

FTX-PX-3)" X-2 X2t X-3"X_3 X -97
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done (X ~2)? — (X ~ I)(X —3) =1, et donc U; = —(X — 1) et U; = 1 conviennent. Si maintenant
P, =U,Qy=—(X —1)(X —3) et P; = UQ; = (X —2)?, lea projecteurs p; et p; sont donnés par
P11 = Pi(M) et py = Po{M). On zait alors que

exp{M) = e (Is + Tll'(M - 2!3)) P+ €¥2py = €2 (M — I3)p; + pa.

Un calenl donne

-2 -4 6
pr = Py (M) = —(M — I}(M - 33} = ( -3 -3 6 )
-3 -4 7

3 4 -6
p=P(M=(M-2L°=| 3 ¢ -6 |,
3 4 -6

(au passage, on vérifie que p; + po = Ia), donc

—623 4 30 —4e? 4 40 100 — 662
exp(M)=| =622+ 3¢5 =3e? +4e® He® - Ged
—Te? + 3¢ —4€® +4e® 1le? —6e?

EXERCICE 2. Soit M € M,(C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur la ma-
trice M pour que Lim,_. .. ¥ = 0.

Solution. Nous allons montrer que lime_ 4 ¢** = 0 3i et seulement si pour toute valeur propre
de M, la partie réelle R(X) de X vérifie RA) < 0.

Condition nécessaire. Supposons que liMiteeqoo €M = 0. Soit A une valeur propre de M, et X un
vecteur propre assacié. On a facilement

YpeN, MPX = WX
donc

o 400 I +00 P o

t - am =

vteR, £ X...E —!M”X..E EA"X_C X
=t p=0

Ainsi, limy_ o & = 0, ce qui entraine R(A) <0
Condition suffisante. Supposons que pour toute valeur propre X de M, on ait R{A) < 0. 8i A =
(@i jh<ijen € Ma(C), on pose JIAll = 3, ;laij|. La norme ]| - || est une norme dalgébre sur
n
D'aprés Je théoréme 2, on peul écrire M = D'+ N avec D diagonalisable, N nilpotente et
DN = ND. Comme D et. N commutent, on a exp(M ) = exp(D) exp{N). Soit P € G£,(C) tel que

A
As 0
PlDP = . =D,
0 -
An

Les X; sont ies valenrs propres de M, et par hypothése y = sup, R();} < 0. On a

eth; 0
et%g

Vt e R,exp(iD’) =
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dong
vt eR,|[exp(tD}] = 2 Iethl = Zeﬂl(k.—) < neth

=1 i=1

Comme exp(t D} = P~ exp(tD') P, ceci entraine

llexpD) S HP™Y| - net - |P = Ke'“. (*)
Maintenant, N étant nilpotente, on a
12 t"_l
V>0, exp(N)=IL+IN+ -2—!N2 +-+ (—n-_T}!N“"
donc
eI S 4 UV 4+ o INIP = 10O

Avec (*), on peut maintenant éerire
llexp(t M)l = [texp(ED}expe M) < {|exp(t D) - Nexp(N )| < Ke™ f(1).

Comme ¢ 1= f(£} est polynomiale et gt < 0, on en déduit que Hmy—. 4o eM = .

ExERCICE 3. Soit M € A4,(C). Donner une condition nécessaire et suffisante sur M pour
que M et 2M soient semblables.

Solution. Supposons M et 2M semblables. Alorssi A est valeur propre de M, 2A est valeur propre
de 2M, donc de M (car M est semblable 3 2M). De méme, 2{2A) est valeur propre de M. On
itérant le procédé, on voit ainsi que pour tout p € N, 27X est valeur propre de M. M n’ayant
qu'un nombre fini de valeurs propres, on doit donc aveir A = 0 pour toute valeur propre A de
M. Le corps de base C étant algébriquement clos, on en déduit que la seule racine du polynéme
caractéristique Py de M est 0, donc Py = (—1)"X", et donc M est nilpotente d’aprés le théoréme
de Cayley-Hamilton.

Réciproquement, supposons M nilpotente. Soit f ’endomorphisme de C* dont la matrice dans
la base canonique B de T est M. On sait {théoréme 4) qu’il existe une base By = {e1,...,¢n) de
C telle que

0 un 0 .- 0
0 ¢ wu
As, =1 : o0 avec Vi, v € {0,1}).
B 0 -1
O -« oo oo 0

On note maintenant By la base By =_(el,2e-_,, .2 %g,). Pour tout i € {1,... , =1}, on a
fleis1) = vie; done f[2ei41] = (20:)(2Yes), et donc

0 29w ¢ .- 0
0 0 Zve . :
s, =1 R A L
: 0 2vp
0 - - - 0

donc 2[f]m, et [fls, sont semblables, donc 2M et M sont semblables.
En résumé, M et 2A sont semblables si et senlement si M est nilpotente.
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EXERCICE 4 (TOUTE MATRICE EST SEMBLABLE A SA TRANSPOSEE}. a) Soit une matrice
M € M,(T). Montrer que M et * M sont semblables (on pensera & la réduction de Jordan)
b) Que dire dans M, (R)?

Solution. D’aprés le théoréme 5 et la remarque 4, il existe Q € G4:,(0) telle que

My

]
M=0Q'MQ= M:
0
Mﬂ'
a 1 H 0
[ |
avecles Midelaforme | g ¢ o o | ou(a)
: R |
0 - e 0 o«

Pour tout i, on va montrer que M; et *M; sont semblables. Si M; = (a}, c’est évident. Sinon,
M; est de la forme

a 1 g - 0
0 «o 1 oo
Mi=| ¢ ax .0 € M, (0).
I o
0 0 o

Soit f; Pendomorphisme de €% dont. M; est la matrice dans la base canoniyne B = (e1,... ,¢6x;)
de O . Soit B’ la base (en,, ..., €3,€1) de C**. On a facilement

@« 0 - o D
1 a 0 :
Flee=1 06 1 o - @ |='lfls
: SR
] 0 1 &

donc 'M; = [fi]p+ est semblable & M; = [fi}5.
Pour tout i, on peut donc tronver une matrice F; inversible telle que *M; = P‘.'IM,-R‘. La

Py 0 P 0
matrice P= ( . ) € Mn{C) est inversible, son inverse est P! =
0 Py 0 Pl
eton a
PrIM Py 0 ‘M, 0
P-lM'P= .. = . = "M’
0 PriM, P, 0 ' My

ce qui entraine {Q-IMQ) = P~HQ 'MQ)P done *M = R"'MR avec R = QP'Q.

b) Dans M, (R), on ne peut plus procéder comme plus haul car le corps de base R n’est pas
algébriqnement clos et donc on n'est pas assuré de la réduction de Jordan de M.

On s'en tire tire antrement, Si M € Ma(R) C Ma(C) alors d'aprés a), il existe P & Gfa(C) tel
que 'M = P~!MP. On a vu au probléeme 10 du chapitre Il que denx matrices réelles semblables
dans Mq{C) sont semblables sur M, (R), antrement dit, il existe Q € GL,(C) tel que ‘M =

QIMQ.
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Remarque. Le résultat de a) reste vrai sur tout corps K dés que Py est scindé sur K
On en déduit que pour tout corps X, M € M, (K) est semblable dans M,(L}a ‘M ou L
désigne le corps des racines de Py. Si K est infini, on en déduit (toujours grace au résultat
du probléme 10 du chapitre III} que M et ‘M sont semblables dans M,(K). (En fait, cecl
est vrai méme si K est un corps fini — voir I’annexe B, partie 3.2.)

EXERCICE 5 (LOGARITEME D'UNE MATRICE INVERSIBLE). 1/ a) Soit M € G£,(C). Mon-
trer qu'il existe 4 € M, (C) telle que exp(A) = M.
b) Déterminer ’ensemble des matrices B € M,(C) telles que exp(B) = I...

2/ (Application). On se donne un entier p > 2.

a) Soit A € G£,(C) nne matrice inversible. Montrer 'existence d'une matrice B telle que
Br=A

b) Lorsque A € M,(C) n'est pas inversible, existe-t-il toujours une matrice B telle que
A= Br?

3/ (Seconde application}. Montrer que G4,(C) est connexe.

Solution. 1/ a) D’aprés la conséquence du théoréme 2, M est semblable 2 une matrice de la forme

O
By B 0 X
2
M= ) , les blocs B; étant de la forme 0 A
0 f. E . o *
B, o .- 0 X

Soit B € Mm(C) un tel bloc. On a A # 0 puisque M est inversible. On peut écrite B = A(Im + N)
oii N est une matrice nilpotente. Posons C = 1., + . Par analogie avec le fait que pour {t|<1,

Ios(1+t)=t—§2:+%+-u,on pose

N2 Nm—l.
=New—4- -+ {(=1Ye—.
D=N-—5+-+(-1)" =

Comme on s’y attend, nons allons montrer que exp(D} = Iin + N = €. Ceci peut se deéduire
d'un calcul formel analogue an cas des séries entitres sur €. Pour le lecteur non convainct, nous
allons donmer une autre démonstration. Pour tont ¢ € R, on pose

D(t) = 1N - Ln? 1y L et
@)= tN =GN+ GV
Par dérivation, on obtient DF(1) = N — IN2 4. - (=1)mtm=2N™~1 el comme N™ = U {car N est
nilpotente), on a {Im +EN)D'(t) = N. $i S(t) = exp[D(t)}, on a done (In +tN)S'(t) = NS() (),
et en dérivant une nouvelle fois (L + tN)S¥(t) = 0, d'ol on fite $”(t) = 0 car (Im + 1N} est
toujours inversible (son inverse est I, — N 4+ £*N? 4 ... 4+ (=1)""*M™!). Pour tout t, 5'(¢)
est donc une fonction constante, égale & $'(0) = N d’aptés (*). Or S(0) = Im donc pour tout 2,
5(t) = I, +tN. En particulier, C = 5{1} = exp[IX1)] = exp(D}.

Ceci étant, soit. g € C tel que ¢ = A (si A = |Ale, il suffit de prendre p = log|A| + i0). Alors
expl(pidm + D) = exp(pplm) exp(D} = (Mn)C = B.

Ainsi, pour tout i, il existe une matrice A; telle que exp{4;} = B;. Si on note

Ay o exp(Ai)

A exp(A
A= : ) , ona exp(A)= p(42) . =M.

'] v -
Ap exp{Ap)

§i P est une matrice inversible telle que P='M’P = M, on voit qne la matrice A = P-1A'P

vérifie exp(A) = P~ lexp(A )P = M.
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b) Considérons une matrice B € M,(C) telle que exp(B) = I,. On pent écrire B=D + N oit D
est une matrice diagonalisable, N une matrice nilpotente, avec DN = ND.

Nous allons montrer que ¥ = 0. On a I, = exp{B) = exp(D)exp(N) donc exp{N) =
exp(D)~! = exp(=D). L’exponentielle d’'une matrice diagonalisable étant diagonalisable (pour
§'en convaincre, se placer dans une base de diagonalisation et remarquer que 'exponentielle d’une
matrice diagonale est diagonale), exp{(N) = I+ N +- - -+ N"~1/{n —1)! = exp(—D) est donc diag-
onalisable. Si on pose @ =14 X + .- 4 X""1/(n - 1)1 € R[X], on a exp(N) = Q(N). Comme ¥
est nilpotente, sa seule valeur propre est 0 donc la seule valeur propre de Q(N) est Q(0) = 1 {voir
Ia remarque 1 de la partie 2.1, page 172). De plus, on a vu que Q(N) = exp(N) est diagonalisable;
elle est done semblable A Videntité, donc égale a I, et donc N 4+ -+ N*~}/(n—1)! = 0. Autrement
dit, le polynome R = X + -4+ X"~1/(n = 1)! aunule N. Le polyndme minimal Iy de N est debs
forme Iy = X* puisque N est nilpotente. Comme R(N) = 0, on a lly = X¢ | R, ce qui entraine
que & = 1. Finalement, 0 = Iy(N) = N.

En résumé, on a montré que B = D est diagonalisable. Soit P € G£,.(C) tel que

Ay 0
P-ipP = ‘
0 An

e

In = P~lexp(B)P = exp(P™'BP) =
0 g2

done pour tout j, e*5 = 1, c’est-a-dire A; € 2ixZ. Réciproquement, si B est diagonalisable a valeurs
propres dans 2ixZ, on a facilement exp(B) = I,,.

Les mattices B telles que exp(B) = I, sont donc les matrices diagonalisables & valeurs propres
dans 2ixZ.

2/ a) Le résultat de la question 1/a) nous assure P'existence d'une matrice M telle que A = exp{M).
En posant B = exp{M/p), on a B? = exp(M) = A.

b) Non! Considérons une matrice nilpotente A dont l'indice de nilpotence est n, i. e. vérifiant
A" = 0 # A"1. Une telle matrice existe, par exemple le bloc de Jordan

0 1 0

: |
g -« -~ D

Si A = B?, alors A® = B* = 0 donc B est une matrice nilpotente, done B* =0 {(en effet, d’aprés
la remarque 8 page 176, Pp = (—1)"X™ donc B™ = 0 d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton).
Or 0 # A*=! = Br("—1} donc forcément p(n — 1) < n, ce qui est impossible dés que » > 2.

3/ 11 suffit de montrer que Gfn({) est connexe par arcs. Soient P, @ € G£,(C). 1l existe deux
matrices A et B telies que P = exp(A4) et @ = exp(B). Le chemin ¢ : [0,1] = Mgy(C} ¢t~
exp(tA + (1 — £)B) relie continiiment @ = exp(8) & P = exp(4). De plus, pour tout ¢t € [0,1], ¢(?)
est Pexponentielle d'une matrice, donc inversible. Finalement, ¢ relie continiiment, P et. Q dans
G£,(C), d’ot le résultat.
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5. Problémes

ProBLEME 1. Soit K un corps commutatif, un entier n > 2 et

a b -+ b

M= boa o € My{K), avec b#0.
EARE PR 1
b --- b =

a) Déterminer les valeurs propres de M et montrer que M est diagonalisable.
b) Lorsque M est inversible, calculer Pinverse de M.
¢) Pour tout p € N, calculer M?.

Solution. a) La matrice M —(a—b)Jn n’est constituée que de b, elle est donc de rang 1. Autrement
dit dim Ker[M — (a — b)I,) = n — 1, ce qui montre yne a — b est valeur propre de M et. que le sous
espace propre correspondant est. de dimension n — 1. Le polynéme caractéristique Py de M g’écrit
donc sous la forme
Pu=(-1"[X—-(«-B"(X-a), o€k

On sait que (n = 1)(a = b) + a = tt M = nat, donc o = ¢ + (n — 1}b # a — &, et o est valeur propre
de M. La somme des dimensions des sous espaces propres trouvés est £gal & n, ce qui pronve que
M est diagonalisable, semblatle &

«—10

a—2b
a4+ {n—1)b

Au passage, i b # 0, le polynome minimal de M est Ty =[X = (« =X —{a +(n — 1)$)].

b) La matrice M est inversible si et seulement si il n’a aucune valeur propre nulle, autrement dit
§ et seulement si o — b # O et a + (n — 1)b % 0. Dans ce eas, la relation

Ma (M) =0 = M? — (2a+ {n ~ 2)0)M + (a = b)(a + (n = Db}

]

entraine
MM — (2u + (n — 2)b)13) = (b~ a){a + (n — 1)})n,

done
1

M~ = {(« - )+ (n— 1))

[(2a+ (n — )0} - M].

¢} On commence par «ffectuer la division euclidienne de X? par lps. On sait que
(3D € K[X], 30,8, €K),  X? = Ma(X)D(X) + (apX + 5p).
Dans cette dernitte relation, en donnant 3 X les valeurs u — b et a 4 (n — 1), on obtient
(@—bY =0k cpa—b) 4B, et [ak(n— 1P = ap(ut (0 = 1) + 65,
d’olt

_B+{n— D) ~(a-bp
%= nb

_ nb{e — )P — (o +{n — 1)) {« - b) + (a — bpt!
nb )

et [y
Finalement, on a

M? = DM {M) + oo, M & B0, = 0, M + B L.

ProBLEME 2. Soit M € M,(Z) telle qu’il existe un entier n € N* vérifiant M™ = 1,.
Montrer que M = I,
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Sofution. Regardons M comme une matrice de Ms(C). Par hypothése, M® — I; = 0, ot dane
le polynome X™ — 1 annule M. Ce polynome n’ayant que des racines simples dans C, M e
diagonalisable dans Ma(C) :

3P e G4{(C), PIMPpP = ( ‘; g ) =D avec o,f€C
Comme M® = I, on a D" = I, donc o™ = §* = 1. En particulier, la| = 1Bl=1 {*).
Onaat+f=trD=trMeZ De(*),onendédut a+F ¢ {-2,-1,0,1,2}.
~ Sie+ =2 de (*) ontire a = F = 1. De méme,si o + 8 = =2, n=pf=-1
— 8i o+ f = 1, un peu de calcul montre grace a (*} que
@8 = () o (@ f) = ()
— Sia+ 5 =-1, onade méme
{a,ﬁ) = (E-zir,!a‘czirfa) on (“1 ﬁ) = (eziw,lsje-zix{‘s)_

- Sia+f=0,onf=—a.Oraf =det M € Z,donc o* € Z,donc d’aprés (*), o® € {-1,1},
doh & € {—1,1,—i,¢}. Donc

(o, 8 € {(-1,1),(1,=1), (G, =3}, (=3, )}

Dans tous les cas, on voit que a'? = @17 = 1, ce qui prouve que D2 = I, et donc M 12 = L,

ProBLEME 3. Soit E un Ce.v de dimension finie n € N*.

1/ a) Soit f € L(E) tel que ¥p,1 < p < m, tr(f?) = 0. Montrer que f est nilpotente.

b) Pour tout u,v € L(E), on note [u,v] = wo — vu (crochet de Lie de u et v). Soient
£, g € L(E) tels que [[f, g], f] = 0. Montrer que [f, gl est nilpotente.

2/ Soient f,g € L(F) tels que pour tout p € {1,...,n}, tr(f7) = tr(¢?). Montrer que f
et ¢ ont méme polyndme caractéristigne. (On pourra utiliser le résultat de la remarque de
Pexercice 3 de la partie 4.3 du chapitre II, page 81.)

Solution. 1/ a) Il suffit de montrer que toutes les valeurs propres de M sont nulles (voir la

remarque 6 de la partie 2.3).
Ecrivons le polynome caractéristique de f sous la forme

q
Py = H{X =), les ); ¢tant des nombres complexes distincts.
i=1

En trigonalisant f dans une base B (on peut car C est algébriquement clos), on s’apergoit que

¢
Yplgpen, Y X =u(ff)=0
i=1
(en effet, les termes de la diagonale principale de [£)% sont les puissances p-iéme des termes de Ja
diagonale principale de [f]g). Raisonnons par I'absurde et supposons les ; non tous nuls. Quitte
3 renuméroter les A, on peut supposer yue les X; non nuls sont A1, ..., 4, (avec r £ ¢) de sorte
que

Vp,1<p<n, Za.-)kf =0.
[ES ]
Si M désigne 1a matrice
X oA o M
,\‘i! )ﬁé . )2
. € M. (C},

M oON o X
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o
on a dome M = 0, ce ¢ui entraine yne M n'est pas injective et donc que det M = 0. Or
@p
1 1 1
A Az o A
det M =X+ A . , D oh=aeay [T -
r:—l r:—l ; 1 1gi<y gr
A} AL e AT

(ce dernier déterminant est un Vandermonde). Comme det M = 0 et que les A; (1 <7 < ) sont
non nuls, on en déduit qu'il existe i # j tels que X; = A;, ce qui est absnrde car on avait choisis les
A; deux & denx distincts. Les valeurs propres de f sont donc toutes nulles, et donc f est nilpotente.

b) La trace d’un crochet de Lie est toujours nulle car si u,v € L£(E), trfu, 5] = te(uv — vu) =
tr{uv) — tr(vu) = 0.

Ceci étant, d’aprés la question précédente, pour montrer le résultat il suffit. de montrer que pour
tout p, 1 < p < n, tr{[f, g)*) = tr[(fg — af)?) = 0. Fixons un tel entier p. On a

(fg -9tV = (Fa—gfP e —9f) = (fa—afP™ Fa— s —ofV"'9f,
et comme f el (fg — gf) commutent par hypothése,
(g — o) = Ko = 9f¥ g —(fo— o/ 'of = If.(Fa - 9SP""q).

D'aprés la remarque précédente, on a donc tr{{fg — ¢5)¥] = 0, et ceci ponr tout p, 1 < p < n, d'olt
le résultat.

2/ Notons Ay, . .. , An les valeurs propres de f (répétées avec leur ordre de multiplicité). Comme plus
haut, on obtient, en trigonalisant f, que tr(f?) = A 4 .-+ M. D’aprés les formules de Newton (voir
P'exercice 3 de l1a partie 4.3 du chapitre II, page 81), les @, = 3 X - -+ X, polynomes symétriques
élémentaires de T[X1, ..., Xn], s'expriment en fonction des sommes de Newton Sp = 3.0, X7
(1 < p < n). On peut donc exprimer les coeflicients du pelyndéme [T7-.(X — X;) en fonction des
S, (1 € p < n). On en déduit que les coefficients du polyndme caractéristique [ (X — &) de f
s'expriment en fonction des te(fP) = Y0, A {1 € p € n). Il en est de méme pour g, et comme
t(fP)=tr(gP) pour 1 < p<n,ona F; =P,

ProBLEME 4 {ENDOMORPHISMES DE L(E)). Soit £ un K-ev de dimension finie n. Si
¢,v € L(E), on note L, € L(L(E)) Pendomorphisme défini sur L{E) par Ly(f) =uo f,
et on note R, € L(L(E)) celui défini par R,(f) = foo.

1/ a) Calculer dim(Ker L,) et dim(Ker R,) en fonction de dim(Ker %) et de dim(Ker v).
b) Montrer que u (resp. v) est diagonalisable si et seniement si L, (resp. R.) est diago-

nalisable.
¢) Donner les matrices de L, et R, dans des bases commodles.

2/ On note A, , = L, — R, € L(L(E)).

a) Si u et v sont diagonalisables, montrer que A, , est diagonalisable.

b) On suppose que P,, le polynéme caractéristique de u, est scindé sur K. 5i 4, , est
diagonalisable, montrer que u est diagonalisable.

Solution. 1/ a) On a
feKer(Ly) &= nof=0 < Imf Keru,

on en déduit Ker(L,) = £{E, Keru), d’ott dim{Ker L) = ndim(Ker u).
Pour Ry, on & )
feKer(R,) & for=0 « ImvCHKerf.
Si S désigne un supplémentaire de Imv dans E, Ker R, est donc isomorphe & £(5, E), d'ol
dim(Ker R,) = ndim § = n(n — dim{Imn v)) = n dim(Ker v)..
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b) Si P € K[X], on vérifie facilement que P(L,) = Lp(,). On a donc Péquivalence
P(u)=0 <= Yf, Plu)of=0 < Lpn) =0 &= P(L,)=0.
On en déduit que u et L,, ont méme polynéme minimal. Donc d’apréz le théoréme 2 de la partie 2.1,

(page 173), u est diagonalisable 8i et senlement si L, est diagonalisable.
On procede de méme pour R,.

c) Soit B = (e1,...,¢n)} une base de E. On définit la base (¢i5)1<ij<n de L{E) par
c;_;(e;) = ;e (6,"; = 1si j = k,= 0 sinon).

Ecrivons [«]p = (#; )1<i.j<n |2 matrice de u dans la base B. On a

n f
wo e j{er) = b p ulei,) = Bjon I @isni = D i € joler),
i=1

i=1
done Ly{ei ;) = Y i-; arier,j. Dans la base
Bl = (el,li' LW ML B A T - MR I PR leﬂ.ﬂ)l

la matrice de L, s’écrit donc

M

M
(Lu]a, = . , ob M =[us.

M

Si on écrit [v]a = (b )1¢i5<n, un caloul analogue donne Ryleij) = 3 poy bjk €. Ceci entraine
que dans la base
B, = (31,1, EEL N TLRETREEL > X TR B PR lcﬂ,ﬂ)l
la matrice de R, s’écrit
N
‘N
[Ru]B, = . , ot N=[p.

‘N

2/ a) On sait déja que L, et R, sont diagonalisables d’aprés 1/b). Or
Vi€ L(E), LuoRuf)=uofov=Ry(uof)=RyoLulf)

c'est-a-dire que L, ¢t R, commutent. On peut donc les diageonaliser dans une méme base, et cette
base diagonatise Ay y = Ly — Ry

b) Comme P, est scindé sur K, on peut écrire {clécomposition de Dunferd, voir la partie 4.2)
v = d + n, d diagonalisable, n nilpotente, avec n o d = d o n. Pour alléger les notations, on note,
pour f € L(E), Ay = Ay

Ob a Ay = A4 + An. Or il existe p € N* tel que a? = 0, ce qui entraine {An)* = An» = 0,
c’est-a-dire que A, est nilpotent. D'aprés 2/ a), Aq4 est diagonalisable. Lea endomorphismes d et n
commutant, L4, Ry, Iy et R, commutent, done A4 et 4, commutent.

Ay = Az + A, est donc 'unigue décomposition de Dunford de A,. 4, étant diagonalisable, on
a donec A, = 0, ¢’est-a-dire que ponr tout f € L{E), no f — fon = 0. En d’antres termes, n
commute avec tous les éléments de L(E); c’est donc une homothétie. Or n est nilpotente, donc
n =0, et donc u = d est diagonalisable.

Remarque. Une conséquence de 1/ a) est que pour tout A, dim(Ker(L, — AId)) =
ndim(Ker(u — A Id)). Cette égalité permet également de montrer 1/b).
Avec 1/c), on aurait pu démontrer directement 1/a) et 1/b).
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PRoBLEME 5 (RESULTANT DE DEUX POLYNOMES ET APPLICATION).
1/ Résultant de deuz polynémes. a) Soient P et  deux polynémes non constants de C{X].
Montrer gque P et Q ont un facteur commun non constant si et seulement si

(A, Be X],A#0,B#0), AP=BQ avec deg(A) < deg(Q),deg(B) < deg(P).

b) Pour tout r € R, on note I, = {P € C{X] | deg P = r}. Pour tout m,n € N*, montrer
qu’il existe une fonction continue

R: T, xI,—=C (P,Q)— R[PQ]

vérifiant
(P et Q sont premiers entre eux) <= (R[P,Q] # 0).

2/ Soit n € N*, On note D l'ensemble des matrices diagonalisables de M, (C). Quel est
D, lintérieur de D7

Solution. 1/ a) Condition nécessaire. Supposons existence de R € Cl.X], deg(R) > 1, divisant
Pet Q. Soient P, et Ry € C[X] tels que P=RPi et Q=R SiA=Qiet B=FP,ona
AP = RP,Q, = BQ avec deg(A) = deg(@h) < dex{Q) et deg(B) = deg(P1) < deg(P).
Condition suffisunte. Supposons que P et @ n’aient aucun facteur commun nen constant, c’est-b-
dire que P et () sont premiers entre eux. Si AP = BQ, Q’aprés le théoréme de Gauss, on a P | B.
Comme B # 0, ceci entraine deg(B) > deg(P), ce qui est absurde.
b} Soit P=dg+a; X+ - +em X™ ETmet Q=bu+b X4 4b, X™ € T',. D’aprés la question
précédente, P et Q ont un facteur premier non constant si et seulement il existe A, B € ({X] non
nuls, deg(A) < deg((Q) et deg(B) < deg(P) tels que AP = BQ, autrement dit si et senlement si les
vecteurs P, XP,.... X" VP et Q,XQ,..., X" 1@ forment une famille liée de {JX], c’est-a-dire
si et seulement st

detg(P, XP,... X120, XQ,... X" 1Q) =0,
ol B désigne la base {1,X,..., X" "1} de Cpnyn-1[X]. En d’autres termes, P et @ ne sont pas
premiers entre eux si et seulement si le déterminant

de Gy - P [T 0

0 ay iy i (m

: . . . 0
REQ=ly g b 0

0 b(i r’ﬂ-l bﬂ :

0 -~ 0 be - b b

est nul {ce déterminant est appelé révultant de P ot Q). Ainsi définie sur T'p, x Ty, R est une
fonction continue de P et. ) (car polynomiale en les coefficients de P et @), et. vérifie : P et @ sont
premiers entre eux si et seulement si R[P, Q] # 0.

2/ Un peu {d’intuition nous guide. Nous allons montrer que b =T, ol T désigne 'ensemble des
matrices diagonalisables dont les valeurs propres sont toutes distinctes.

&
Montrons T ¢ 1. Soit M € T. Dire que M € T équivant a dire que le polynéme caractéristique
Py de M 1’a que des racines simples, ou encore que Pas et Pj, sont premiers entre eux, ol encore
RiPr, Pay] # 0. L'application

@: Ma(Cy—C M — R[Py, Py
&t continue. On vient de voir que T' = p~1(C*), ef donc ' est ouvert (image réciproque d;un

auvert par une fonction continme). Or T C I, done T C b
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Montrons f) CT. S0it M € f:l et supposons M € ['. La matrice Af est diagonalizable et admet
une valeur propre multiple X, de sorte qu’il existe P € G£n(C) telle que

A

3 0
PiMP= A3
0
An
Pour tout entier p > 0, on pose
A % 0
A
Mp = 1\3
0

An

1

Pour tout p, M, n’est pas diagonalisabie, sinon la restriction ( 3 i ) de M, aux deux premiers
vectenrs de la base canonique de T serait diagonalisable, absurde car alors cette matrice serait
semblable & AT;, donc égale 3 ALy, Or M = limp— 400 PMp P2, donc M est limite d'une snite de
matrices n’appartenant pas 3 D, done M & f) Ceci est. absurde, et on a donc avoir M € . D’oid
Je résultat.

Remarque. On peut montrer (voir la démonstration de I'exercice 1 de la partie 3.4) que
I' est dense dans M, (T).

PRroOBLEME 6 (RAYON SPECTRAL D’UN ENDOMORPHISME CONTINU). Soit E une algébre
de Banach sur C, munie d’une norme d’algébre )| - .

1/ Soit u € E, u # 0. Pour tout » € N*, on note U, = jju* ||}/
a} Soit m € N* fixé. Prouver que

Ve >0, IN €N, Y0 2 N, U < Un(l +6).

b) En déduire que p(u) = im,_ 4., U, existe, et que p(u) = inf{l,, n e N"}.

¢) Pour tout u,v € E, montrer que p(uv) = p(vu).

2/ Soit 3 u, z® une série entiére de rayon de convergence R € J0, 4oo). Soit v € E. Si
p(¢) < R, montrer que Y u, u" converge dans E. Si p(n) > R, montrer que 3 e, v”
diverge.

3/ On considére ici le cas particulier oii E = M,(C). Seit A € M,(C). Montrer que
p(A) = sup{|r], X valeur propre de A}. (Indication. On pourra utiliser le résuitat a) de
’exercice 4 de la partie 3.4.) .

Solution. 1/ a) Pour tout n € N*, on considére n = g{n)m + r{n), 0 < r(n) < m, la division
euclidienne de n par m. On a
¥n e N°, 1, = || = [Jut®Fn om0 < [um el fluirinde, (%)

Pour tout n, |r{n)| < m donc limpa 4o 1{R)/0 = 0 et liMp o poo 9{n)/n = 1/m. Le terme de droite
de (*) tend donc vers U, lorsque u tend vers Vinfini, 4ol a).
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b) Soit £ = inf{t/,, n € N*}. Soit ¢ > 0. Par définition de ¢, il existe m € N* tel que U, < £+,
D’apres a),
SNeN,Va>MN, U, <U(0+e}<{{+e)1+¢)

done
va>N, 25U, <{f+e)l+¢)

On en déduit que limp— oo s = £, d'oll le résultat.

) 5i 4 =0 ou v = 0, c’est évident. Sinon, I’égalité (uv)” = u(vu)"~ly entraine
1wy )™ = Jugou)™ = o] < Bell/2(lCow)™ = 11027 (*+)

: UYn _ 1 1in : n-1(lfn — n—1y1/{n—1n{n-1)/n _
O lim [l = lim [l = et lim fonr I = Tim (i)t )

p(vu). En faisant tendre n vers infini dans (**), on obtient done p{uv) < p(ve). Par aymétrie, on
a de méme p{vu} < p(uv), d'ou Pégalité recherchée.

2/ Supposons p(u} < R Nous allons montrer que 3 |aa] - [[e2ff” converge, ce qui entrainera que fa
suite (37 _o Bk ¥ )nen- est de Cauchy donc converge.

Soit g € R tel que p(u} < p < R. Comme R est la rayon de convergence de la série entiére
T .6n2", T lan| 4" converge (voir le tome d’analyse sur les séries entiéres). Or il existe N € N,
tel que pour tout n > N, ffu?[i/" < p, et donc [[u®]| < g™ On en déduit que 3= .y |aai{|u"|]
converge et donc 3. lan| [[u™]| converge.

Supposons maintenant p(x) > R. Alors la suite (Ja, | p(u)™) n’est pas bornée. D’aprés 1/ b),p(u) =
inf{[}u"}|/"} donc pour tount n, fu™|| > p{u)* et donc la suite (|anj[[+"]]) n’est pas bornée, ce qui
entraine la divergence de la sétie 3 4, 4™,

3/ Natons p{A) = sup{|A|, A valeur propre de A}. Remarquons ici que p(A4) ne dépend pas de la
norme d’algbre choisie sur M, {C) (en effet, en dimension finie, les normes sont équivalentes et
pour tout x > 0, imp_ 40 v = 1). Toute I'astuce va consister en le choix d’une bonne norme
d’algébre pour montrer notre résultat.

Soit £ > 0. Montrons qu’il existe wne norme d’algébre || - || sur M, (C) telle que [lA]] < p(A) +€.
Munissons C* de la norme ||(%1,. ... ®n)llno = sup; Je;i|. Pour tout M = (m;4)i<ij<n € Ma{C),
[Mlle = supyxy,. e =1 [ X[l défini une norme d’algébre sur Mn(C). Un petit caleul donne
d'aillenrs facilement

A low = sup(3 7 I s1)- (++3)
j)

Draprés la question a) de ’exercice 4 de la partie 3.4, il existe P. € Gin(C} telle que P-lAP =
T = (8 ;) soit triangulaire supérieure et vérifie Vi < j, [f; ;| < ¢/n. Munissons M (C) de la norme
dalgébre ||M|] = )|P~'M P||o- De (***), on tire facilement, ||A[| = || T}l < sup; Jtei| +¢. Les &:;
dtant. les valeurs propres de T donc de A, ceci s’écrit aussi ||4|| < u{A) + ¢. Donc

M A = (inf JA7()/?, p e N} < |4} < p(d) +e.

Lamatrice T = (t; ;) étant triangulaite supérieure, les coefficients de la diagonale principale de la
matrice T? sont les tf; et donc d’aprés (***), pour tout p,
NA70 = 1T loe > sup [ti3f" = p{A)7,

4

ce qui s’écrit aussi [|A42(|Y? > u(A). En faisant tendre p vers Iinfini. on obtient p(4) > p(A).
Finalement, on a montré que u(A) < p(A) < p(A) + ¢, el ceci pour tout & > 0, d'oi l'dgalité
techerchee,

Remarqgue. Les résultats de 1/ et 2/ restent vrais sur 1’algébre des endomorphismes con-
tinus £.{E) sur un espace de Banach E {on sait en effet que L.(F) est une algébre de
Banach). On a ainsi généralisé le résultat du théoréme 3 de la partie 3.3.
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PROBLEME 7. Soit £ un C-e.v de dimension finie n > 2. Soit A une sous algébre de L(E),
unitaire, (i.e. Idg € A) et trausitive (i. e. les seuls s.e.v de E stables par tous les éléments
de A sont {0} et E).

a) Soit z € E, z # 0. Montrer que {u(z), u € A} = E.

b) Soit u € A, rgu > 2. Montrer qu'il existe v € A tel que uvu et % forment une famile
libre,

¢) Montrer qu'il existe A € C et z € Im u, z # 0, tels que uv(z) = Az

d) Montrer que A contient an moins un élément de rang 1.

e) Conclure.

Selution. a) On pose Fy = {u(x), u € A}. Une sous algebre est un s.e.v de L{E), donc A est m
s.e.v de L{E). On en déduit que F; est un s.e.v de E.

Pour tout v € A, v(F,) = {vu(z), u€ A} C F;. En d’autres termes, ¥, est stable par tous les
éléments de £(E). Or F, # {0} puisque = € F; (I’algebre A est unitaire), et donc Fp = E.

b) Comme tgu > 2, il existe deux vecteurs €, €, de E tels que u{e)) et u(ey) forment une famille
libre. En particulier, u(e;) # 0 donc d’aprés a), il existe v € A tel que v[u(e;)] = €. La famille
formée par uvu et u est donc libre car 1’égalité A(uvu) + fu = 0 entraine A(uvu)(e;) + pu(e1) =
0 = Au(es) + pu(e,), et done A = g = 0 puisque par construction, la famille u(e;), u(ez) est libre.

¢) Le corps C est algébrignement clos et E est de dimension finie, ’endomorphisme uv admet done
au moins une valeur propre A. On traite deux cas.

Premier cas : endomorphisme uv admet au moins une valenr propre A # 0 associé & un vectenr
propre z # 0. Alors = = Luv(z) € Imu et le résultat est montré.

Second cas - toutes les valeurs propres de uv sont nulles. uv est alors nilpotent. Soit r € N* tel que
{uv)" = 0 et (u0)™=! # 0. Soit z € Im(uv)" =1, 2 # 0. Alors uv(z) = 0 car ue(z) € Im{uv)" = {o}.
Or r > 2 car d’aprés b), uv # 0. Donc z € Im(xv)" ™! C Imu. En résumé, on a trouvé z € Imu,
z 3 0, tel que uv(2) = 0.

d) L'algébre A étant unitaire, il existe u € A tel que rgu > 2. On a alors trouvé v € A, v # 0 tel
que uvu et u forment une famille libre, et tel que

(3z e Imu,z £ 0,32 (), uv{z) = Az,

Posons w = uvu — Ju.

On a w € A car A est une algébre.

On a w# 0 d’aprés b).

On a Keru C Kerw car w = (uv — AId) o u, et par aillenrs si y € F est tel que z = u(y), on
a w(y) = uv(z) — Az = 0. L’inclusion Ker u C Ker w est donc stricte, car y ¢ Keru et y € Kerw.
Donc dim{Ker u) < dim{Ker w), et on conclue avec le théoréme du rang que rgw <rgw.

Autrement dit, pour tout u € A, rgu > 2, il existe w € A, 1 € rgw £ rgu — 1. Ceci suffit pour
conclure que A4 contient au moins un élément de rang 1.

e) On va montrer que A = £{E). Pour cela, il suffit de montrer que A contient tous les éléments
de £L{E} de rang 1. Le lemme suivant nous sera utile.

LEMME Soit u € L(E), rgu = 1. Alors il eziste 6 € E, a # 0, et il existe p € E* (dual de E),
9 #0, tels que ¥z € E, u{x) = p(z) - a.

En effet. Soit a € E tel que Imu = Vect u. Pour tout = € E, u(z) € Imu donc il existe p(z) € C
tel que u{z} = p(z)- a. La linéarité de u entraine la linéarité de = — @(x). Autrement dit, ¢ est
une application linéaire de E dans C, c’est-a-dire ¢ € E*.

Ceci étant, la question précédente assure Dexistence de uy € A tel que rgus = 1. D’aprés notre
lemme, il existe « € E, a £ 0 et o € E*, p # 0, tels que uy = - 4. Soit v € L{F) un autre élément
de rang 1. On veut montrer v € A. Ecrivons v =9 -b,oubE E et ¢ € E".

On a a # 0 donc d’aprés a), il existe w € A tel que w(a) = b.

Considérons G = {pou,u € A}, s.e.v de E*. Soit 2 appartenant 3 l'orthogonal G°* de G.
Pour tont u € A, (¢ o u){x) = 0 donc pour tout v € A, u(z) € Kerp. En d’autres termes,
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F; = {u(z),u € A} C Kerp # E. D’aprés a), on doit done aveit # = 0. Finalement, G* = {0} et
done G = £*.

1l existe donc ¢ € A tel que p ot = . Alors pour tout = € E, (wuot)(z) = wl(p o t){z)a] =
P(z)wla) = ¥(2)b = v(z), donc v = wuet € A. L’ensemble A contient donc tous les éléments de
rang 1. Ceci suffit pour conclure que A = £(E) (on montre en effet facilement que tout endomor-
phisme est somme d’endomorphismes de rang 1).

PROBLEME 8. Soit E un C-e.v de dimension n € N*, G un sous groupe fini de G&(E). Soit
F={ze E|Vy € G,g(z)= z}. Si ¢ = Card(G}, montrer

g-dimF = Etr(g).

9EG

Solwtion. Comme G est. un groupe, ponr tont b € G, I'application G — G ¢ — fog est bijective.

Ceci entraine
VREG, 3 g=2 hog,
§€G SEG
¢e qui en posant f = Z,ea g s8’écrit f = ho f, et ceci pour tout it € G. Ou a donc
gf =Y f=Y hof=(3 hof=1"
A€ hed het

Le polynéme X (X — ¢) annule donc V'endomorphisme f. On en déduit que f est diagonalisable et
que ses valeurs proprea sont éléments de {0,¢}. Si E, désigne le sous espace propre de f associé a
la valeur propre ¢, on a alors gdimE, =t f =3 -trg.

L'exercice sera done résolu si on prouve E; = F. On a déja F C E,. En «ffet,
Ve F,Wge G, 9{e)=¢ donc f(x):Zg(at):Ex:qz.
JEG §EG

L'inclusion réciproque est également vraie. En effet, si = € E, et g € G, g o f(z) = g(qz) = gg(x).
Crgof = f, dome (g o f){®) = f(r) = ¢z, ce qui entraine ¢g(r) = gz, et donc ¢ € F, d'oit le
résultat.

PrOBLEME 9. Soit E un Ge.v de dimension quelconque, et u,v € L(E) vérifiant

up — vu = aldg, aeC

a) Si E est de dimension finie, montrer a = 0.

b) Si E est normé et u et v continus, montrer a = 0.

¢) Si v admet un polynéme minimal, montrer & = 0.

d) Exhiber deux endomerphismes u et v vérifiant uv — va = ldg.

Sotution. a) Si uv — vu = aldg, alors tr{uv — vie) = atr(ldg) = adimE. Or tr{uv — vu) =
ir{vv) — tr(vu) = 0, donc wdim E = (), ce qui entraine a = 0.
b) Une récurrence facile donne la propriété
Yke N*, wur® —v*u=tkeldg. {*)
Ceci étant, soit [|-{| 1a norme d’algébre sur £.(E) issue de la norme sur E ([juf| = supy=1 llu(2)l)).
D'aprés (*), on a
VEEN, kel flo" M < lluwobll + v ull < 2bull - 1o*]
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et donc
Vi €N®,  kla| [|lo*)] < Blaf- ot Y- (|9l < 2lfuli- [l - o5 (#4)

Si pour tout ¥, v* # 0 alors (**) entraine que pour tout k, kla| < 2[Juff - [lv]], ce qui n’est possible
que st = 0,

Sinon, il existe & € N* tel que v* = 0 et v¥=! # 0. La relation (*} entraine alors ke = 0, donc
w=1].

¢) Soit P le pelynéme minimal de v. Par linéarité, la relation {*) entraine
0 = uP(v) — P{v)u = aP'(v).

Or P'(v) # 0 car P est Je polynéme minimal de v. Donc a = 0.

d) Les questions précédentes montrent déz que Pon doit se placer en dimension infinie et considérer
des endomeorphismes non continus et n'admettant pas de polynéme minimal.
On choisit u et v € L{C]X]} définis par u(P) = P’ et o(P) = X P. Alors pour tout P € C{X},

(sv—vu}(P)=w(XP)—o(P)=(FP+ XP)~-XF = P,

donc uv — vu = Idgx).

Remargue. Il n’y a aucune relation entre la continuité et le fait d’admettre un polynome
minimal. Munissons par exemple R[X] de la norme | 3"} _, ax ¥} = sup, la[.
L’endomorphisme v de &[X] défini sur la base canonique de R{X ] par v{X") = X" /(n+
1) est continu mais il admet une infinité de valeurs propres, donc pas de polynéme minimal.
L’endomorphisme v de R[X} défini par #(X*") = aX***t! et o{X?* '} = 0 n'est pas
continn mais admet nn polyréme mirimal car »? = 0.

ProBLEME 10. Soit K un corps commutatif et £ un K e.v de dimension » > 2 Solent
u,v € L{(E) et w = uv — vu tel que rg(w) = L.

a) Soit # € Im w. Montrer que pour tout k& € N, v*(r) € Kerw.

b) En déduire que le polynéme caractéristique P, de u n’est pas irrédnctible dans K[X).

Solution. a) Commengens par remarquer gue w est nilpotent {ceci découle de 'exercice 2 de la
partie 1.6, page 168, car 1g{w) = 1 et tr{w} = tr{uv} — ir{vu} = 0). Ceci étant, soit k € N. On a
wut = u(vu¥) — (vuF)u done tr{reut) = 0.

Si wut = 0, alors wuf(z) = 0, c’est-a-dize u*{z) € Ker w.

Sinon, rg{wut) > L. Or Im{wu*) C Imtw, done rg{wu*) € 1. On a donc rg(wu*) = 1, de
sorte que comme tr(wu*) = 0, wu* est nilpotente. Comme r € Imw, que wu*{z) € Imw et que
dim{Imw) = 1, on voit que = est vecteur propre de wu*. L’endomorphisme wu® étant nilpotent,
on en déduit que wut{z) = 0, 1. £. u*(zr) € Kerw.

b) Soit z € Imw, = # 0. Soit F = {u*{x),k € N}. Le s.e.v G = Vect F est stable par u. Comme
r # 0, on a méme G # {0}. Par aillenrs, d’aprés a), on a & ¢ Kerw. On en déduit

1<dimG <dimKerw=n-rgw=mn-—1.

Soit (e1,..., &) une base de G compléiée en une base (€),... ,6p)de £. O a

[4)s = ( P ) A€ My(K), C € Mnop(K),

done P, = P4 - Pp west pas irréductible dans K[X].
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ProBLEME 11. Scient A et B € M,(C). Montrer que
(3P e M (C),P#0), AP=PB

si et seulement si A et B ont an moins une valeur propre commune.

Solution. Avant de commencer, temarquons que si P est inversible, AP = PB s’écrit P-lAP =B,
donc A et B sont semblables et le résultat est évident. Le cas général est plus délicat.

Condition nécessaire. Donnons deux méthodes.
DPremiére méthode. Par récurrence sur k € N, on a facilement A¥p = PB* donc pour tout

polyndme F € 0X], F(A)P = PF(B). (%)

Ceci étant, supposons que A et 5 n'ont aucune valenr propre commnine. Alors les polyndmes
caractéristiques P4 et Py de A et B n’ont aucune racine commune dans L et sont donc premiers
entre eux. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe donc U,V € C[X] tels que U P4 + VP =1
On a alors U(B)Pa(B) = In, et donc Py(B}) est inversible. Or P, (A)P = P P4(B) d’aprés (*),
donc P P4(B) = 0, et comme P4(B) est inversible, ceci entraine P = (. Absurde, d’oi la condition
nécessaire,

Seconde méthode. Soit {€),... ,en) une base de € qui triangularise la matrice B. Pour tout ¢, on
a Be; = My + 35 bijjej . Soit i le plus petit indice tel que Pe,; # 0 (i existe, simon P = 0). Alors

APe; = PBe; = P (z\.-r-.- + zbi,jej) = A; Pey,
i<i

donc A; est valeur propre de A {un vecteur propre associé est Pe;), donc valeur propre commaune
dAet B,

Condition suffisanic. Trigonalisons A supérienrement. et B inférieurement, en supposant que A € €
est valenr propre commune 3 A et B : il exists Py, Py € GEL(D) tels que

A ox - X A0 .. 0
r=piap=| % % T | e s=prBR= X
2o T x 0
0 0 x * X X
1 0 0
_ 00 - 0 ,
SiY = . Cf,onaTY = )Y et YS = AY. Avec P = PIYP," # 0, cn a donc
6 0 0

AP = ARY Pyt = PB.

PROBLEME 12. Soit p un nombre premier. On considére la matrice

@ @y -e e @
ap_y oy @ ay_y
A= : @y
- ay
& N see o lpy a,

avec pour tout 1, a; € Z. Montrer que det A =gy +a, + -+ 851 (mod p).



214 IV. Réductions d’endomorphismes

Solution. Cela ressemble i Pexercice 4 de la partie 2.4 (page 178). On commence de la méme
maniére. Soit

o - 0

00 1 :

J= Tl
0 I |

10 .- .. 0

On avait monrtré 4 Vexercice 4 de la partie 2.4 que le polynéme caractéristique de J est Py =
(—1pP(X? —1). On aaussi A= Q(J), 0 Q=00+ a1 X + - + 691 X?"! € Z[X]. Regardons 4
et J comme des matrices & valeurs dans Z/pZ. Dans Z/pZ, Py = (—1P(XP — 1) = (—-1)?(X - 1)".
Comme A = Q(J), on a alors P4 = (—1)P[X — Q(1)]P (pour s’en rendre compte, trigonaliser J
dans Mp{Z/pZ} — voir la remarque 1 de la partie 2.1, page 172), donc det A = Q(1)f = Q(1) =
ay+---+a,_1 (mod p).

PRrOBLEME 13. Le polynéme caractéristique P, d’une matrice A € M, (C) pent s’écrire
Pi= (1) (X° + [L{A)X™ 4o 4 fa(A)X + £o(A)),

oil les f;(A) sont des polyndmes en les coefficients de A.

a) Montrer que pour toutes matrices A, B € M,(C), on a f;{(AB) = f;i( BA) pour tout i.
b) Réciproquement, soit @ : M. (C) - C A = (8;;h<ij<n = G(A) une fonction
polynoéme en les coefficients a;; de A. Si pour toutes matrices A, B € M,(C), on a
Q(AB) = Q(BA), montrer qu’il existe ur polynéme F € ([X,,...,X,] tel que

VAE MUD), QA = F(fi{A),. .., f.(A).

Solution. a) Il s’agit de prouver que Pyg = Ppa pour tous 4, B € My(C), ce gui est précisément,
le résultat démontré dans Vexercice 2 de la partie 3.4 (page 184).

b) C'est plus délicat. Commengons par nofer gue deux matrices semblables prennent la méme valeur
par Q (si B = P~1AP avec P € G£,(C), on a Q(B) = QP 1AYP) = Q(P(P~14)) = Q(A)).
Cette remarque va nous permettre de traiter aisément le cas des mairices diagonalisables, puis
de toutes les matrices par densité {les matrices diagonalisables forment un ensemble dense dans
Mo(C), voir Pexercice 1 de la partie 3.4, page 184).

Pour tout n-uplet (A),...,A,) de £, on note D{A,,... ,A;) la mattice diagonale dont le co-
efficient d’indice {i,4) est A, L’application C° — C (A;,..., A} = Q(D{A1,... . A,)) est une
fonction polyndme en les A; que I'on note I

Supposons maintenant A4 diagonalisable et notons Aj,..., A, ses valeurs proptres. Pour toute
permutation & € S, A est semblable i la matrice diagonale A, = D{As1), 1+ Ao(a)), c€ i
prouve gue

Q(4) = Q(As) = i1y, - - - s Ao(a)}-
Ceci étant vrai pour tout & € 5, et pour toute matrice diagonalisable 4, on en dédnit que II est
un polyrdme syméirique er ges n variables. On peut donc I’éctire comme un polynéme F en les
polynémes symétriques élémentaires ,,.. ., E, (voir le théoréme 1 de la pattie 4.2 du chapitre I1,
page 78). Onr sait que la valeur o; prise par £; au point (Ay,..., ) est (—1)'a; ot ay est le
coefficient de X' dans le polynéme [[7_,(X — X;). Ce dernier polynédme étant égal & (—1)" Py, on
et déduit que a; = (—1) fi(A). Finalement,

Q(A) = Flay,...,an) = F(=fi(A),. .. . (-1} fa(A)). (%)

Cette égalité est vraie pour tonte matrice diagonalisable A. Les mattices diagonalisables formant
un ensemnble dense dans M, (), les applications de Pégalité (*} étant des fonctions continues de A
{ce sont des fonctions polyndme), on en dédnit que (*) est vrai pour toute matrice A de Mu(0).
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PROBLEME 14 (DSRIVEE D’UN DETERMINANT, ALGORITHME DE FADDEEV). Le but du
probléme est de proposer une méthode pratique efficace pour calculer le polyndéme carac-
téristique d’une matrice.

1/ (Dérivée d’un déterminant). On considere
A: R— Ma(R) tr A(t) = (a:;(Digsicn

une application dérivable sur R. Montrer que V'application @ : t — det{ A(t}) est dérivable
sur R et que

(Pf(t) = g det(Cl(i), are ,C.'_l(t), C:(t), C§+1(t), ey Cn(t)),

ol Cy(1), ... ,Ca(t) désignent les vecteurs colonne de la matrice A(t).

2/ (Méthode de Faddéev pour le calcul du polynéme caractéristique d’une matrice). Soient

K un corps commutatif et une matrice A € M, (K). On note x4 = det(X I, — A).

a) Montrer que x', = irfcom{X I, — A)] ol com(X I, — A) désigne la comatrice de X I — A.

b) On définit des matrices By, ..., Ba-1 € Mu(K) par
Bo=1I, et VE,1<k<n~1, By=AB, - WL.

Montrer

xalX) = X7 — tx(aBxnt - A oo UFec)),

e si A est inversible,
n

_1 —
AT = tr(AB _I)B""'

Solution. 1/ L’expression
plt) = det At) = D £(@) 2011t} tom)n(l)
TES.
montre que @ est dérivable et permet d’obtenir, par dérivation,

n

() = E &(o) E“ﬂ(l),l(*)' - Gk -1),k-1{) 450y £ () oty n 41 () - '“o(n},n(f)]

oS, k=1
ce qui, en échangeant P'ordre des signes somes, est. précisément le résultat deman dé.

2/a) Le résultat de la question 1/ reste valable pour les polyndmes dérivés (la démonstration
peut étre reprise telle quelle). En Fappliquant an polynéme dérivé de x4(X) = det(XI, — A), on
'apergoit que x', (X) est la somme des cofactenrs des éléments diagonanx de X1, — A, autrement
dit ¥, (X) = trfeom(X I, — A}].

b) Ectivons x4 = X® + a1 X"~ ! + .- + n—1 X + aq. Chaque cofacteur de la matrice XI, — A
est un polynéme en X de degré au plus n — 1, ce qui montre 'existence de matrices By,... , Ba—t

telles que
‘eom( X1, ~A)=Bo X" '+ B X" 4 .- 4 B,_y.

L'égalité x', = trfcom{X 1, — A)] = tr['com{X I, — A)] entraine
(n—1)ay = tr(By),..., 1 - ap_1 = t1(Bn_y). (*)
Ceci étant, la relation (X1, — 4)com(X I, = A) = det{X I, — A) I, g'écrit
Bo X"+ (By — AB))X" ' 4+ 4 (Baci ~ ABp-2)X — ABpy = xa(X) I,
ce qui en identifiant les coeflicients donne
By=1I,Bi—ABy=mI,,. .. , Buc1— ABpz2=tn_1In,—ABp_1 =an I, (#*)



216 Iv. Réductions d’endomorphismes

donc en prenant la trace
na; = t1{B;) ~ tri(ABp),... ,nan=1 = tr{Bno1 — ABa-2},8an = = t1(ABn-1)-
En retranchant & chacune de ces égalités celles de (*), on obtient
1-ay=—tr(ABo),...,(n— 1}ap_y = —t2{AB,_3),na, = —tr{AB._1). (4]
Maintenant, (**) s'écrit
te(ABp.z2)
—— .
n—1

relations qui permettent de définir les matrices By par récurrence, et on obtient avec (***) la
premiére partie du résultat.
Lorsque A est inversible, la dernitre égalité de (¥*) entraine

tr{AB,
Bo=1I,,B =AB.;——‘-(—1—-“—)IM<..,B“-J:AB“-2—

1 n
it i — —_—
AT = . Bn- tr(ABn_;) Br-y.

Remarque. Cet algorithme permet en particulier d’obtenir le déterminant (—1)"4, de A.
C'est une méthode beancoup plus rapide que celle consistant i calculer det A en dévelop-
pant récursivement les déterminants par rapport a une ligne on une colonne, technique
qui demande d’effectuer n! opérations (ce qui est trés coiiteux lorsque » est grand).

PROBLEME 15. 1/ Soit n € N” et {2 le sous ensemble de M, (R) des matrices M telles que
IT;; (polynéme minimal de M) égale, an signe prés, Fy (le polynéme caractéristique de
M). Montrer que £ est ouvert dans M, (R).

2/ Soit M € N et (M,,)men une suite de matrices de M, (R) tendant vers M telle que
pour tout m, M,, est diagonalisable dans M,(R).

a) Montrer qu'il existe £ € N tel que pour tout m > £, M,, a n valeurs propres distinctes
deux a deux.

b) Montrer qu’il existe K > 0 tel que pour tout m et pour toute valenr propre A de M,,,
D<K

¢) Pour tout m > £, on note Ai(m} < -+ < A, (m) les 5 valeurs propres de M,,. Pour tout
i€ {1,...,n} montrer que X; = lim,,_., A:(m) existe. Montrer également que A; < --+ <
An et que Py = {(-1)"(X — A1) (X — A0

Solution. 1/ Dire que Ilyy = {=1)"Ppr équivant & dire que deg [Ty = n (car Hyy divise Ppr), ou
encore que {I,, M, ., M™"1) forme une famille libre de A, (IR).

Soit M € Q. La famille (I, M,...,M"~!) étant libre, on peut la compléter en une base
Buy=(In,M,... M* 1 Eopy, ... Eys) de Mp(R). Soit B une base fixée de M,(R). On définit
Vapplication

p: Ma(R)— R N detp(ln, N,.. . ,N"V Epqy, ..., Ens).

L’application y est continue et par construction, (M) # 0. Il existe done wn voisinage V' de M dans
M (R)tel que pour tout ¥ € V, (N} # 0. Ceci entraine que pour tout N € V, (1., N, ..., N*™1)
fortne une famille libre de A, (R}, et donc V C £2. L’ensemble Q est donc ouvert.

2/ a) On a M € 2 et M est la limite de la suite (M,). Comme Q est ouvert, il existe £ € N tel
que pour tont m > £ M,, € 1. Pour tout m, M,, est diagonalisable dans M, (IR) et Hy,  est
done scindé sur IR, 4 racines toutes simples. Or pour m > £, deg Hpy,, = n, [ar,, a done n racines
distinctes qui sont les valents propres de M, , d’oil le résultat.

b) Soit ||. [} une norme d’algébre sur M, {R). La suite (M, )men corverge donc est bornée, i, . il
existe K > 0 tel que pour tout m € N, {|Mn|| € K. D'aprés la proposition 1 de la partie 3.2, pour
tout m € N et pour toute valeur propre A de My, on a [A| € [[Mafj £ K.
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¢) Montrons d’abord que Py est scindé sur R. La suite
(MmPmze = [(M(m), ..., Aa(mm))]me

prend sea valeurs dans le compact [-K, K]*. On peut donc en extraire une sous suite convergente
Me(mPmen- Soit A = (A},.. ,An) = ling—oe A(p(n)). Pour tout m,

n
Pr iy = (=) FI1X = Xi(p(rm))]
i=l
done Py = limmosco Prayy = (=1 [I7aa{X — Ai) est scindé sur R. Comme pour tout m,
M(p(m)) < -+ < An(@(m)), on obtient en passant & la limite A; < - < Ap.

Montrons maintenant que la suite (A(mm)Imp¢ converge. Celte suite étant & valenr dans un
compact, il suffit de montzer qu’elle n’admet qu’une seule valeur d’adhérence. Soit g = (1, . -, )
une valeur d’adhérence de (A(m))mpe. Il existe une sous suite (A(p(m)) convergeant vers y. On a
A

Py = mli_,mw Preyony = (17 H(X ~ Hi}-
i=l

Des relations

n L3

[Iix=-2)=J[(X-m) M- <hetps <pn,

i=l i=1
on tire gy = Ay,...,ftp = An, i.e. A = gi. L'élément X est donc la seule valeur d’adhérence de
(AM(m))mxze, done cette suite étant & valeur dans ur compact, elle converge vers A. Pour tout 4, on
a done Ay = lima_co As(m) et on a vu que Py = (—1)" [Ti= (X — As}, d'oi le résultat.

Remarque. La méthode utilisée tout au long de 2/ est & retenir. On procéde souvent ainsi
lorsqn’un polynéme est limite d'une suite de polyndmes.

PROBLEME 16. Soit n € N* et T = {M € M,(C) | 3p € N*,M* = [,}. Déterminer
’adhérence T de T dans M,(C).

Soiutien. Notons ¥ = {M € Ma(C), pour toute valeur propre A de M,|A] = 1}. Nous allons
montrer gue T= 7.

Onal ¢ ¥. En effet, soit M € T.On pent trouver nne suite (MpJpen de T teile que limg_. o, Mp =
M. Pour tout p, il existe ¢ € N* tel que MJ = I,, i e le polynome X1 — 1 annule M. Toute
valeur propre de M, est donc racine de ce polynome, donc de module 1. Pour tout p, on note
M(P), ..., Aa{p) les racines de Py, (polynome caractéristique de Mp}. Pour tout i, on a vit que
M) = 1, la suite A(p) = (Ae(p),. .., An(p})} est dowc & valeurs dans le compact c™ o0 C
dsigne le cercle unité complexe. On peut donc en extraire une ‘sous suite convergente A(w(p))
convergeant vers A = (A1,...,As) € C™. Pour tont i, on a [A] = limpoo JA{p} = 1, et comme
M = limye oo My,

n fn
P = lim Pot,y = lim }'[lix = Ao = (-1 J[(X - %)

i=1
Let valeuts propres de A sont donc les A; et ont leur module égal & 1. Donc M € 7.

Monirons maintenant l'inclusion réciproque y C T Soit M € 4. ll existe une matrice @ € §£,(C)
ielle que
M ox X

me=| * %

¢ 0 A,
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Pour tout 4, A; est valeur propre de M donc [A;] = 1 car M € 7. En réfléchissant. un pen, or voit
qu’il existe une suite A, = (A (p), ..., Au(p}} de ©* vérifiant, pour tout p €N :

— Pour tout j, il existe r € Q tel que A; = exp(inr).
— Les (Ai{p}h1<icn sont distincts deux & deux.
— Pour tout 3, limpaoe Ai{p) = A

FPour tout p, on pose

Av(p) x x
M, 0 A2(”)
: . x
0 . 0 AP

{oil la partie triangulaire supérieure est celle de Q~'MQ). Les X(pligign étant distincts, M,
est diagonalisable, donc semblable a la matrice diagonale D, dont les éléments diagonaux sont
ceux de M,. Pour tout j, 1 < j < n, on peat écrire A;j(p)} = exp(ima; /b;) od ;.8 € Z. Si
g =2-ppem(by,... ,43), on a Aj(p)f = 1 pour tout j, donc DI = I, donc M = [, cest-
a-dire pour tout p, M, € T. Or par construction, M = limy_,, éMpQ'l. Comme pour tout p,
QM,Q 1 €T, on en déduit M €T.

PROBLEME 17 (MATRICES POSITIVES DE FROBENIUS). Si A = (a;;) € M, ((R) est une
matrice, on note A > 0 si a;; > 0 pour tout (¢,5), A > 0si A> Oet A # 0, et on note
A > 05 g ; > 0 pour tout (4,7). Si A et B sont deux matrices, on note A > B {resp.
A>B,A» B)lorsque A— B> 0 (resp. A~ B >0, A- B 0).

On se donne une matrice 4 € M, (R) telle que A > 0.

Ty
a} On note § I'ensemble des vecteurs colonnes X = | : ) de R™ tels que X > 0 et
*n

Y., z; = 1. Monirer que ’ensemble
A={deR|(BX € 8§),AX > AX}

est majoré et que sa borne supérieure A, est une valeur propre de A associée & un vecteur
propre X » 0.

b) 8i A # Ay est une autre valeur propre de A, montrer que |A| < Aq.

c) Montrer que le sous espace propre E,, de A associé a la valeur propre Ay est de
dimension 1.

Solution, a) L’ensemble A est évidemment majoré (par exemple par la somme des éléments de
A).
Par définition de Ay, il existe une anite (X} de & et (y5,) de A telle que

lim 9, = Ay ot Vn, AX, > 1. X,

=30
L’ensemble & est clairement un fermé borné de R™, donc compact., de sorte que I'on peut extraire
de la suite (Xn) une sous suite convergente {X,(n)}. Notons X € & sa limite. Comme AX,(n) 2
Tein)Xpin) Pour tout n, on obtient en passant & la limile sur chaque composante la relation
AX 2 ApX. 81 AX £ XX, on a AX > AX. En composant par A & ganche, on obtient, du fait
que A 3 0, linégalité AY > AY, ot Y = AX. 1l existe donc ¢ > 0 suffisamment petit tel que
AY 3 (Ao + €)Y, ce qui contredit la définition de A car quitte & multiplier Y par une constante
positive npon nulle, on pent supposer ¥ € §.

Ainsi, AX = M X avec X € 8§, donc X > 0. Le fait que A > 0 entraine AX » 0, done Ay X 0

et on en déduit X 3 0.
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b) Supposons que A # Ap soit une valeur propre de A4, et notons Z wn vecteur propre associé. Les
(#i) désignant les composantes de Z, on a

I l
Vi, Eau zj = Az; donc ¥4, z“'t'd Iz;] = 1Al - 1=l
i=1 i=1
Er d’autres termes, A|Z| > |A]|Z] ol | Z| désigne le vecteur dont les composantes sont les ||, ce
qui prouve que |[A| € A (car quitte & multiplier | Z} par une constante non nulle, on peut supposer
|2} € 8), et donc |A| < Ap par définition de Ap.

1l nous reste a prouver |A| < Ao. Supposons JA} = Ap. Comme A 22 0, il existe § > 0 suffisamment
petit tel que As = A — &8I, 3» 0. Comme Ap st la plus grande valeur propre réelle positive de 4,
Ap — 6 est la plus grande valeur propre téelle positive de As. En 1épétant Pargument précédent 4
la matrice As et & la valeur propre A — §, on obtient |A — §| € Ao — §. Mais

o= M=A-8+8<A—b8+5< X,

de sorte que [A] = |A — 8] 4 8, ce qui n’est possible que si A est un réel positif. Donc A = [A] = o,
ce qui contredit le fait que A # Ao. Donc |A] < Ao.

¢) On sait qu'il existe X » 0 tel yue X € E),. Supposons dim B, > 2, de sorte qu'il existe
Y € E), tel que ta famille (X, Y) soit libre. Il existe g tel que X — Y > 0 et X — pY 5 0 (on
peut prendre p = inf{x;flyl, 3 # 0}). Comme {X, V) est une famille libre, X — Y > 0 et comme
A3 0, on a facilement A(X — pY) 3 0, cest-d-dire Ag{X — p¥) 3 0 (c’est le méme argument
que dans a)), ce qui est en contradiction avec le choix de p. D’oil le résultat.

Remarque. Ces résultats rentrent dans le cadre général de la théorie de Frobenius des
matrices positives. On peut prouver d’autres résultats, par exemple : si A > 0 et si A™ > 0
pour un entier m > 0, alors les résultats a), b) et c) subsistent. Dans ce cas, la suite
(1/Am)A™ converge, sa limite P est un projecteur. Des résnitats nn pen plus faibles existent
également lorsque 'on suppose simplement A > 0.

PrOBLEME 18 (ENDOMORPHISMES SEMI-SIMPLES). Soit E un K-e.v de dimension finie.
On dit que f € L£(E) est semi-simple si pour tout s.e.v F de E stable par f, il existe
un supplémentaire § de F stable par f. Une matrice M € M,(K) est dite semi-simple
si Pendomorphisme f de K* dont M est la matrice dans la base canonique de K" est
semi-simple. .

1/ Soit f € L(E). On note II; son polynéme minimal. Soit Il; = M[™ +.- M, la décom-
position de II, en facteurs irréductibles de K[X].

a) Soit F un s.e.v stable par f. Montrer que

F:Eb [Ker M&(f)n FJ.

b) 51 1I; est irréductible, montrer que f est semi-simple.

¢} Dans le cas général, montrer que f est semi-simple si et seulement si I, = MM, --- M,
est produit de polyndmes irréductibles unitaires distincts deux a deux.

d) Que dire si K est algébriquement clos ?

2/ Soit M € M,(R).
a) Montrer que M est semi-simple si et senlement si M est diagonalisable dans M, (C).
b) On suppose M semi-simple. Montrer que M est semblable dans M, (R) & une matrice

de 1a forme ( D

)1 avec D diagonale et B constitnée de blocs de la forme ( g _ﬂﬁ )

0
0 B
centrés sur sa diagonale principale.
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Solution. 1/ a} Pour tout i, on note F; = Ker MA(f) Onsaitque E=F&---& F,.. Pour tout
i €{1,...,r}, on note p; la projection sur F; parallelement & ®;»:F;.Onavuala proposition 1 de
la partie 4.2 que pour tout i, p; est un polyndme en f. Comme F est stable par f, F est donc stable
par p;, ce qui s'écrit po(F) C F. On a aussi pi(F) C pilE) = F. Finalement, on a p;(F) C ;N F,
et commeldeg=p + -+ pr,

FCo(F)+ - +p(Fy=p(F) & @p(F) C(FLNF)® - @ (FOF).
L’inclusion réciproque est facile puisque pour tont i, £;NF C F done (ANF)@ B (Fr NnFYycF.

b) Soit F' un s.e.v stable par f. Il a’agit de monirer P'existence d’un supplémentaire S de F dans
E stable par f.

Si F = E, c'est terminé avec § = {0}.

Sinon, soit z; € E < F. On considére E,, = {P(f}(z1), P € K[X]}. Le s.e.v E,, est stable par
F. Nous allons montrer que £, NF = {0}.

Soit I, = {P € K[X], P(#)(z1) = 0}. Cest un idéal de K[X], non réduit & {0} car Hy € Iz,
done il existe un polyndme unitaire I, tel que Ir, = (Hg,) = Nz, K[X]. Comme Il; € I, le
polynome Hy, divise Iy, et I; étant irréductible, Hy, = II;. Le polynéme Hy, est done irréductible.

Soit y € Fg, N F. Il existe un polynéme P ¢ K[X] tel que y = P(f)(x1)- Si y # 0, alors
P ¢ I, = (I,,), donc II;, ne divise pas P, et H,, étant irréductible, II;, et P sont premiers entre
eux. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe done U,V € K[X] tels que UP + VI, = 1, donc

1 = U{f) o P(H(x1) + V{(f) o Ba, ()21} = U(I)y)-

Or y€ F et F est stable par f, donc 1 = U{f)(y) € F. Ceci est absurde par construction de ;.
On adonc y = 0 et £;, N F = {0}.

On vient de montrer que F,, et F sont en somme directe et £, stable par f. 5i F oplusE;, = L,
Cest terminé. Sinon, on choisit 73 € £ ~ (F @ Ez,) et on recommence en remplagant cette fois i
F par F @ E5,. [térant ainsi le procédé, on voit qu’au bout d’un nombre fini d'itérations (£ est de
dimension fini}, on aura trouvé des vecteurs z,,...,mx telsque E= FO E, @ --- & E., et pour
tout i, E;, stable par f. Les.ev S = E;, & -- - E,, est donc stable par f et vérifie F@ S =E.

¢) Condition nécesseire. Supposons f semi-simple. Soit Iy = My - - M la décomposition de II;
en facteurs irréductibles unitaires de K[X]. Il sagit de montrer que pour tout §, a; = 1. Supposons
au contraire que pour un i, oy > 2. $i M = M;, on voit qu'il existe N' € K[X] tel que IT, = M IN.

Soit F = Ker M(f). Le s.e.v F est stable par f semi-simple done il existe un supplémentaire h)
de F stable par f.

Montrons que M N(f) g’annule sur S. Si z € S, alors MN(f)(z) € F car M(NDIMN(D()] =
H;({j}(r) =0, et MN(F)(z) € S car § est stable par f. Donc MN{f)(z) € FN S = {0}, et donc
z=0.

L’endomorphisme M N(f) s’annule donc sur S. I sannule aussi sur F car si y € F = Ker M( D,
alors MN()(y) = NIM(f)(y)] = 0. Comme F & S = E, MN(f} s’annule sur E tout entier, & ¢.
MN(f) = 0. Ceci contredit la minimalité du degré du polynéme minimal 1l; = M3N. D'oii la
condition nécessaire.

Condition suffisante. Supposons II; = M; - - M, avec les M; irréductibles unitaires et distincts
deux & denx. Soit F un se.v de E stable par f. Pour tout i, notons F; = Ker M;( £).Ona
E=F @ -®F,, et on avu ila question a} que F = &}_,[F N F].

Pour tout £, F; est stable par f. Notons f; € £{F;) la restriction de f & F;. On a Mi(fi) =0et
M; est irréductible, ce qui prouve que le polynéme minimal de f; est M;. D’aprés b), f; est donc
semi-simple. Or F N F; est atable par F;, done il existe un s.e.v S; stable par f; {donc par f) tel
que (F; N F)® 5; = F;. Si maintenant on pose §=50®---®&S,ona

E=Fxﬂa---GBF,-=€B[(F§f‘IF)€aS.-]=[®(F;nF)]$[@S.-]=F$S.

=1 i=1 i=l
et S est stable par f. L'endomotphisme f est donc semi-simple.
d) Si K est algébriquement. clos, les polyndmes irréductibles de K[X] sont les polynomes de degré

1. D'aprés ¢), f est donc semi-simple si et senlement si Il n’a que des racines simples dans I, 4. ¢.
st et senlement si f est diagonalisable.
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2/ a) Condition nécesseire. Snpposons M semi-simple. D’aprés 1/<), Dy peut s’écrire My =
My -+ M, ot les M; sont irréductibles dans R[X], unitaires et distincts deux 4 deux. Montrons que
iy n’a que des racines simples dans C. Soit o € C une racine de My, Il existe i tel que M;(a) =0,
par exemple Mi{a) = 0. Comme M) est irréductible dans R[X], o est racine simple de M) (en
effet, My &ant irréductible dans R[X], My et M} sont premiers entre eux dans R[X] donc il existe
U,V € R[X] tels que UM, + V M{ = 1. Cette relation appliquée & « montre que M’1(a) # 0). Far
aillenrs, si i £ I, Mi(a) # 0 {en eflet, M et A sont irréductibles dans R[X), unitaires et distincts,
donc premiers entre eux dans R[X], donc il existe U,V € R[X] tels que UM) + VM; = 1. Cette
relation appliquée & o montre que Mi(e) # 0). En définitive, on a montzé que « est racine simple
de HM

Condition suffisante. Soit My = M .- M2 la décomposition de Il en facteurs irréductibles
unitaires de R[X]. D’aprés 1/c}, il suffit de montrer que pour tout ¢, &; = 1. Comme M est
diagonalisable dans M, (C), Tl n’a que des racines simples dans C (le polynéme minimal de M
dans {1X) est la méme que dans R[X] car si MP +a) MP" 4. 4 a, I, = 0 avec les a; € C, alors
MP +R(a ) MP™1 + -+ R{na;) I, = 0). Ceci auffit & montrer que pour tout £, a; = 1.

b} On regarde M comme un endomorphisme de R®. Démontrons le résultat par récurrence sur
n € N*. Pour n = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le
au rang n. Si Iy est scindé sur R, c’est immédiat car alors Ilps est & racines simples d’aprés 1/¢)
et done M est diagonalisable dans A, (R).

Sinon Hyar a au moins un facteur irrédnctible dans R{X] de degré 2 de la forme [(X — a)* + §%],
a€Ret §> 0. 0n peut écrire My = [(X — a)? + 5] Q avec @ € R[X). Posons £ = Ker[(M —
aln)? + 2 I.). On a E # {0}, sinon (M — a In)? + % I, est inversible et donc Q(M) = 0, ce qui
contredit la mirnimalité du degré de Hyr.

Soit 1 € E, €1 # 0. Les vecteurs ¢; et Me; sont lindairement indépendants. Er effet, s'il existe
A e R tel que Me; = Agy, alors

0= (M —al,)e) +8%er = (A —a)er + Fer = [(A— o)’ + Fler #£0,

e qui est tmpossible,
Sion pose ey = 1[Me;—ae;], lafamille (¢, ¢;) est donc libre. Remarquons que Me; = xe1+5es
P ] H r &2 1
et

Mey = (M —al Yez) + ez = %(M — el ey + vey = —fe; +eea.
En résumé, F = Veet(e,, €3) est stable par M et
Mey = o6y + Pea,  Meg = —fe1 +aep. (»)

Lamatrice M étant semi-simple, or peut trouver un s.e.v G de R” stable par M tel que F@G = R™.
Le resiriction Mje de M & G est semi-simple (son polynome minimal vérifie 1/c) car il divise
Oy). Or dimG = n — dim F = n ~ 2, donc d’aprés I’hypothése de récurrence il existe une base
B=(f1,.--.,fa=2)} de & dans laquelle la matsice de M| ait la forme (ﬁ 3 ) avec D diagonale
et B constituée de blocs de la forme (§ ') centrés sur sa diagonale principale. Dans la base
B = BU(eq,2), la matrice de M a donc Ja forme (ﬁ B :;), ou ' = (; _f) d’aprés (*). D’oi le
résultat,

iRemarque. - On peut montrer facilement gue la réciproque de 2/b) est vraie.

-'On aurait pu montrer 2/b) en diagonalisant M dans M,(C) et en travaillant sur les
parties réelles et imaginaires de ses vecteurs propres.

- La notion de semi-simplicité est une sorte de prolongement de la notion de diagonal-
isabilité au cas des corps non algébriquement clos. Dans cette optique, on peut montrer
que si K est un corps commutatif quelconqne, tonte matrice M € M,(K) peut s’écrire
M=5+4 N avec SN = NS, § € M,(K) semi-simple et N € M,(K) nilpotente (résultat
irapprocher de la décomposition de Dunford, voir la partie 4.2).






CHAPITRE V

Espaces euclidiens

A notion de forme quadratique nait avec 1’étade des coniques par Fermat au dix-
L septieme siecle puis celle des quadriques par Euler au dix-huitiéme siécle. Clest
Cauchy qui, en 1826 en vue de son enseignement 3 I’Ecole Polytechnique, unifie
les résultats concernant la réduction des formes gquadratiques. C'est d’ailleurs sans
doute 3 cette occasion qu'il se pose le probléme de la recherche des valeurs propres
d’une matrice symétrique (en langage moderne) et démontre la réalité des racines
du polynome obtenn.
Ainsi est née la théorie des espaces euclidiens. Le passage 4 la dimension infinie
g'effectue a la fin du dix-neuvieme sitcle notamment grace & Hilbert, puis par
Schmidt et Fréchet en 1908.
Les espaces euclidiens et hermitiens ont beancoup de propriétés communes, et pour
cette raison, nous les étudierons parallélement.

1. Formes quadratiques - Formes hermitiennes

Dans toute cette section, K désigne un corps commutatif.

1.1. Généralités
On définit d’abord les formes bilinéaires.
DEFINITION 1 (FORME BILINEAIRE). Soient E et F' deux K-e.v et une application
p: ExF oK (z,9)- ¢(z,9).
On dit que @ est une forme bilinéaire si pour tout z € E, 'application ¢(x,-}: ¥+~ o(z,¥)
est linéaire et si pour tout y € F, Papplication ¢(-,¥): v+ ¢(z,y) est linéaire.
Les formes sesquilinéaires sont définies lorsque le corps de base est C.
DEFINITION 2 (FORME SESQUILINEAIRE). Soient E et F deux C-e.v et une application
p: ExXF->C (z, ¥} @(z,¥)

On dit que ¢ est une forme sesquilinéaire si pour tout x € E, 'application (=, -) est
linéaire et si pour tout y € F, 'application (-, y) est antilinéaire (i.e. pour tout g,z € E,
9T, + T2 9) = o(T1,¥) + ¢z, ¥) et pour tout A € C, pour tout z € E, p(iz,y) =
A ‘P(z! y))

Remarque 1. — Dans toute la suite, les espaces E et F seront les mémes.
~ Toute forme sesquilinéaire sur E x F est une forme bilinéaire lorsque les e.v £ et

F sont considérés comme des R-e,v.
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Ezemple 1. Si F désigne le C-e.v des fonctions continues de [0, 1] dans €, application

1—
i P (L) [ FBotepar

définit une forme sesquilinéaire sur E?.
Dans toute la suite de cette section, £ désigne un K-e.v

Ecriture en dimension finie. Supposons E de dimension finie et fixons une base
B = (e;,...,¢e,) de E. Alors pour tout z = 370 zie; et y = 37 y;e; dans E, a
bilinéarité de ¢ entraine

e(z,9)= D 2y;0(e,e)="XMY

1€6,5<n
ol M est une matrice de M,(K) définie par M = (p(ei,¢;)hicijcn et 0i X et ¥ sont Jes

ry 3]
vecteurs colonne X = ( : ),Y = { ! ]. La matrice M est appelée matrice de ¢ dansla

LS ¥n

base B.

Avec les mémes notations, si £ est un C-e.v et @ une forme sesquilinéaire sur E, on a
p(z,y)= . Typle,e)="XMY,

1<ij€n
ol X désigne le vecteur conjugué de X (i.e les composantes de X sont les conjuguées de
celles de X'). On dit que M est la matrice de ¢ dans la base B.
L'application qui &  associe sa matrice dans une base fixée de F est un isomorphisme,
En particulier, l'ensemble des formes bilinéaires (ou sesquilinéaires) sur E est un K-espace
vectoriel de dimension »? (ol n = dim E).

Changement de base. On suppose toujours que E est de dimension finie. Soient B
et B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B & B'. 5i ¢ est une forme hilinéaire
(resp. sesquilinéaire) sur E, et si M désigne sa matrice dans la base B, M’ dans la base
B, alors

M' ='PMP (resp. M' = 'PMP).
On dit que les matrices M et M’ sont congrues. Les matrices M et M’ sont alors équiv-
alentes, donc de méme rang. Ce rang s’appelle le rang de . Le rang de ¢ est aunssi la
dimension du s.e.v des formes linéaires p(z,-) (z € E) dans le dual de E.

Symétries dans les formes bilinéaires et sesguilinéaires.

DEFINITION 3. Soit ¢ une forme bilinéaire sur F. On dit que

-  est symétrique si pour tout (x,y) € E?, ¢(z,y) = ¢y, z),
— @ est antisymétrigue si pour tout (2,y) € E?, o(2,¥) = —¢(y, 2).

Remarque 2. — En caractéristique 2, l'antisymétrie équnivaut i la symétrie.

— Si E est de dimension finie et si B est une base de E, une forme bilinéaire ¢ sur
E est symétrique (resp. antisymétrigue} si et seulement si sa matrice dans la base
B est symétrique (resp. antisymétrique).

— Si la caractéristique de K est différente de 2, si on désigne par S, (resp. A,) le
s.e.v des matrices symétriques (resp. antisymétriques) de M, (K),ona S, B A, =
M, (K). En effet,

SanA, ={0} carsi A='A=-'A, alors ‘A=0donc A=0.
] t
Sat A, = M(K) car VA€ M,(K), A= A; 4.4 . 4.
[ Y W

Efn Edy,
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De plus, dim 8, = n{n + 1)/2 et dim A, = n(n — 1)/2 (si E;; désigne la matrice
dont tous les coefficients sont nuls sauf celui d'indice (£, 7} qui vaut 1, la famille
((Es',i)l-SiSn:(Ei,j + E}',i)lfi(jfn) est une base de Sn, 1a famille (Et’,j - Ej';)ls,’(js“
est une base de A,).

— En conséquence, si la caractéristique de K est différente de 2, 'ensemble S (resp. A)
des formes bilinéaires symétriques (resp. antisymétriques) sur E (avec dim £ = n)
est un K-e.v de dimension n(n + 1)/2 (resp. n(n — 1}/2). De plus, si B désigne le
K-e.v des formes bilinéaires sur E,ona S ¢ A= B,

DEFINITION 4. Soit ¢ une forme sesquilinéaire sur un C-e.v E. On dit que @ est & symélrie
hermitienne si pour tout (z,y} € E?, ¢(z,y) = »(y, 7).

Remargue 3. — §i @ est 3 symétrie hermitienne, alors pour tout z € E, ¢(z,2} € R
(ceci car @(z,z) = (=, ©)).

— Si E est de dimension finie sur C et si B est une base de E, alors une forme
sesquilinéaire ¢ sur E est & symétrie hermitienne si et seulement si sa matrice M
dans la base B vérifie *M = M. On dit alors que M est une matrice hermitienne.
Toute matrice hermitienne M € M,(C) peut s’écrire de maniére unique sous la
forme M = § +iA, ot §,4 € My(R) avec § symétrique et A antisymétrique.
I’ensemble des matrices hermitiennes de AM,(C) forme un R-e.v de dimension n’
(mais attention, ce n’est pas un Ce.v).

Formes quadratigues. On suppose ici que la caractéristique de K est différente de 2.
DEFINITION 5. On appelle forme guadrutique sur E toute application ¢ de la forme
¢: E-K  zvo pla,z)
ot ¢ est une forme bilinéaire sur E.

PROPOSITION 1. Soit g une forme quadratique sur E. Il existe une unique forme bilinéaire
symétrique @ telle que pour lout x € E, ¢(r) = ¢(z,x). La forme bilinéaire ¢ s’appelle la
forme polaire de q et on a

V(z,y) € E*,  olz,y)= %[ﬂx +y)—a(z) - 9@ = %lq(z + )~ 9(z — v)]-

Eremple 2. - Si p(z,y) = i ; @,; %%, la forme quadratique associée 3 ¢ est
@) =D w7 + ) (805 + 850 2.
R i<i

— Réciproquement, si q(2) = 3, a;; ¥} + 1", ; 6: ; £:iT;, alors ¢ est une forme quadra-
tigue et sa forme polaire est

1
plz,y)= Z 8 7Y% + 5 Z ai 5 (2 + Z0:)-
3 i<

DEFINITION 6. Soit ¢ une forme quadratique sur E, ot E est de dimension finie, et B une
base de E. On appelle matrice de ¢ dans la base B la matrice de la forme polaire @ de ¢
dans 1a base B, et rang de ¢ le rang de cette matrice. Le rang de ¢ est aussi le rang de sa

forme polaire.
Ezremple 3. On se place dans R3 et on y définit la forme quadratique ¢ par

u=(x,y 2}~ qlx) = 32° + y° + 20y — 3zz.
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Alors 1a matrice de g dans la base canonique de R3 est
3 1 -2
A= 1 1 0 |.
-2 0 0

DEFINITION 7. On appelle forme hermitienne sur un C-e.v E toute application de la forme

$: E-R  zvrrpz,z)

Formes hermiitennes.

otl i est une forme sesquilinéaire & syméirie hermitienne.

PROPOSITION 2. Soil & une forme hermitienne. Il existe une unique forme sesquilinéaire
d symétrie hermilienne o telle que pour tout x € E, ®(x) = p(z, r). La forme ¢ s’appelle
e forme polaire de ®, el on @

Yz, ¥) € E’,  o(z,¥)= %l‘lf'(ﬂc +y) - ¥z —y) + i®(z — iy) — i®(z + iy)).

DErinITIOR 8. Scit & une forme hermitienne sur un C-e.v E de dimension finie et B une
base de E. On appelle matrice de & dans la base B la matrice de sa forme polaire ¢ dans
B, et rang de € le rang de cette matrice. Le rang de & est aussi le rang de sa forme polaire.

Eremple 4. Sur €2, 51 & : u = (7,y) — Tz — 25y + 3Pz + 347, alors & est une forme
hermitienne de forme polaire
3

— — — 3__
ey, 8} = Tire — 27 + a% %2 + 3714
2
et la matrice de & dans Ia base canonigne de R? est ( _22 ), son rang est 2.

[S1 1

1.2. Orthogonalité

E désigne toujours un K-e.v (oun un C-e.v lorsque l'on parle de forme hermitienne). On
se fixe nme forme quadratique (resp. hermitienne) ¢ de forme polaire .

DEFINITION 9. On appelle ¢éne isotrope de @ 'ensemble Cy = {x € F | ®(x) = 0}. On
dit que @ est définie si Cp = {0}. Un vecteur = € F est dit isotrope (pour &) si $(x) =10,
ie. T € CQ.

DEFINITION 10. Deux vecteurs z et y de E sont dit orthogonaux selon € (ou selon ) si
(2, ¢) = 0 (ce qui équivant 3 @(y,z} = 0).
Soit A C E. On appelle orthogonal de A selon & (ou ) 'ensemble
Al ={y€ E | Vx € A,¢(,y) = 0}.

Deux sous ensembles A et B de E sont dit orthogonaux selon @ (ou selon ¢} si pour
tout x € A et pour tout y € B, w(x,y) = 0. On note alors A L B.

Remargue 4. - Si ACE, At est un s.e.v de E et on a A = (Vect A)L.
— 51 B désigne le sous ensemble de £* (dual de E) défini par B = {@(z,-} | z € A},
Al est Iorthogonal (au sens dual) de B, i.e. At = B°® (voir la partie 4.3 du
chapitre III).

ProrosiTion 3. On parle d’orthogonulité au sens de ®.
(i) SiFCE, FcP'' (i) Si ACBCE, B*cCA
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DErFNITION 11. On appelle noyau de & le s.e.v de £ noté Ker & défini par
Kerd=Et={x€ E|Vy€ E,p(z,y) =0}.
La forme & est dite non dégénérée si Ker & = {0}, dégénérée si Ker & # {0}.

PROPOSITION 4. On a Ker® ¢ Cy. En particulier, si & est définie, alors & est non
dégénérée.

Remargue 5. La réciproque est fausse. Par exemple, si #(u) = &(z,y) = z - y?, @ est
non dégénérée mais n’est pas définie puisque pour tout z, ¥(z,z) = ¥(z, —x) = 0.
Notation. Pour unifier les notations, pour toute matrice M i coefficients dans K, on
note M* la transposée de M. Lorsque le corps de base est C et que 'on parle de forme
hermitienne, la notation M* désigne la transconjuguée de M (ie. M* = *M). Ainsi en
dimension finie, si A désigne la matrice de ¢ dans une base B de £, on a A" = A et pour
tout z,y, ¢(z,y} = X*AY. Cette notation est avantageuse puisqu’elle permet de traiter
en méme temps le cas des formes quadratiques et des formes hermitiennes.

PROPOSITION 5. Supposons E de dimension finie. Soit B une base de E. En identifiant
les vecteurs de E et leur représentation en vecteurs colonne duns la base B, on a Ker®d =
Ker A, ot A désigne la matrice de @ dans la base B.

Démonstration. Onaz € Ker® < Yy € F, p(x, 1) =0 <= YV, X'AY =0 <= X*'A =10
< (XA =A*X=AX =0 &= X cKer A o

Bases $-orthogonales.

DEFINITION 12. Une base B de E est dite ®-orthogonele si pour tout couple d’éléments
distincts (e,¢’) de B, on a (e, e’) = 0.

Remarque 6. En dimension finie, si B = {e,,... ,€,) est une base ®-orthogonale, alors

o (i:ﬂ; 8,‘) = Zn: I?Q(e;).

i=]

Autrement dit, la matrice de & dans la base B est diagonale.
THEOREME 1. Si E est de dimension finie, il eviste une base ®-orthogonale de E.

Démonsiration. On procéde par récurrence sur la dimension n de E. Pour n = 1, il 'y a rien a
montrer. Supposons le résultat vrai au rang n— 1 et montrons le an rang n. Si @ est identiquement
nulle, alors toute base de F est $-orthogonale, Sinon, il existe v € E tel que ®(v) # 0. Dans ce
cas, 'application f = ¢(v,-) définie par f(#) = ¢(v, =) est une forme linésire non nulle sur £ Son
noyau H est un hyperplan de E, et comme v € H, on a E = H @ Vect(v). Comme dimH =n -1,
d’aprés Phypothése de récurrence, il existe une base (e1,... ,eny) de & orthogonale pour &y
On voit alors facilement que (e1, . . . , én—1, v} €8t une base $-orthogonale, ] a

COROLLAIRE 1. Soit A € M,(K) telle que A* = A. Il existe une matrice inversible P telle
que P* AP soil une matrice diagonule.

Démonstration. L’application & définie sur K* par ®(X)} = X*AX est une forme guadratique
(resp. hermitienne) dont la forme polaire est ¢ : (X,Y) — X" AY. D’aprés le théoréme précédent,
il existe une base B de K™ qui est #-orthogonale. La matrice M de & dans B est diagonale, et si F
désigne la matrice de passage de la base canonique de K" 3 B,ona M = P*AP, d’oii le résunltat.
a
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Si ® est une forme gnadratique, le théoréme 1 assure en dimension finie I’existence d’une
base (¢,...,€,) ®-orthogonale. En posant X; = ®(e;), on a

i n
el #0)-#(Sea) = N E6D,
i=1 =1
En d’autres termes, on a écrit $ comme combinaison linéaire de carrés de formes linéaires
indépendantes. Dans la. pratique, ces formes linéaires peuvent étre calculées grice a la
méthode qui suit.

Méthode de Gauss. Donnons nous une forme quadratique

n
P(z1,... v"-'n) = zai,i 33,? + E O 5 TiT4.
i=1

1€i<jgn

En procédant par récurrence, nous allons écrire @ comme combinaison linéaire de carrés
de formes linéaires indépendantes. 11 y a deux cas.

FPremier cas. 1l existe au moins un indice i tel que a,; # 0, par exemple a = a;; # 0.
On peut écrire ¢ sous la forme

B(2y,...,¢n) =azt + 2, B(2s,...,2,) + Clag,...,%,),

ol B est une forme linéaire en (23,...,%,) et C une forme quadratique en (z,,...,Z,).
On réécrit ¥ comme

B(.‘EQ, e

24 ‘wn))u[C(xz,.,_,%)_M]'

'I’(:cl,...,a':,,)=a(z,+ y

En d’autres termes, on a écrit & comme la somme d’une constante multipliée par le carré
d’une forme linéaire (ici e[z; + B/(2¢)]?) et d*une forme quadratique en =z,,...,z, (id,
C — B?/(44)). On itére alors la méthode de Gauss en partant cette fois de ' — B?/(4a},
et on obtient finalement la réduction souhaitée.

Second cas. Pour tous les indices 1, «; ; = 0. 51 @ est nulle, c’est terminé, sinon il existe
au moins un @;; non nul {(avec i < j), par exemple a = @, 3 # 0. On peut écrire ® sous la
forme

Q(:‘ly-'- 1In) =azxyrytr B(""‘Sv-- ,3n)+IzC(Iaa-u ;In)+D(339-“ 1zn))

oil B et ' sont des formes linéaires et D) une forme quadratique en (23, ... , z,). On réécrit
& comme

@(m,,...,xn)=a(x,+%) (,,24_?) n (D— BTC)

vy, 2 t""B 2 B
[l B2 - o 58] - 2]

4 o

Les deux premiers termes du dernier membre de cette égalité sont les carrés de formes
linéaires, et on itére la méthode de Gauss en partant cette fois de D — B('/a, forme
quadratique en (£a,...,Z,).

Remarque 7, — 1 existe bien sir d’autres moyens d’écrire une forme gquadratique
comme combinaison linéaire de carrés de formes linéaires, L’avantage de la méthode
de Gauss est qu'elle assure Yindépendance des formes linéaires obtenues (résultat
non démontré ici, mais facile & obtenir).
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— Le cas des formes hermitiennes se traite de maniére analogne, en remplagant les
carrés par les carrés des modules, Par exemple la forme hermitienne

. 1
o(z,y) = 27+ Ty seréduiten &B(z,y)= E(Im + 9P = |z - gl
La forme hermitienne

®(z,y,2) = =F + y¥ — 2iTy + 2ixF+ 297 + 2§z  se réduit en
2

4 2
3| tal

B(z,y,z) = (z — 2iy)(F+2iF) — 3y + 272 +2y% = [= —23y|* -3

Propriétés des orihogonauz selon &. La lettre & désigne toujours une forme
quadratique (resp. hermitienne) sur E et lorsque I'on parlera d’orthogonal, ce sera par
rapport a P,

PROPOSITION 6. Supposons E de dimension finie. Tout s.e.v F de E vérifie

(i) dim F + dim F* = dim E + dim(F n Ker ).
(i) Pt = F 4+ Ker®.

Démonstration. (i). On considére Papplication ¢ : F — E* z w> p(x,-). Cette application est
linéaire, done dim(Ker ¢} + dim(Imy) = dimF. Or Ker¢p = FN Ker® et (Im¢)° = FL (voir
la remarque 4). Comme d’aprés le théoréme 3 de la partie 4.3 du chapitre 111 (page 128), on a
dim{Im¥)* = dim £ — dim(Im ¥}, on en déduit

dim F* = dim £ — (dim F - dim{Ker ¢)) = dim E — dim F 4 dim(F 1 Ker @),

d'on {i).
(ii}. On a F ¢ FLL et Ker® C FL1, donc F + Ker® C F+*. Pour prouver P'égalité, nous
allons prouver 1’égalité des dimensions. En appliquant (i) & 4, on a

dim F* 4 dim F14 = dim E + dimKer(F4 1 Ker #) = dim £ + dim({Ker &)
(comme Ker® C F, F* f1Ker & = Ker €). En retranchant (i) a cette égalité, on obtient
dim Ftt — dim F = dim{Ker ®) — dim(F N Ker &)

donc dim F11 = dim(F + Ker ®) et le résultat. a

PROPOSITION 7. Si & est définie et si F est un s.e.v de dimension finie de E (mais E de
dimension quelcongue}, alors

(i) Fe@eF'=E (i) F=F,

Démonstration. Si 2 € F N F+ alors ¢(z, £) = 0 et comme ¢ est définie, on a £ = 0. Autrement
dit, FN FL = {0}  (*).

D’aprés le théoréme 1, il existe une base (e1,. .. , &) de F orthogonale ponr |a restriciion de ®
a F. Soit ¢ € E. On cherche & écrire 2 = ¥+ z avec y € F et z € FL. Ecrivons y = Y1, Aiei.
Alors 2 = ¢ — y € F* si et seulement si pour tout j € {1,...,p}, (e, 2} = 0, i.c. si pour tout j,
wlej, ) — Ajp(ej,e5} = 0. En choisissant A; = ;%E’—El, on voit don¢ que # = y+ £, avec ¥y € F et

£ Bt |

z€ FPL Done F+ FL = F d’on (i} avec (*).

On sait {voir proposition 3) que F ¢ F1L. Montrons Finclusion réciproque. Soit = € Fii,
D’aprés (i), il existe y € F et z € FL tels que # = y+2. Or @(?,2) = 0 = o(y, 2)}+0lz, 2) = (2, z),
donc z € Cg et & étant définie, z = 0. Doncz =y & F, d’ont FLLcop, c
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Lot d%inertie de Sylvester. Dans toute la suite, ® représente soit une forme quadra-
tique sur un R-e.v E, so0it une forme hermitienne sur un Ce.v E. '

Supposons E de dimension finie n. D'apras le théoréme 1, il existe une hase (e;,...,8,)
qui est $-orthogonale, Ceci entraine que pour tout & = 37, #:¢;,

n ]
B(z) =Y |ei*B(e) = Y Milel(2), o M =%(&)ER.
i=l i=1
Chaque X; est soit positif, soit négatif, soit nul. Supposona par exemple
Aggren ,/\q >0, Ap+],... ,)tp_H. <0 et /\p+q+1 == A =0,

Pour i, 1 < i < p, on peut écrire A\; = w? et pour i, p+ 1 < i < p + g, on peut écrire
Ai = —w?, ot les w; sont réels non nuls. En posant f; = w;el, on a

&(z) = [A@P + -+ 5@ ~ e (@) = = @) (*)
et fi,..., fo+q sont des formes linéaires linéairement indépendantes.
THEOREME 2 (SYLVESTER). Quelle que soit lu décomposition de & du type (¥)
8(z) = g (@) + -+ lgp (@) — lgpsa(@)* = -~ = lgprre (@), (*++)

oth §),...,p4g sont des formes linéaires linéairement indépenduntes, on a p' = p et
¢ = g. Le couple (p, q) s’appelle la signature de ®, et le rang de ® est égal a p + 4.

Démonstration. Supposons p # p/, par exemple p’ > p. Complétons g1,...,gp44 €N une base

g1,--. ,8n de E*. Les formes linéaires fi,..., fp,¢p'41,...,9n sont au nombre de p4n = p’ < n,
et donc

Is £0, Hx) == f(z) = gpq1(7) = - = gn(a} = 0.
Ceci entraine ®(z) < 0 d’aprés Pexpression (*} de ®. Au moins 1'un des g;(z) pour 1 < § < p/
est non nul, car sinon on aurait g1(z) = -+ = gp:(#) = gpr41(z) = -+ = gn(x) = 0 et donc

x = 0 car (gilicicn €8t une base de E*. Donc &(z) > 0 d’aprés Uexpression (**) de #, ce qui est
contradictoire. Ainsi p = p'. On montrerait de méme que ¢ = ¢'.

Quant au rang de &, il suffit de rematquer que la matrice de & dans la base $-orthogonale
I, o0

fe1,...,e,) est (g —J,g),doncderangp+q. a
Remarque 8. Si on trouve trois s.e.v F*, P~ P de E qui sont ®#-orthogonaux deux 3
deux, tels que F* @ F~ ¢ F° = E, &(z) > 0 sur P* < {0}, (z) < 0 sur F~ ~ {0} et
®(x) = 0 sur FU, alors la signature de & est {dim F+, dim F~). En effet, si (e,...,6)
(resp. (€ngiy-- - s €ptq)s (Cptqers- - - » €n}) €5t une base orthogonale pour la restriction de @
& F* (resp. 3 F~, & F°), alors (¢),...,¢,} est une base de E, et on peut écrire

i p
B(z) =) (e}l + 3 ¥(e)lef(a)?
i=1 f=p41

avec B(e,) > O0pour 1 <i<pet B(e,)<Opourp+1<i<ptyg

1.3. Formes quadratiques et hermitiennes positives

Ici aunssi, ® désigne une forme quadratique sur un R-e.v E ou une forme hermitienne sur
un C-e.v E, associé i la forme polaire ¢. On dira gue & est positive si pour tout z € E,
®(z) > 0. En dimensien finie, la signature d'une forme positive est de la forme (p,0}.

THEOREME 3 (INEGALITE DE SCHWARZ). Si @ est positive, alors
V(z,y) € £7,  lo(z,y) < (<)¥(y). (+}

i de plus ® est définie, {l y a égalité si et senlernent 3i ¢ et y forment une famille lide.
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Démonstration. Méme s1 ¢ est une forme hermitienne, on peut supposer ¢(z,y) € R, quitie &
multiplier = par ¢ avec # € R bien choisi. On a

VA € R, ®(Az+ y) = A1&(z) + 2hp(z, y) + B(y) 2 0. (**)
Si &(z) = 0, pour tout A € R, (**) s'écrit 2hp(z,y) + &(y) = 0, ce qui entraine p(e,¥) =0
Sinon &(z) # 0, et le trindme du second degré (**) en X a un discriminant négatif, ce qui s’écrit
oz, ¢)° — B(z)B(y) £ 0, doit 'inégalité.
Supposons & définie et ¢ # 0 (le cas z = 0 est trivial). Alors ®(x) # 0, de sorte que {*) est une
égalité si et seulement si le discriminant de (**) est nul, c’est & dire si et seulement sl existe
Jo € R tel que ®(Aoz + y) = U, ce qui équivaut a Aoz -+ y = 0 puisque & est définie, c’est-a-dire
que la famille (x,y) est liée. a

Conséquence. Si & est positive, alors Cp = Ker &, C désignant le cbne isotrope de & En
particulier, une forme positive & est définie si et seulement si elle est non dégénérée.

Remargue 9. Si E est normé, 'inégalité de Schwarz entraine la continuité de la forme
bilinéaire (ou sesquilinéaire) ¢ (résultat indépendant de la dimension de E).

COROLLAIRE 2 (INEGALITE DE MINKOWSKY). S1 & est positive, alors

Yz, 0)€ B B +3) < /E(2) +/3().

L’inégalité de Minkowsky est une conséquence immédiate de I'inégalité de Schwarz. Elle
exprime que si ® est positive, §(z} = &(r) définit une semi-norme. Si de plus ® est
définie, S est une norme (on dit alors que ¢ est un produit scalaire, voir la section 2).

1.4. Exercices

ExercicE 1. Décomposer sous forme de somme de carrés les formes quadratiques ou
hermitiennes suivantes ; en déduire leur signature et leur rang.

a) &(z,y,2,t) = oy + yz + 2t + tz, (z,y,2,t) ERL

b) ®(z,y,z) = 22— 29> + zz + y2, (z,¥,2) ER®.

c) (x,y,2) =Fx + Fy + Ex + Ty + 2F — §z - y7, (2,4,2) € C.

Solution. On va appliquer la méthode de Gauss, garantissant ainsi I'indépendance linéaire des
formes linéaires obtenues, ce qui nous permettra de calculer la signature de la forme correspondante.

a) 11 suffit d’écrire
1
B(z,y,z,1) = (z+2)(y+1) = z[(.1r+.z+g'+t)2 -(z+z—-y—1)7
La signature de & est donc (1,1),sonrang 1+ 1 =2.
b) On a

32 2% . 7\2 vt 22 2?
6(3:9”:)—(’:"'5) _T_QU +yz—(f+‘2‘) —2(!}-1) +‘——T

La signature de & est donc (1,2}, son rang est 3.
¢} Ona
Bz, )=(c+F+P+Z - 7
=E@E+NE+D+E-NE-T) -5 =z +ul’ +1a =y’ — "

La signatnze de & est donc (2, 1) et son rang est 3.
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EXERCICE 2. Soit » € N*. On note G, [X] = {P € X] | deg(P) £ n}. Démontrer que
I'application

1
#: G[X]=C Pwm / P(z) P(—2) dv
-1
est une forme hermitienne et calculer sa signature.

Solution. La forme sesquilinéaire
1
¢ CIXF € (PQ) [ PEQ(-2)de

est 4 symétrie hermitienne (on le vérifie facilexnent en effectnant le changement de variable z «+ -z
dans I'intégrale), et & est sa forme hermitienne associée.
Notons P (resp. I} le s.e.v des fonctions paires (resp. impaires) de C, [X]. On a P& T = Ca[X]

Puisque
si PeEPNI, P(-X)=P(X)=-P(X) donc P=0, ainsi PnI={0}

ek

PX)+ P(-X) | PX) = PU=X)  jone P47 =Ca(X]
2 2 ' |

~ s o~

&P €1

YPeG,(X], PX)=

Si P€P, P#£0, est une fonction paire, alors
1 1
¥(P) = f Pla)P(s)dz = / |P@)dz > 0,
-1 w]

et si P €, P#0, est impaire,

' 1
&(pP)= .[-1 P(z)(—~P(z))d=z = _/;1 |P(=))2dz < 0.

De plus, P et T sont @-orthogoanaux car

1 1
Y(P,Q)eP xT, ]_ lm(,)(--:e) dr = ]_ 1 P(=2)(~Q(z))dr = — j: X P(z)Q{—z) dr,

done @(P,Q) = 0. Avec la remarque 8, on en conclne que la signature de $ est (dimP,dim7Z) =

(In/2) + 1, [(n + 1)/2)).

EXERCICE 3 {QQUELQUES FORMES QUADRATIQUES SUR A,.(R)). Montrer gue les appli-
cations suivantes sont des formes quadratiques et calculer leur signature.

a)g: MJ(R}-R A (trAd).

b) g : M, (R)> R A tr(*AA4).

c)ga: ML (R)—=R A tr{A?).

d) o1 M (R)—=R A tr(SA'4), ot § € M,(IR) est une matrice symétrigue fixée.

Solution. Tout au Jong de I'exercice, nous anrons hesoin du résultat suivant, :

Si P=(pijh<ijen e Q=(qih<ijcn EMa(R), ona tr(PQ)= z: Dij g (%)
1€i,j<n
La preuve est simple, il suffit de remarquer gue I’élément d’indice (3, {) dans la produit P est égal
33 0o b i
a) L’application g; est bien une forme (uadratique, sa forme polaire étant p; : (A, B) —
tr{ A} tz(B).
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L’application trace est une farme linéaire sur M, (R). Son noyau f est donc un hyperplan de
M_(R). Soit § un supplémentaire de H dans Ma(R), de sorte que dimS=1e VA S, A#0,
tr A # 0. Ainsi,

VAEH, q(A)=0 et VYBES,B#0, a(B)>0. (++)
De plus, pour tout couple (A, 8) € H x 8, ¢1(A,B) = tr(A)tr(B) = 0, donc H et 5 sont ¢1-
orthogonaux. Avec (**) et d’apres la remarque 8, ceci suffit pour conclure que la signature de g1
est (1,0).
b) On a bien affaire & une forme quadratique, la forme polaire associée étant pz : (4, B) — tr{*AB).
Maintenant, en appliquant le principe (*), on voit que toute matrice 4 = (ai;)1ciicn € Ma(R)
vérifie g2(A) = ¥ ; r af 50 qui suffit & prouver que g, est une forme définie positive, donc de
signature (n?,0) (en d'autres termes, c’est un produit scalaire sur M, (R)).
c) La forme polaire associée 3 ga est o3+ {4, B) ~ tr{AB).

La relation (*) prouve que si A € § (s.e.v des matrices symétriques de Ma(R)), gs(A) = 3, ; af;
donc la restriction gs)s de ¢z & S est. définie positive. Si A € A (s.e.v des matrices antisymétriques},
(*) montre que ga(A4) = =3, ; a? '5» €& (i prouve que gsj 4 est. définie négative. De plus, S@ A =
M, (IR) (voir la remarque 2) et 5 et 4 sont @s-orthogonaux puisque si S € S et A€ A,

o3(S, A) = tr(SA) = u((SA) = w(‘A'S) = tr(~A8) = — x(S4) = —3(5, 4),

donc p3(S, A) = 0. D’aprés la remarque 8, ceci sufiit pour conclure que la signature de ¢s est
(dim S, dim A) = (n(n + 1)/2,n(n — 1)/2).

d) Remarquons sout d’abord que gq(A4) = tr(SA'A) = tr(*"ASA). Sa forme polaire est 4 : (A, B)—

tr{*ASB).
La matrice S est symétrique. L’application R” =R X + *XSX est une forme guadratique. Si
I, 00
on note (p, ¢) sa signature, on s’apercoit que S est congrue alamatrice J = [ 6 —i; 0 |, autrement
0 0 o
dit

L 0 0
IPeGr,(R), ‘PSP=J=} 0 -5 0}.
6 o0 0

Maintenant, on se donne B € Mo(R) et on écrit B = PA avec A = (s j)1<ij < € M. (R). Un
peu d’attention montre que

p n pte
04(B) = u(PA) = u(A'PSPAY = u('ATA) =33 al; = 3 3 (wks)
j=1i=1 jupgla=1

Les applications fi; : B — a;; olt @ ; esh le coefficient d’indice (i, ) dans A = P~'B formant
une famille libre de formes linéaires de Mna(R)", Pexpression (***) montre (ue la signature de ¢4

est (np,ng).

EXERCICE 4. Soit E un R-e.v de dimension finie et ® une forme quadratique sur E.5i ¢
est définie, montrer que & est soit positive soit négative.

Solution. Soit (p,¢) la signature de ® (au passage, on a p+¢ = dim E car ® étant définie, P est
non dégénérée, c'est & direrg® =p+¢ = dim E). 11 s'agit de montrer que p = 0 on ¢ = 0. Nous
allons raisonner par l'absurde en supposant p # 0 e ¢ 3 0. On peut éerire

i=]

p q
B(z) =D pile) - Y w(@)?,
=1

Oll P1,...2%p W1, » Vg sont des formes lindaires (on peut méme les supposer linéairement in-
dépendantes, mais nous n'en aurons pas besoin).
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Les formes linéaires 1 — ¥, 93, ..., Pp, W2, ... , ¥, sont au nombre de p+¢— 1 < dim £, donc
si F' désigne le sous espace de £° (dual de E) engendré par ces formes linéaires, on a dimF <n
et donc Verthogonal F* de F (au sens dual) est différent de {0}. En particulier, il existe z € B,
z # 0, tel que

p1(2) —%1(2) = pa(z) = - = pp(x) = () = - = ¥(z) = 0,
ce qui entraine @1 (z) = ¥1(x) et
P(z) = pr(2)* =~ u(z)* = 0,
ce qui est contraire aux hypothéses puisque § est définie.

Remargue. Un autre moyen de faire est d’utiliser la continuité de $. L’expression de ¢
en termes matriciels (#(X) = ‘X AX) montre en effet qu’en dimension finie, tonte forme
gquadratique est continne. Supposons maintenant ® ni positive ni négative. Alors il existe
z # 0et y #0 tels gue ®(z) > 0 et $(y) < 0. On considére alors I'application

Fi01 =R A 3z +(1—A)y).

L’application f est continueet f(0} = &(y) < 0, f(1) = $(z) > 0 donc d’aprés le théoréme
des valeurs intermédiaires, il existe A € ]0,1] tel gue f(A) = 0 = ¥(Az + (1 - A)y),
et P étant définie, on a Az + (1 =~ A}y = 0, donc y = Bz avec § = ~A/(1 ~ A). Ced
entraine ®(y) = #(fz) = #*P(z) > 0, ce qui est absurde. Le tour est joué. Cette dernigre
démonstration montre qu’en dimension infinie, le résultat de 'exercice est vrai dés que &
est continue,

- Le méme type de résultats vaut pour les formes hermitiennes.

EXERCICE 5 (50US ESPACES TOTALEMENT ISOTROPES). Soit @ une forme guadratique
sur un K-e.v E de dimension finie n € N*. On appelle sous espace totalement isotrope
{en abrégé SETI) un s.e.v F de E tel que pour tout z € F, &(x) = 0, ce qui équivaut
a F ¢ F*. On appelle SETI maximal (en abrégé SETIM) un SETI F tel gue pour tout
SETI G vérifiant FC G,ona G=F.

1/ a) Soit F' un SETL Montrer que dim F < n — /2, oit r est le rang de &.
b) Montrer que tout SETT est inclus dans un SETIM.

2/ On suppose dorénavant gne ® est non dégénérée.
a) Soient F et F; deux SETIM. On pose F = F; N F, S, un supplémentaire de F dans
Fy, 5; un supplémentaire de F dans F,, de sorte que F & 5, = F, et F® .5, = F;. Moatrer
que §, n 5% = §¢ N §; = {0}. En déduire dim F} = dim F;.

Les SETIM ont dosnc tous méme dimension ; cette dimension est appelée indice de $.
b) On suppose ici K = R et & de signature {p, ¢). Quel est I'indice de $ ?

Solution. 1/ a) On a F C F+, donc dim F < dim FL, et avec la proposition 6,
2 dim F € dim F + dim F* = n + dim{F N Ker $) < n + dim(Ker $) = 2n — r,

d’oi le résultat.

b} Soit. ' un SETI et I' ensemble des SETI contenant F'. On pose m = sup{dim G, G € I'}. Par
construction, il existe un SETI & tel que F C 7 et dimG = m. Le s.e.v (7 est alors nn SETIM (=i
H est un SETI et 5i G C H, alors F C H de sorte que H € T et done dim H < m, ce qui entraine
dimH =m = dimG et G = H).

2/ a) Seit z € 5, NS}
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On a déja z € F. En effet, comme F; = F & Sz, on a Fy = F1 NS3, et il suffit de montrer
que z € F*. Ceci est vrai car ¢ € Fi C Fit C F* (la premiére inclusion provient du fait que /)
eat un SETI et la seconde est une conséqnence de ce que F C Fy).

Poursuivons. On & z € 8§ C Fy donc r est isotrope. Considérons le s.e.v G = F3 +Kr. Soit
t=y+iz€GC (y€ Fy, k€K). En notant  la forme polaire de ¢, on a

B(z) = B(y) + k2 ®(z) + 2kp(2, ). ()

On a y € F3 donc ®(y) = 0; on a vu que &(z) = 0, et on a montré plus haut que = € Fil, de sorte
que @(z,y) = 0, et donc (*) entraine $(z) = 0. Ceci étant vrai pour tout z € , on en déduit que
€ est un SETI. Comme F; C G et que Iy est un SETIM, ceci entraine G = /3 et donc = € F. Or
t€8, CF,doncz& FynFy= F, donc x € 5 NF = {0}, ce qui entraine z = 0.

~ Nons venons de montrer S N Sy = {0}, c'est & dire que 5) et S1 sont en somme directe,
ce qui entraine dimS; + dimS4 < dimE = »n. La forme quadratique @ étant non dégénérée,
la proposition 6 entraine dimSF = n — dim $;, donc finalement dimSy + » —dimS; < n, i
dim S < dimS;. Par symétrie, on a également dim$; < dim 5, d’oli dim 5, = dim 5q et

dim Fy = dim{F @ 8;) = dim F + dim S) = dim F + dim 53 = dim(F @ S3) = dim Fj.

b) La non dégénérescence de P entraine p+ ¢ = n. Notons k = inf{p,q}. 1l existe une base

(e1,- - - ,en) de E dans laquelle la matrice de @ a la forme ( {;’ (} ) Posons I~ = Vect(er +
—lg

€pi1,--- ek +€pys). Pour tout 3, 1 < i<k B(ei + ppi) = Plei) + Plepyi) = 1 =1 = 0. Les
vecteurs e; étant de plus deux a deux orthogonaux, on en déduit que F est un SETI
Soit G un SETI tel que F C G. Donnens nous z € G, et écrivons # = ) ; Miei. On a

n

Ba)=0=3 A - D A (+%)

i=1 izptl

En désignant tonjours par  la forme polaire de @, on a
Vi, 1 <i<hk, oz e+eppi) = -;' [@(x + €5 + €pai) — B(2) — Blei + €iap)] = 0= A — Aisp,

ce qui entraine ); = Xpy pour 1 < i < k. Avec (**) on adoncz = T, Ailei + epai) € F et ceci
pour tout SETI G contenant F. Le s.e.v I est donc un SETIM et Vindice de & est dimF =k =

inf{p,g}.

EXERCICE 6. Soit E un K-e.v de dimension finie, soit ¢ : E x E — K une forme bilinéaire
telle que si (z,y) = 0 pour un quelconque couple (z, y) € E?, alors p(y,z) = 0. Montrer
que {p est symétrique ou antisymétrique.

Solution. Supposons dans un premier temps i non dégénérée (i.¢ pour tout z #0, p(z,') £ 0)
L'hypothése sur p entraine que ponr tout & € E, les formes linéaires

w(z,"): gy o(r,y) o (&) ¥ p(47)

ont méme noyau. Comme elles sont non nulles, il existe A; € K tel que p(z,-) = hoe(-, &) (voit la
proposition 5 page 124).
On considére maintenant les applications

f:E=E zorp() e g: E=E xrre(,2)

Ces applications sont linéaires, injectives (car y est non dégénérée), donc bijectives (car dim E =
dim E*). Or, comme on a vu plus haut, pour tont.z € F, J(z) = Aq9(z), ou encore fog Y (z) = Az
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avec Ay € K. D'aprés la proposition 3 page 113, f o ¢~! est donc une homothétie, autrement dit il
existe A € K tel que f o g~ = X1Id ou encore f = Ag. Ceci s’écrit ansei

Vz€E, ¢(z,')=ip(,%)

et done
Vr,y€ . plr, 1) = hp(y, £) = Me(z,y).
On‘en déduit que A? = 1, donc que X € {=1,1}. La forme bilinéaire o est donc symétrique cu
antisymétrique.
- Traitons maintenant le cas général. On considére Ker ¢ = {z € F, p(z,-) = 0}. Soit F un s.ev

de E tel que Kerp @ F' = E. Comme F N Ker p = {0}, la restriction de ¢ 4 F est non dégénérée,
de sorte que l'on peut appliquer ce que l'on vient de montrer @

(Fee{-11}), Vi=,y) € F? p(2,y) = coly, ).

Ceci étant, on se donne (z,5) € E? et onéertt z = 2y 429, ¥y = 1 + 2 (71,49 € Ker g, 23,12 € F).
Ona

wlz,y) = ez, + y2) + (T2, 01 + v2) = 9(@2, 11 + ¥2) = (22, 1) = ez, 22) = ey, z),

d’oi le résnltat.

2. Espaces préhilbertiens

2.1. Généralités

Soit ¢ nne forme quadratique {resp. hermitienne) sur un R-e.v (resp. un C-e.v) E. On
dit que & est positive si pour tout =z € E, $(=) 2 0.

Supposons ¢ définie positive. Sa forme polaire ¢ s’appelle un produit scalaire (resp. un
produit scalaire hermitien). On note souvent @(z,y) =z -you(zly). Onaz - y=y ¢
(resp. 2 - y = T-F). On écrit souvent z2 pour z - x.

Dans ce cas, 'inégalité de Minkowsky (voir le corollaire 2 de la partie précédente)
montre que ||zl = /®(x) = /& - « définit une norme sur E. Cette norme s’appelle norme
euclidienne (resp. norme hermitienne) et fait de E un e.v normé.

Un R-e.v muni d’un produit scalaire s’appelle un espace préhilbertien réel (s'il est de
Plus complet — pour la norme issne du produit scalaire — on it que c’est un espace
hilbertien réel}). $'il est de dimension finie, on 'appelle également espuce euclidien. Sauf
mention explicite, la norme utilisée sur un espace préhilbertien est la norme euclidienne.

Un C-e.v muni d'un produit scalaire hermitien s’appelle un espace préhilbertien com-
Plexe. §7il est de dimension finie, on 'appelle également espuce hermitien.

L’inégalité de Schwarz s’écrit

Vo,ye E, |z-y| <=t livil.
Ainsi, si £ est un espace préhilbertien réei,
z .
Ve, y € B,z £ 0,y#0, 3 €[0,7),cos8 = m.
Le réel # s’appelle I’écart angulaire de z et y.

Remargue 1. On ne définit pas écart angulaire dans un espace préhilbertien complexe.

Dans toute la suite, nous utiliserons ces notations.
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2.2. Orthogonalité

L’orthogonalité définie pour une forme quadratique ou hermitienne subsiste pour un
produit scalaire. Ainsi, deux vecteurs z et y sont dit orthogonaux si et seulement siz-y =0

(ou encore si et seulement si y - z = 0).
Une famille de vecteurs non nuls (€ )ier est dite orthogonale si elle vérifie ¢; - ¢; = 0 diés
que i # j (et c’est alors une famille libre). Si de plus on a {le;|| = 1 pour tout iella

famille est dite orthonormale (ou orthonormée).
On peut ainsi parler de base orthogonale ou orthonormale. Si E est un espace euclidien

(resp. hermitien) et si (ey,...,e,) est une base orthonormée de E, alors

L] n n n
V:c:Zz;e,-eE,ng:Ey‘-e,-eE, z-y:Zz‘-y; (resp.:c'yzzaﬂy;).
i=1 i=1 i=1 i=1
Par ailieurs les coordonnées (z;) de z dans la base orthonormale (e;) de E vérifient z; =

e; T,

PROPOSITION 1. Si(e;)se; est une famille finie orthoyonale de vecteurs de E, on a Végalité
| ier eill® = Xies lleall*.

Remargque 2. Dans un espace préhilbertien réel, si iz + yi|* = lzll? + [|y]l?, alors = et y
sont orthogonaux. Ceci est faux dans un espace préhilbertien complexe {par exemple, si
z # 0, Iz +ief)? = |1 + il = 2ll=i® = §2]* + [Jiz]|* et pourtant z et ix ne sont pas
orthogonaux).

TriorEME 1 (DE LA MEDIANE). Pour tout couple (z,y) € E?, on a
e + 9l + ll= = oli® = 20l=1* + Iwll’)-

Remarque 3. — On peut montrer réciproquement (ue si une norme vérifie cette re-
lation, c’est une norme eaclidienne (resp. hermitienne) — voir I’exercice 9.
— Le théoréme de la médiane est encore appelé identité du parallélogramme

Procédé d’orthogonalisation de Schmidt. Nous allons construire, en partant d’une
famille libre finie (er,...,en) de vecteurs de E, une base orthogonale (uy,...,u,) de
Vect{ey, . .. ,€,) telle que pour tout k, w, € Vect(ey, . .. ,e). On procéde par récurrence.

¢ On prend u, = €.
s On cherche #; sous la forme ey 4+ A; 2 #;. On veut que 4 - 32 = 0, ce qui sera réalisé

si et senlement si
Uy - €y

e[

e Les vecteurs ty,... , Y. étant construits, on cherche u; sous la forme e, + 2y » 1 4+
oot Apork Ug-1, On vent que u; -ug =0 pour 1 £ i < k=1, ce qui sera réalisé si
et seulement si on prend

)u.z =

Wi €
Aip = — .
ok [|us]1?

En normant les vecteurs z;, on obtient méme une base orthonormée.

Remarque 4. La matrice de passage de la famille (e,) 3 ia famille {1} est de la forme

1 x ver X
p={9% !

: T, . X

0 .- 0 1

THEOREME 2. Soit E un espuce préhitbertien (réel ou complese) et F un s.e.nde E. Alors
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(i) FcFLt
(ii) 5% F est de dimension finie, ona E = F@ F* et F = P44,

Démonstration. L'assertion (i) résulte de la proposition 3 de la section 1 et la (i1) est une application
de la proposition 7 de ia section 1. a

Remarque 5. L'assertion (ii) reste vraie en dimension infinie si F est complet mais est
fausse dans le cas général (voir exercice 10).

projection et syméirie orthogonale.

DEFISITION 1. Soit E un espace préhilbertien et F un s.e.v de E de dimension finie. Le
théoréme précédent dit que F g F* = E.
— On appelle projection orthogonale sur F la projection sur F parallelement & FL.
— On appelle syméirie orthogonale par rapport 4 F la symétrie par rapport 4 F
parallRlement & F'*.

PropPoOSITION 2. Soit E un espuce prehilbertien et F un s.e.v de E de dimension finde.
Soit z € E ei p la projection orthogonale sur F. La distance de z & F, définie par d(z, F) =
infyer [[& ~ yll, vérifie d(z, F} = |« ~ p(=)|.

Démonsiration. Soity € F.Onaz—y = (z—p())+{p(z)—y). Or s —p(a) € FLet p(z)~y € F,
donc [j - ylf* = [}z - p(Z)|)* + {|p(z) — yll?, done infyer lJz — y||* = ||z — p(=){|%, d’od le résultat. O

2.3. Isométries et endomorphismes unitaires

DEFINITION 2. Soit E un espace préhilbertien et f € L(E) telle que pour tout z € E,
(=) = [l=(l.
— Si E est préhilbertien réel, f est appelé isoméirie (on dit aussi endomorphisme
orthogonal).
— S8i F est préhilbertien complexe, f est appelé endomorphisme unitaire.

PROPOSITION 3. Soit E un espace préhilbertien et f une application de E dans E. Alors
f est une isométrie (resp. un endomorphisme unitaire} si et seulement si

Y(z,9)€ E*,  f(z)-fly)==2-y. (*)
Remarque 6. Noter que la relation (*} impligue la linéarité de f.

ProPOSITION 4. Si f € L(E) est une isométric (resp. un endomorphisme unitaire) alors
f est injective. Si de plus E est de dimension finie alors [ est bijective.

PROPOSITION 5. — L’ensemble des isométries d’un espace euclidien E est un groupe
(muni de la loi o de composition), appelé groupe orthogonal de E et noté O(E).
— L’ensemble des endomorphismes unitaires d’un espace hermitien E est un groupe
appelé groupe unitaire de E et noté U(E).
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Propriétés matricielles des isoméiries et des endomorphismes unitaires.

PROPOSITION 6. Soit E un espuce cuclidien (resp. hermitien) et f € L(E). Alors f est
une isométrie (ou un endomorphisme unitagire} si et seulement si Uimage d’une base or-
thonormale de E par f est une base orthonormale de E.

Conségquence. Soit B une base orthonormale de E et f € L£(E) une isométrie (resp. un
endomorphisme unitaire). Si on désigne par A la matrice de f dans B (A = [f]g), alors

'"AA = A'A = I, (resp. "AA = AA = 1).

On en déduit que det("4) det(A) = 1 = (det(A))? (resp. det(*A)det(A) = 1 = |det(A)[*).

— Si f est une isométtie, on a donc {det f)? = 1, ou encore det f € {~1,1}.
~ Si f est un endomorphisme unitaire, on a |det f|? = 1, donc | det f| = 1.

DEFINITION 3. -~ Si A € M,(R) vérifie ‘AA = I, A s’appelle une matrice orthogo-
nale.
— Si A € M,(C) vérifie *AA = I, A s’appelle une matrice unitaire.
— L’ensemble des matrices orthogonales de M, (R) constitue un groupe noté O,,
celui des matrices unitaires de M,(C) est un groupe noté if,.

DEFINITION 4. - Soit f une isométrie d’un espace euclidien E. On dit que f est une
isométrie directe si det f = 1, une isométrie indirecte si det f = —1.
— L'ensemble {f € O(E),det f = 1} est un sous groupe distingué de O(E) appelé
groupe spécial orthogonal de E et noté O*(E) (on le note encore SO(E)).
- Si E est hermitien, 'ensemble {f € U(E),det f = 1} est un sous groupe distingué
de U(E) noté SU(E).
— Pour les matrices, on note également

SO. =0 ={AcO, | detA=1} et Sthy={Acl,|detA=1)}.

L’ensemble SO, est un sous groupe distingué de O, SU, un sous groupe distingué
de 24,

La réduction des endomorphismes orthogonaux on unitaires fait I'objet de la partie 3.1.

2.4. Endomorphismes adjoints

DEFINITION 5 (ADJOINT). Soit E un espace enclidien (resp. hermitien} et f et g € £(E).
Les endomorphismes f et g sont dits edjoinis si

Y(xz,y) € B,  f(x)-y==z-9(y) (+)

L'endomorphisme f étant donné, il existe an plus un endomorphisme g vérifiant (*).
Lorsqu’il existe, on 'appelle adjoint de f et on le note f*. Lorsque f = f*, f est dit
autoadjoint,

Remarque 7. — L’adjoint f* d’un endomorphisme f n’existe pas toujours (rous ver-
rons cependant gu'en dimension finie, et pins généralement dans un espace hilber-
tien lorsque f est continu, I'adjoint de f existe}.

- Lorsque f* existe, (f*)* = f** existe et on a f** = f.
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Etude en dimension finie. Notation. Nous utiliserons la notation introduite dans la
partie 1.2 : si M désigne une matrice complexe, on note M* = *M sa transconjuguée.
Ainsi, lorsque M est une matrice réelle, M* désignera tout simplement la transposée de
M.

Soit E un espace euclidien ou hermitien, B une base orthonermée de E. Soit f € L(E),
M la matrice de f dans la base B : M = [f]g. On cherche un endomorphisme g qui soit
I'adjoint de f. En notant N = [g]s, on veit gue la relation (*) est vérifiée si et seulement
st

pour tous vecteurs X,Y, (MX)'Y = X*(NY) ouencore X"M'Y = X*NY.

L’endomorphisme g est donc I’adjoint de f si et seulement sa matrice N dans la base B
vérifie ¥ = M. En résumé, pour tout f € L(F), f* existe et [f*]p = [f]5.

Remarque 8. - Attention, ceci n’est vrai que lorsque B est une base orthonormée de
E.

- Si E est euclidien, nn endomorphisme f € L({E} est antoadjoirt (or dit encore
symétrique) si et seulement si la matrice de f dans nune quelconque base orthonor-
mée de F est symétrique.

— Si E est hermitien, f est autoadjoint si et senlement si sa matrice M dans une
base orthonormée de E est hermitienne (i.¢ si elle vérifie *M = M).

Réduction des endomorphismes autoadjoints. Nous anrons besoin de la proposi-
tion suivante.

PROPOSITION 7. Soit E un espace euclidien ou hermilien, et f € L(E) un endomorphisme
autoadjoint. Si F est un s.e.v de E stable par f, alors Ft est stable par f.

Démonsiration. 1l suffit d’écrire ue
VreFvyeFt, x fly)=f(x) y=0
0

THEOREME 3. Soit E un espace euclidien (resp. hermitien) et f € L(E) un endomorphisme
autoadjoint. Alors il exisle une base orthonormée de vecteurs propres pour f (et de plus
ses valeurs propres sont réelles).
Démonstration. On procéde par récurrence sur la dimension n de E. Pour rn = |, c’est évident.
Supposons le résultat vral jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. On considére ’application
¢: E-R xw— . f(z). Cest une forme guadratique (resp. hermitienne), de forme polaire
w(z,y) = 2 f(y). Comme on est. en dimension finie, la sphére unité § = {r € E,[|2|| = 1} de £
est compacte, et ® étant continue (towjours parce que I’on est en dimension finie), il existe zq € §
tel que $(xo) = sup..5 B(z) = A

Ceci étant, on considére la forme quadratique (resp. hermitienne) définie par ®,(x) = Allz||? -
$(z). La forme & est positive par construction de A, Or ®1(xo) = 0, i.e $; n’est pas définie, et
donc @, est dégénérée (rappelons qu’une forme positive est définie si et seulement si elle est non
dégénérée, voir la conséyuence de I'inégalité de Schwarz, pattie 1.3). La forme polaire de ®; étant
wi(z,y) = = - g(y) avec g = Aldg —f, la dégénérescence de $; entraine ’existence de  # 0 tel
que pour tout ¥ € E, 1(%,y) = 0 = z - g(y). L’application g n’est donc pas surjective (z n’est pas
atteint), donc non injective (g est. un endomorphisme en dimension finie), ce qui entraine I’existence
d’un vecteur norme ¢; tel que g{e1) = 0 = Aey — fc1)- Autrement dit, A € R est valeur propre
de [ associée au vecteur propre ¢;. Posons H = (Vecte)Lt. D'aprés la proposition précédente,
H est stable par f. La restriction de f & H étant autoadjointe, I’hypothése de récurrence assure
'existence d’une base orthonormée (ca, . .. ,€,) de H qui diagonalise fjy (A valeurs propres réelles).
La base (e1,... .€s) est alors une base orthonormée qui diagonalise f, et les valeurs propres de f
sont touies réelles. N
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La version matricielle de ce théoréme est la suivante.

+ COROLLAIRE 1. Soit M € M,(R) (resp. M € M,(C)} une matrice symétrique (resp.
hermitienne). Alors il existe une matrice C orthogonale (resp. unitaire) telle que

C'MC=C'MC =D,

D étant une matrice diagonaie réelle,

Démonstration. On note £ = R* (resp. £ = C*). Munissons E du produit scalaire (resp. du
produit scalaire hermitien) usuel :

n L]
(21, 2a) (41, :yn)=2:s'yi (resp. =§:3_iyi)-

i=1 i=l
Soit § € L(E) dont Ia matrice dans la base canonique B de E est M : [flg = M. Comme f
est autoadjoint (car M est symétrigue, resp. hermitienne), il existe d’aprés le théoréme précédent
une base B’ orthonormée de E telle que {fla = D soit diagonale réelle. Si on désigne par C la
matrice de passage de la base B & la base B', C' est une matrice orthogonale (resp. unitaire) et
CIIMC=C"MC=D. ]

Remarque 9. On rappelle qunne matrice symétrique (resp. hermitienne) M est positive
si la forme quadratique (resp. hermitienne) X — X*M X est positive. Elle est dite définie
positive si cette forme quadratique est définie positive. Le corollaire montre (ue M est
positive (resp. définie positive) si et senlement si toutes ses valeurs propres sont positives
(resp. strictement positives).

COROLLAIRE 2. Soit & une forme quadratique (resp. hermitienne) sur un espace euclidien
(resp. hermitien) E. Alors il eriste une base orthonormée de E dans laguelle la mairice
de ® est diagonale réelle.

Démanstration. Soit B une base orthonormée de E et soit M la matrice de ® dans la base B.
La matrice M est symétrique (resp. hermitienne), et d’aprés le corollaire précédent, il existe une
matrice C orthogonale (resp. unitaire) telle que C*MC = D est diagonale réelle. La matrice C
défini un changement, de base orthogonal qui fait passer de la base B a une base orthonormée B',
et 1a matrice de @ dans la base B’ est D, d’ol le résultat. O

Remargue 10. Notez bien la différence entre ce dernier corollaire et le théoréme 1 de la
page 227. Ici, 1a base qui diagonalise ® a en plus la propriété d’étre orthonormée pour le
produil scolaire de Pespace E.

— COROLLAIRE 3. Soient M, N deuz matrices symétriques (resp. hermitiennes), telles que
la matrice M soit définie positive, Alors il existe une matrice C inversible telle que

C*MC =1, ¢ C'NC=D,

oti D est une matrice dingonale réelle.

Démonstration. Sur E = R (resp. sur E = C*}, I'application & : (X,Y) — X"MY défini
un produit scalaire, et ¥ : X ~ X*NX une forme quadratique (resp. hermitienne). D’aprés le
corollaire précédent, il existe une base B orthonotmée {pour le produit scalaire @) tefle que la
matrice D de ¥ dans B soit diagonale réelle. En désignant par C la matrice de passage de la base
canonique de £ 3 la base B, on a C*MC = I, et C*NC = D, d’o le résultat. ]

Remargue 11. Ce dernier corollaire rend parfois de précienx services. On peut le voir
comme un résultat de psendo.réduction simultanée. Prenez garde au fait que la matrice
C n’est en général pas orthogonale (ou unitaire).
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2.5. Exercices

EXERCICE 1 {RACINE CARREE D’UNE MATRICE HERMITIENNE POSITIVE). Soit H ¢
M,{C) une matrice hermitienne positive. Montrer qu’il existe une unique matrice R her-
mitienne positive telle que # = R2.

Solution. Frislence. La matrice H étant hermitienne, il existe une matrice unitaire € telle que

Ay O -0
THC=c'we=| * » ' |=p,

S

0 - 0 A

D) étant diagonale réelle. Comme H est positive, tous les A; sont positifs done pour tout 4, il existe
#: 2 0 tel que A; = p}. En posant

a0 0
i
= 1.!‘2 ,
: - -0
0 -~ 0 g

on a I¥? = D de sorte que R= CD'C~1 = CP''T est hermitienne positive et vérifie

RR=cp*c-'=0CDbCc'=H.

Unicité. Soit R hermitienne positive telle que R? = H. Socient h et r les endomorphismes de O
dont H et. K sont les matrices dans la base canonique de €. Comme H est hermitienne, & est
autoadjoint. Ses valeurs propres Ay,..., A, sont positives car H est positive. Notons Ey, , .. ., E,
les sous espaces propres correspondants. Comme r commute avec r® = A, chaque E), est stable
par r (voir la proposition 7 page 164}. On note r; = riE,,- On a rf = g, , et r; est autoadjoint
positif; toute valeur propre g de r; vérifie 42 = A;, donc g = +/X; est la seule valeur propre possible
de r; (car les valeurs propres de ry, qui sont des valeurs propres de r donc de R, sont positives).
Comme r; est de plus diagonalisable (car autoadjoint), on en déduit r; = /A Idg, .

Résumons. 8i r? = A, alors forcément pour tout i, r| Ex, = VA Id;g, , ce qui définit r de maniére
unique, d’oit 'unicité de R.

EXERCICE 2. Soit E un espace hermitien et f et ¢ deux endomorphismes antoadjoints de
L(E) tels que fg = ¢f. Montrer que f et ¢ sont diagonalisables dans une base commune
de vecteurs propres orthonormes.

Solution. Les endomorphismes [ et g étant autoadjoints, on sait déja qu'ils se diagonalisent chacun
dans une base orthonormée. Il nous reste & montrer que 'on peut. prendre la méme base pour les
deux.

Notons Ay, ..., A les valeurs propres (distinctes) de f, E,,,..., Ej, les sous espaces propres
correspondants. Les E;; sont deux & deux orthogonaux (pour s'en persuader, diagonaliser f dans
une base orthonormée). Comme f et g cominutent, les E;, sont stables par g. La restriction de ¢ 4
E,,; étant autoadjointe, il existe une base arthonormée B; de E,, diagonalisant NEs, - Les E;, étant
deux & deux orthogonanx, on en dédnit que B = B, U - -U B, est une base orthonormée. Cette
base diagonalise g par construction ainsi que f pnisque chaque vecteur e de B; vérifie fle) = Ase.

Remarque. De la mé&me maniére que dans Pexercice 4 de la partie 1.6 du chapitre IV, ce
résultat se généralise & toute famille (f;)ic; d’endomorphismes antoadjoints commutant
deux & deux.
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EXERCICE 3. Soit E un espace hermitien et f € L(E).

a) Montrer que f est trigonalisable dans une base orthonormée de E.

b) Si f et g € L(E) commutent, montrer qu’il existe une base orthonormée de E trigo-
nalisant a la fois f et g.

Solution. a) Nous allons donner deux moyens de procéder.

Premiére méthode. Le corps C étant algébriquement clos, f est trigonalisable dans une base
B = (e1,...,ea) de E, et donc pour tout k, flex) € Vect(er, ... ea}. Soit (w1, ... ,tn) la base
orthonormeée de Schmidt associée & B. Pour tout k, on a Vect(uy,...,up} = Vect{ey,... &), et
donc

vE, 1< k<mn, flue)€ f(Vect(er,..., ex)) C Vect{e,... er) = Vect(uy,. .. ,u)-

Ceci prouve que la matrice de f dans la base orthonormée {u,, . .. , ) esl. triangulaire supérieure.
Seconde méthode. On procéde par récurrence sur la dimension n de E. Si n = 1, cest évident.
Supposons maintenant. Je résuliat vrai au rang » — 1 et montrons le au rang #. Soit A € € une
valeur propre de f* et e un vecteur propre norms associé. Alors

vz € (Vecte)l, f(x)-e=z f'(e)==x de= Az ¢)=0,

autrement dit I'hyperplan H = {Vect ¢)* est stable par f. On peut donc appliquer I’hypothése
de récurrence & fig, ce qui montre Pexistence d’une base orthonormée (¢1,...,en-1) de H qui
trigonalise fig. La matrice de f dans la base orthonormée (ey, ... ,en—1,¢) (elle est orthonormée
car ¢ est orthogonal a H) de E est donc de la forme

x x | x
0
¥
% | %
0 0 | x

donc triangulaire supérieure, d’oi le résultat.

b) Nous allons ici aussi donner denx méthodes.

Premiére méthode. D’aprés le théoréme 5 de la partie 1.5 du chapiire IV (page 164}, il existe une
base B = {e1,...,¢a) de E trigonalisant f et g. Pour les mémes raisons que dans la premiére
solution de la question a), la base de Schmidt orthonormée associée 4 B trigonalise f, ainsi que g,
d’ol le résultat.

Seconde méthode. Procédons par récurrence sur la dimension n de E. Four n = 1, c’est évident.
Supposons le résultat vrai au rang n — I ef montrons le au rang n. Dans une base orthonormée
de E, les matrices de f* et g" sont les transposées de celles de f et g donc elles commutent, ce
qui entraine que f* et ¢* commutent. Il existe donc un vecteur propre ¢ nonné commun 3 f* et
g*. Pour les mémes raisons que dans la deuxiéme solution de la question a}, H = (Vect e)t est
un hyperplan de E stable par # et g. Comme fig et gy commutent, I'hypothése de récurrence
entraine P'existence d’une base orthonormée (¢1, ..., en-1)} de H trigonalisant fizr et giz. If n’est
alors pas difficile de voir que la base (&1,...,ea_1,€) est orthonormée et qu’elle trigonalise f et g.

Remargue. De la méme manidre qu’a Vexercice 4 de la'partie 1.6 du chapitre IV (page 170),
le résultat b) se généralise & une famille quelconque ( f;)ies d’endomorphismes commutant
deux & deux.

EXERCICE 4 (CARACTERISATION DES MATRICES POSITIVES). Soit M = (ai;hgijcn €
M (R) une matrice symétrique.

a) Pour tout k € {1,...,n}, on note My = (a;;h1<ijce € Mu(R). Montrer que M est
définie positive si et senlement si pour tout k € {1,...,n}, det My > 0.
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b) Pour tout I C {1,...,n}, on note My = (4; ;)i 5)es2- Montrer que M est une matrice
positive si et seulement si pour tout 7, det M; > 0.

Solution. a) Condilion nécessaire. Soil. g la forme quadratique dont M est la matrice dans la
base canonique (e1,...,es) de R". Pour tout k, M, est la matrice de la restriction de ¢ &
Vect(ey, ... ,¢ck). Cette restriction est, comme g, définie positive, donc M est une matrice définie
positive, d'oi on tire det My > 0, et ceci pour tout .

Condition suffisanie. Raisonnons par récurrence sur n € N*. Pour n = 1, c’est évident. Supposons

fe résultat vrai jusqu’an rang r — 1 et montrons le au rang n. Notons H = Veet{e;,... ,e,_1)
D’aprés hypothése de récurrence, la restriction gy de ¢ 3 & est définie positive. I] existe donc
une base (¢},...,¢,_;) de H orthonormée pour ¢z, de sorte que dans la base (¢},...,¢e,_,¢a)
de R, la matrice de g est de la forme

1 L] [r1}

0 1 Gp—1

43 - fp-i | 6n

On cherche maintenant un vecteur ¢, de la forme €, = eq + ooy Ai€} qui soit g-orthogonal
aux ¢ (1 € i € »n—1), Notons ¢ la forme polaire de ¢q. On a @{c},e,) = 0 si et seulement
M = —p(et,en) = —u;. Ceci monire qn’en choisissant ¢, = eq — Tin aiel, la base (el, ..., ch)

est g-orthogonale. Dans cette base, 1a matrice de ¢ est de la forme

1 0 - 0

P= 0
1 0
a (|

Le signe de det F* est celni de det M, c’est & dire det P > 0, done « > 0, ce ¢ui prouve que g est
définie positive. La matrice M est donc définie positive.

b) Condition nécessaire, On désigne tonjonrs par ¢ la forme quadratique de R" dont M est la
matrice dans la base canonique (e, ... ,¢,) de R™, Pour tout I, M/ est la matrice de la restriction
de g & Vect(e;)ies, qui est positive. La matrice M est donc positive, ce qui entraine det Af; > 0.
Condition suffisanie. Commengons par montrer

Yz >0, det(M +=zl,) > 0. (%)
On sait que
det(M + zlp) = 2™ + /15" + -+ o1z + fo,

o1 pour tout #, f; est la somme des mineurs principaux d’ordre i, t.¢ §i = 3o g7, det My 2 0.
La positivité des 5; entraine alors (*).

On applique maintenant le résultat (*) a chacune des matrices My (on peut, les hypothéses sont
vérifiées), ce qui donne

Vo> 0,¥ee{l,...,n}, det(My+ i) >0

En appliquant le résultat de la question a), On en déduit que pour tout = > 0, la matrice M + 1,
est définie positive. Autrement dit, pour tout = > U, on a

VX €R®, 'X(M +2L)X >0

En fixant X et en faisant tendre  vers U, cette indgalité entraine *XMX > 0, et ceci pour tout
X € R™, done M est positive.

Remuargue. Le résultat de la question a) peut s’avérer utile; il est done souhaitable de
savoir le redémontrer.
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EXERCICE 5. a)} Soit une application continne
M:[0,1] » M, (R) ¢~ M) = (85Diciign

telle que pour tout ¢ € }0,1[, M(t) est symétrique définie positive. Montrer que la matrice

4= ]ol M) dr= (-[ol a3(t) dt)lsusn

est symétrique définie positive,
b) Application. Montrer que la matrice

1
A= (____)
L+li—F/ 1cijca

est définie positive (on pourra utiliser le résultat de la question a) de ’exercice précédent).

Solution. a) 1l est clair que A est symétrique. .
Maintenant réfiéchissons. Une somme finie de matrices (M; )1 ¢igp symétriques définies positives
est définie positive. Pour cela, il suffit d’écrire ¢ue pour tout. vecteur colonne X # 0 de R"

r P
Vi'XM;X >0 donc D 'XMX='X(3 M)X>0.

i=1 =1

Ceci étant vrai pour tout X # 0, on a prouvé que 3; M; est définie positive.

- Ici, on a affaire non pas & une somme finie, mais wne somme continie. On procéde de la méme
maniére. Fixons un vecteur colonne X de R, X # 0. Pour tout 1 & 10,1{, on 3 *XM()X > O,
donc par continuité de # — * X M(1)X,

1 1
/ ‘XM@)X dt >0 owencore *X (/ M(t)dt) X ='XAX >0.
0 0

Ceci étant vrai pour tout X % 0, A est définie positive.

b) On remarque gue

1 1
S =j I35l gy
1"‘]'_3' 1

D'aprés az, le résultat sera prouvé si on montre que pour tout t € J0. 1[, la matrice symétrigue
Mit)=Q ‘“ﬂ)lﬁiafﬁ" est définie positive.

Pour tout r, 1 € » < n, on pose D.(t) = det(tli=i)1¢; ;<. Nous allons prouver que D () =
(1~ 13)"=1 ce qui pronvera, en vertn de la ¢uestion a) de Vexercice précédent, que A (t) est définie
positive pour ? € 10, 1[.

On procéde par récurrence sur +. Pour r = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai au rang
r et montrons le au rang r + 1. On écrit

i H -t 1 t ! 0
t 1 -t t 1 ]
Drya(t) = = (1-1)De(t)
tr—l 1 # tr—l ; 1 i}
! t 1 r 1 1t 1=

{on a retranché ¢ fois V’avant. dernidre colonne & la dernitre, puis on a développé par rappott & la
derniére colonne), d’oil le résultat.
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— EXERCICE 6 (DECOMPOSITION POLAIRE}. Soit A € M, (C). Montrer qu'il existe un couple
de matrices (U, H), U étant unitaire et H hermitienne positive, tel que A = UH. 5i A est
inversible, montrer que le couple (U, H) ainsi défini est unique.

Solution. C'est trds classique.
Pristence. SiA=UH, alors A* = HU™! donc A*A = H? (on rappelle que la notation A* désigne
1a matrice *A). Nous allons par conséquent. commencer par chercher une matrice hermitienne H
vérifiant A*A = H2.

La maltrice A*A est hermitienne car {A*A)* = A* A" = A*A. Par ailleurs, pour tout vecteur
colonne X, on a

X*(A*A)X = (AXYAX = ||[AX|? > 0

(|l - || désignant la norme hermitienne standard sur C*), ce qui prouve que A* A est positive. I’aprés
Pexercice 1, il existe donc une matrice hermitienne H positive telle que A*A = HZ

Supposons maintenant A inversible. Alors K est inversible, et en posant ¥ = AH~1, on a
U*U=H"1A"AH-! = I,, douc ¥ est. unitaire et A = UH, d’oi1 'existence.

Si An’est pas inversible, c’est un peu plus délicat. Nous allons donner deux méthodes, la premiére
étant de nature constructive, la seconde de nature topologique.

Premiére méthode. Notons a et h les endomorphismes de  dont les matrices dans la base canon-
ique de € sont A et H. Comme u*a = hZ avec h autoadjoint, on a
V2€C, (@)’ = ar) -alz) = 2 -a*a(x) = 2 - h(2) = h(x) - b(z) = [la(2)I7,

donc Ker & = Kera. Ceci entraine dim(Ima)* = dimKer &, de sorte qu'il existe un isomorphisme
uniteire ug envoyant Ker A sur (Ima)t. En diagonalisant & autoadjoint, on s’apercoil que By Tma
est un isomorphisine envoyant Imh sur lii méme, et que (Ker A)* = Imk. On définit. maintenant
I'endomorphisme u par
{ Yz cImhk, u(z) =aoe hl_III-nIa('T)
Vz € Kerh, u(z) = ug(x)

On a ainsia=ueh, car

Vre€Kerh, uoh(z)=0=a(r) ’
Il nous reste & montrer que u est unitaire. Pour cela, donnons nous un vecieur y, et éerivons
¥y=wm+z 3 €lmh, 2z € Kerh. Soit = € Imh tel que 3o = h(z). Alors u(y) = u(h(z)) + u(z) =
a(z) + te(z), et comme ug(z) € (Ima)t,
Qo = llale)I + lluo(2)I).
Par construction de uy, on a |Jua(2)]} = |iz]|. Par ailleurs,

Ha(@)i? = a(z) - a(z) = 2 - a*a(z) = = - h¥(z) = h(z) - h(z) = IR = llvoll?,

{ Vrelmh, wuoh{z)=a(x)

donc finalement
() = Halt® + 1)=01% = llwl)®

Notons U la matrice de u dans la base cancnique de €. Onaa =uoh donc A = UH, avec U
unitaire, d’ot: le résultat.

Seconde méthode. L’ensemble des matrices inversibles étant. dense dans AM,(C) (voir la propo-
sition 2, page 181}, on peut écrire A comme une limite de matrices inversibles (A4,),en. Le cas
A inversible nous permet d’affirmer que ponr tout p € N, il existe deux matrices U, unitaire et
Hy hermitienne positive telles que A, = U, H,. L'ensemble des matrices unitaires étané compact
(¢’est un fermé borné de M, (C), fermé comme image réciproque de {I,} par ’application continue
U — UU, borné car tous les vecteurs colonnes d'une matrice unitaire sont de norme 1), il existe
une sous suite ({/,¢)) de (Up) qui converge. Notons U/ sa limite (I est unitaire) et # = U*A. Pour
tout p, H p) = U,;(P]A est hermitienne positive, et en passant i la limite lorsque p — +oc, on en
conclue gque H = {/* A est hermitienne positive (en effet, une limite H de matrices hermitiennes
positives (H,} est clairement, hermitienne, et positive car pour tont X € C* fixé, ona X*H, X > 0,
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donc X*HX > 0 — faire tendre p vers V'infini — et ceci est vrai pour tout X}). Finalement, on a
A = UH avec U unitaire et H hermitienne positive.

Unicité (lorsque A est inversible). D’aprés I’exercice 1, il existe une unigue matrice f1 hermitienne
positive telle que A* A = H? (rappeions que A* A est hermitienne positive), ce qui prouve P'unicité
de H, donc de U car U = AH~1,

EXERCICE 7 (DECOMPOSITION D’IWASAWA). a) Soit A € M,(C) une matrice hermiti-
enne définie positive. Montrer qu'il existe une unique matrice triangulaire supérieure T &
coefficients diagonaux positifs, telle que 4 = T*T.

b) Soit A € M,(C) une matrice inversible. Montrer qu'il exisie un unique couple de ma-
trices (U, T), avec U unitaire et T triangwaire supérienre & coefficients diagonaux positifs,

tel que A =UT.

Solution. a) Comme A est hermitienne définie positive, A est la matrice d’un produit scalaire
hermitien dans la basge canonique B = (£y,... &0} de (. Eerire A = P* P, C’est dire que P est la
matrice de passage d'une base B’ orthonormée ponr ce produit scalaire 3 la base 5.

1l e’agit par conséquent de déterminer les bases B’ = (¢} ,... €}, } orthonormées pour ce produit
scalaire telles que la matrice de passage P de B’ & B soit triangulaire supérienre et & coefficients

diagonaux positifs, ce qui s'écrit
Vect{e}, ... e})} = Vect(es,... .e)
vke{l,...,n}, {ei"-'k)“ .
Le procédé d’orthenormalisation de Schmidt assure Pexistence et 1'unicité d’une telie base, d’od
Pexistence et I'unicité de T

b) Comme on I'a vu & Pexercice précédent, la matrice A*A est hermitienne positive. Comme A
est inversible, A® A est inversible, et c'est donc une matrice hermitienne définie positive. D'aprés
la question a), il existe une matrice T triangulaire supérieure & coefficients diagonaux pasitifs telle
que A*A = T*T. Soit & = AT-}. Alors U*U = (T*) ' A*AT™! = I. Donc U est unitaire et
A =UT, a0l Iexistence du couple (U, T).

Unieité. Si A = UT, alors A*A = T*T, donc d’aprés a), T est déterminée de facon unique; il en

est de méme pour I/ = AT

Remarque. On peut montrer que le résuliat reste vrai lorsque A n'est pas supposée
inversible, mais il n’y a plus wnicité du couple (U7, T). (On peut par exemple procéder en
utilisant des critéres de nature topologique comme dans la seconde méthode de la preave
de l'existence dans V’exercice précédent).

EXERCICE 8. On définit Ja norme euclidienne standard || - [|2 sur R™ par :
VX = ( ;) € R X|le = VT + -4+ 22 = VX*X. On norme ensnite M. (R} en
posant, pour tout A € M,(R), [|Allz = supyx,= |AXil2
Montrer que || Ally = /P(A*A), oit p{A" A} = sup{[A}, X valeur propre de A4}
Solution. On remarque déja que pour tout X € R™, IX||lz = vV X* X, de sorte que
NAj: = sup {AX)*AX = sup X*(A’A)X.
NXY¥a=1 UX|lo=1

La matrice A" A est symétrique positive (c’est tonjours pareil, elle est symétrique car (A°A)" =
A*A* = A" A, positive car VX € R”, X*(A*4)X = (AX)*AX = [|AX[}} > 0). 1l existe donc une
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matrice orthogonale P telle que
A*A= P 'DP=P*'DP, avec D= ,

les X; étant positifs (car A* A est positive). On a
HAlE= sup X°(P'DP)X = sup (PX)"D(PX).
NX[la=2 I X[2=1

L’application X — PX étant une isométrie de R®, ceci s’écrit aussi
[lAllz = sup Y*DY. (*)
I¥la=1
¥

Soit ¥ = ( : ) € R tel que ||Y)|z = I. Alors
yn

0<Y"DY =3 Aaf < HD) Soud = D)
i=1 =]

donc d’aprés (¥}, [|A|l; < p(D). Or, si k est choisi tel que Ay = |Ax| = p(D), alors ¥ désignant le
E-igme vecteur de la base canonique de R™, on a ||[¥||; = 1 et Y*DY = A, = p(D). Finalement, on
a montré [[A]lz = p( D), et comme A* A et D sont semblables, o(D) = p(A*A), d’out le résultat.

ExERrCICE 9. Soit E un R-espace vectoriel normé et vérifiant

V(z,y) € E*, [z +yl* +il= — yll* = 2ll=l + 2/|»}>. (+)
Montrer que E est préhilbertien réel (i.e 1a norme est issue d’un produit scalaire).
Solution. [l s’agit de montrer qu'’il existe un produit scalaire (x, ¥) =~ @(z, y) sur E tel que pour

tout z € E, ¢(z,z) = ||=|I*.
On raisonne par conditions nécessaires. Si un tel produit scalaire existe, alors

Ve,y€E, dp(z.y)=vlz+pz+n)—plz—yz—g)=llz+4* - iz - oi]*.
On définit done @ par

1 1
i ExE—R (o,5) glle+ll? = 3lle - vl

Nous allons montrer que ¢ = 4¢ est un produit scalaire, ce qui montrera le résnitat pour .

Montrons que ¥ est bilinéaire. Comme ¢ est symétrique en ses arguments, il suffit de démontrer
la linéarité pour V'un d’entre eux, par exemple le premier.
~ Montrons que 1 est. additive par rapport & son premier argument. Pour tout »,y,z7€ E, on a

200(x, 2} + (%, 2)) = @llz +20]° + 2y + 21*) — 2= — 20 + 2{|y - 2|*)
at par {*)
=lle+y+ 2 + l= — oll* = Jl= + y = 221" — = — yl® = ¥(z + v, 22).
Posons alors ag = + g :
¥(®0,22) = ||zo + 22|[* = 2o ~ 20 = (lfea + 22]|* + [l2a]|*} — (llzo — 2241 + ljzoll?)
= (2o + 2* + 2||2|[*) = (220 — =1 + 2)|2)I*) = 29(=0, 2).
Finalement, on a

2(‘{’(:) z) + ¥y, z)) = ';’(3":2:) = 29”(‘“"1 z) = 2"’(7 + y,z)
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done Y(x, 2) + ¥(y, 2} =¥z +y.2). (++)
- T} nous reste & montret que pour z,z € E et A € R, ¥(Az, 2} = df(x, z). Cest classique!

— Si p € N*, alors $(pr, 2} = ¥(x + - -+ &,2) = py(z, 2) d'aprés (**). Or $(0,2) = 0 =
¥(z —~ 7,2) = ¥(z, 2) + ¥(—7, 2), donc ¢¥(—x,2) = —~¢(x, z). Finalement, pour tout p € Z,

v(pz,2) = p(x, z).
— Soit. ¢ € N*. Alors

1
¥z, z) = (g ;}x.z): qu(%;r:,z) donc q&(-ql-;r:,z) = ;qb(x,z)‘
— Pourtowt r€Q,r= %, on a
Vre,5) = ¥ 72,5) = pU(;7.2) = po¥(z,2) = iz, 2). (+54)

Par construction, ¢ est contimie, et comme Q est dense dans R, (***) entraine
VAR, olhie,2)= M(=,2). (Hexe)
Les relations (*¥} et (¥***) assurent la bilinéarité de ¢. Comme ¢ est symétrique et définie positive

{on a y(r,z) = 4)|=|]%), ¥ définit bien un produit scalaire. Il en est done de méme de w = %rjz, et
comme |[x> = ¢(z,2), || - || est bien une norme euclidienne.

EXERCICE 10 (PROJECTION ORTHOGONALE DANS UN ESPACE PREHILBERTIEN REEL), E
désigne un espace préhilbertien réel et F un s.e.v de E.

1/ Pour tout ¢ € E, on note
F. ={y € Flle - yll = d(=, F} = inf [l# — =[]}

a) Montrer que y € F. si et seulement si  —y € F*.
b) Montrer que F, a an plus un élément.

2/ On suppose ici que F est complet.

a) Pour tout z € E, montrer que F; a exactement un &ément. On le note zp.

b) Montrer que F @ F* et que z — Pp() = 25 s'identifie i la projection orthogonale sur
F.
¢) Montrer que F = P11,

3/ On considére ici E = C([0,1],R) (fonctions a valeurs réelles continues sur [0, 1]), mani
du produit scalaire

1
(o) = [ Fvateyar.
Soit F = {f € E, f(0) = 0}. Que représente F* ? Conclure.
Solution. 1/ a) Condition néecssaire. Soit y € Fr. Posons z = » — y et considérons w € F. Pour
tout p € R, on a ||z + pw| > |J2]] car 2 + pw = 7 — (y — pw) et y — pw € F. On rééerit ceci en
Yo ER, {lz+pull® = |41” + 2p(z - w) + A lhel” 2 Ilelf”.

Cette inégalité exprime que la fonction p = [|z]|* + 2p(z - w) + ¢*|lw||* atteint son minimum en
p = 0, donc sa dérivée par rapport 3 p en 0 est nulle, ce qui s'écrit z - w = (. Ceci étant vrai pour
tout w € F, on en déduit que 2z =z —y € FL.
Condition suffisante. Soit yc Etel que s —y € F+. On a

V:eF, iz =2 = (= = g} + (v — I = ll=— vll® + Nz - oi® (*)

(car z — y € FL et z — y € F). Larelation (*) entraine [ix = gi| = inf-¢r ||z — z|l, donc y € Fi.
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b) Supposons que Fr ait deux &éments y ot z. Alors r — y et z — 2 € F+ d’aprés a), et donc
y—z2=(z—z}—(z—y) € F+ Or y—2 € F. Comme FNFL = {0}, on en déduit y— z = 0, d'od
le résultat.

2/ a) L’idée est d’utiliser le fait que F soit complet. Nous allons construire une suite de Cauchy,
et montrer que sa limite vérifie la condition requise.

Soit 6 = inf;cr ||z — z||. Par définition de &, il existe une suite (YnJnen de points de F telle que
limp e |2 — wn|l = &, et donc limpaae flz — |l = 62,

Dans un e.v.n général, cette relation n’entraine pas la convergence de (y,). C'est le caractére
préhilbertien de E qui va nous permettre de montrer qu’elle converge. Nous allons pour cela
montrer que (,) est une suite de Cauchy. Nous allons utiliser le théoréme de la médiane (voir le
théoréme 1) :

VP, e €N, it — well® + (= — v} + (2 — wo)lI” = 20l = woll* + 2l — w1,

donc
z

+y
sy — 55l1% = 2= = oIl + 2= — gl — 41 - 252

Soit £ > 0. 1l existe N € N tel que pour tout » > ¥, ||z — y.]|* < 6% + ¢, donc

_bty
2

xr

B

VP2 N,y —ull® S 28 +) + 28 +£) -4

Or 238 ¢ F, donc |jz ~ &2322|| > §, d'od
VPIQZN) ”9?—3!1"252(“24'5)4'2(524-5)"‘452:45-

Ceci suffit & prouver que (y,) est une snite de Cauchy, Comme F' est complet, cette snite converge
vers une valeur y € F. La continuité de la norme assure le fait que ||z —y|| = lim, .o ||z =3 || = &,
donc y € Fr. L'ensemble F, est donc non vide, et a donc un seul élément d’aprés 1/ b).

b) On sait que £'N FL = {0}. Il reste 2 montrer E = F + F*, ce qni découle du fait que pour
towtr € E, z=2p+(z—zf)avecap €EF, C Fet r— a5 € FL Faprés 1/ a).

Pour tout z € E, la décomposition de » selon F @& FL est & = zp + (z — or), ¢e qui pronve que
z — 2 esf la projection orthogonale sur F.
¢) On sait. que F C FEL, 1l reste 3 montrer FL+ C F. Soit ¢ € F**. Comme Fo F* = E, il
existe (y,2) EF x Fltelsquer =y +2. Orz€ Fldomc0=x-2=y-2+]|)z|? = l}2If?, done
2=0, donc z = y € F. Finalement, on a moniré FF = FLi,

3/ Nous allons montrer que F+ = {0}. Scit f € F%. Soit g: 2 — zf(z). On a g € F, done

1
(fl9) =‘£ = (z)dr=0.

Comme = — & f%(z) est continue et positive, ceci entraine que pour tout = € [0,1], zf3(z) = 0,
donc pour tout x € ]0,1), f(z) =0, donc f = ¢ car f est continue.

On a donc F@ FL # E, ce qui montre que le résultat 2/ b) est. faux lorsque # n’est pas supposé
complet.

Rermargue. Ces résultats font des espaces hilbertiens (espaces préhilbertiens complets) des
espaces vectoriels trés maniables, méme en dimension infinie. Une étude plus approfondie
de ces espaces fait l'objet d’une annexe au tome d’analyse.

EXERCICE 11 (PRODUIT DE SCHUR DE DEUX MATRICES). Soient A = (8, h1ciicn €
B = (b j)1<ij<n € Ma(R) deux matrices symétrigues. On définit le produit de Schur de
A et B comme é&tant la matrice symétrique Ao B = (@ ;0 s 1< i<n-

a) Si A et B sont positives, montrer que la matrice A o B est positive.
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b) §i de plus A et B sont définies, montrer que A o B est définie.
c) Si A est positive, montrer que la matrice E = (€% )15 g<n €8t positive, et qu’elle est
définie si A est définie.

Solution. a) On montre d’abord le résultat lorsque rg A = rg B = 1. La signature des formes
quadratiques X +— X*AX et X = X*BX est (1,0), donc il existe deux formes lindaires f(X) =
S Aizi et g(X) = o0, miai telles que

X*AX = f3(X) et X*BX =g (X).

En développant f2 et g%, on s'apergoit alors que A = (Mdjhgijgn eb B = {(pipih<ijgn- Done
Ao B = [(himi)(Asu5)h<ij < donc cette matrice est positive car

X*(AoB)X = h%(X) 20 avec h(X)= i(hip‘)xi.
i=1

Traitons maintenant le cas général. L'entier r désignant le rang de A, on peut écrire

L
XTAX = 3 KXY,
) i=l
ol f1,..., fr sont des formes lindaires indépendantes (ceci parce que la signature de A est (r, o).
Pour tout i, 1 < ¢ < r, notons A; la matrice de la forme quadratique J2, de sorte que X" AiX =
JR(X). Les matrices A; sont symétriques positives et de rang 1 (leur signature est (1,0)) et A=
3 7., A;. On éerirait de méme B sous la forme B = 3 ;_, Bj oll s = 14 B et oll les B; sont des
matrices symétriques positives de rang 1. Donc Ao B = A, o B, somme de matrices positives,
est positive.

b) Les matrices 4 et B étant définies positives, on peut écrire

iJ

x*Ax =Y fA(X) et X"BX =) g}{(X),

=1 i=1
ot les formes linéaires (f;)1<ign sont linéairement indépendantes, ainsi que les (gihcj<n- Sion
nota

n n
Hh(X)= Zf\k,m et guo(X) = Z:Ft.j"'j:

i=1 j=1
les matrices des formes quadratiques f7 et g7 sont Ap = (Aridr,i)1<ii<a 8 Be = (peimeihsiign
etonaAd = Yo Aret B =30, B Ainsi, Ao B = 3, , A o 5. Maintenant, I’égalité
X*(Ao B)X = 0 entraine 3, , X" (Ar o Br)X =0, et les matrices Ay ¢ B, étant positives,

n 2
Vi £, X'(AroB)X =0= (z:)‘k,iﬂt,i”i) . (*)

i=1

Fixons £. L’égalité (*) entraine

n
Vk,z Agi(jeesxi) =0,
[E)
ot les n formes lindaires { fiJ1<a<n étant linéairement indépendantes, ceci entraine ugix; = 0 pour
tout {, et par sommation g/(X) = 0. Ceci étant vrai pour tout £, comme les formes linéaires
(9¢)1<e<n Sont linéairement indépendantes, on a nécessairement X = 0, ce qui prouve que Ao B
est, définie.

¢) En utilisant le résultat de la question a), on a facilement par récurrence sur m € N que la
matrice Ap, = (a5 hgi,jgn o8t positive. Maintenant, pour tont entier M positif, on a

M M
(5 1 Z:1 .
VXER“, X ( EA,“)X= ;‘TX AmXZG

m=0 m=h
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En passant & la limite lorsque M tend vers I'infini, on obtient X* EX > 0, et ceci pour tont X, ce

qui prouve que E est positive.
Si de plus A est définie, alors EF est définie car

VX A0, X'EX > X'AX >0.

3. Compléments de cours

Cette section propose quelques études complémentaires trés classiques, et souvent utiles
dans les exercices ou les problémes,

3.1. Réduction des isométries et des endomorphismes unitaires

Nous allons voir que les isométries (resp. les endomorphisme unitaires), bien que n’étant
pas des endomorphismes autoadjoints, se diagonalisent sympathignement dans une base
orthorormale. Nous commencons par les isométries.

FPROPOSITION 1. Soit E un espace euclidien (resp. hermitien} et « € L{E) une isométrie
(resp un endomorphisme unitaire). Si F est un s.e.v de E stable par u, alors Ft est stable

par .

Démonstration. 1l 8'agit de montrer que pour tout z € F et pour tout. y € F, u(z} .y = 0. Comme
u|f est une isométrie, ujr est bijective {on est en dimension finie), donc il existe ¥ € F tel que
y = (). On a maintenant

Wz} -y = z) u) == = 0.
Ceci étant vrai pour tout € F'L et pour tout y € F', 'L est bien stable par u. =]

Réduction des isométries.

—+ THEOREME 1. Soit E un espace cuclidien et u € L{E) une isométrie. Alors il existe une
base orthonormale B de E dans luquelle la matrice de u @ la forme

[ €

[l = “ , ()

\ R,
ou pour tout i, g; € {—1,1} et pour tout 3,

cos®; —sxind; '
Ry, = ( cin 8; co:tnﬂjl ) € My(R), 8; R, 8; #0 (mod «).
Démonstration. On procéde par récurrence sur » = dim E. Pour a = 1, c’est évident. Supposons
le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Nous traitons denx cas.

Premier cas. L'isométrie © admet an moins une valenr propre réelle €. Soit » un vectenr propre
associé. On a [ju(z)l] = ||ezl| = le{ {2l et comme [lu{z}|| = §=il, || = 1. De plus £ € R, on en déduit
alors ¢ € {—1,1}. Maintenant, comme 7 = Vect(z) est stable par u, F'L est stable par u d’aprésla
proposition 1. En appliquant Phypothése de récurrence & ujp., on trouve une base orthonormale
By de F't dans laquelle la matrice de tyra ala forme (*). En ajoutant z a la base By, on obtient
une base orthonormale B de E dans laquelle la matrice de  a la forme {*}.
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Second cas. Llisométrie u n’a ancune valeur propre réelle. On cousidére 'endomorphisme v =
it + u*. Comme v est: symétrique, v admet une valeur propre réelle A associée & un vecteur propre
. On a (u+ " ){z} = Az donc u(u + w*}z) = «¥(z) + ¢ = Au(z), d'otl ¥¥(z) = du(x) -z (¥+).
Par ailleurs, la Tamille {z, u(x)) est libre puisque ¢ n’admet pas de valeur propre réelle. En posant
F = Vect{z, u(z)), on voit que dim F' = 2 et que F' est stable par u (d'aprés (**)). Soit N =
4

d la matrice de u;p dans une base orthonormale B, de F. Comme ujp est une isométrie,

74
b
N*N = I, = NN*. Parmi les équations issues de ces égalités, on trouve

+tl=a’+e=1 et ab+cd=0 (»+)

La premiére assertion de (**) entraine ¢ = £b. On ne peut pas avoir ¢ = ¢ car N serait symétrique
ce qui est impossible car u n’admet pas de valeur propre réelle. Donc ¢ = —4 # 0, et daprés 1a
deuxiéme assertion de (**), d = a. Comme de plus a? + b7 = 1, il existe § € IR tel que 6 = cos 8 et
b = sin #. Finalement, la matrice N est de la forme

cosf sinf
Re = ( ~giné coaf )

Maintenant, d’aprés la proposition 1 le s.e.v 'L est stable par u, et u)p.. est une isométrie done
il existe d’aprés hypothése de récurrence une base orthonormale By de Ft qui diagonalise ujzo .
La base B = By U B est orthonormale ef. dans cette base, la matrice de u a la forme voulue, d'on
le théoréme. a

Remargue 1. On retrouve ainsi la forme des isométries du plan et de espace -

— Les isométries direcies du plan sont des rotations d’angle 4 (elles ont pour matrice
Ry = {2224, 504)), les isométries indirectes des symétries par rapport a des droites
(matrice (} % )). Notez d'ailleurs V'utile relation &Ry = Roqer, qui entraine la
commutativité des rotations dans le plan.

— Les isométries directes de ’espace sont des rotations d’angle 8 autour d’un axe

. cosf sinf O . . N N
(matrice —3sind cost tll , le dernier vecteur de la base étant Paxe de rotation).
0 [

Lotsque & = =, on parle de refournement.
cas? sinf O

Les isométries indirectes de ’espace ont pour matrice (-s[iinﬁ cogﬁ ol). Lorsque
8 = 0, on a affaire & une syméirie par rapport & ur plan et on parle alors de

reflerion.

Remargque 2. La version matricielle de ce théorame est la suivante. Soit M € Mn(R) une
matrice orthogonale. Alors il existe une matrice orthogonale P telle que P~ 'MP=P'MP
ait la forme (*).

Réduction des endomorphismes unitaires.

THEOREME 2. Soit E un espace hermitien et u € L£(E) un endomorphisme unitaire. Alors
il existe une base orthenormale qui diagonalise u, et toutes les valeurs propres de u ont
leur module égal 4 1.

Démonstration. La preuve est plus simple que la précédente. 11 est d’abord clair que toute valeur
propre A de u vérifie |A] = 1, caz si u(z) = Az avec = # 0, on a {|z]| = |[«(=}]] = |A]||=[|. On procéde
ensuite par récurrence sur n = dim E. Le cas n = 1 est trivial, et le passage du rang n — 1 an rang
r se fait comme suit.

Le corps de base C étant, algébriquement clos, u admet au moing une valeur propre complexe A.
Soit z un vectenr propre associé, ||z|{ = 1. La droite F' = Veet(z) est stable par u, donc d’aprés la
proposition 1, Phyperplan F1 est également stable par u. L’endomorphisme ujp. est unitaire, et
d’aprés Phypothése de réeurrence, il existe une base orthonormale By de FL qui diagonalise v p..
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En ajoutant = & By, on obtient une base orthonormale de £ qui diagonalise # et le théoréme est
prouvé. O

COROLLAIRE 1 (VERSION MATRICIELLE). Soit U € M,(C) une matrice unitaire. Alors il

cxiste une malrice unitaire P telle que

effl
ei92
PlUP=PUP= ) s
0 R
-

ot les #; soni des nombres réels.

3.2. Endomorphismes normaunx

Les endomorphismes normaux généralisent les endomorphisines autoadjoints., Comine
nous allons le voir, ils sont caractérisés par la propriété de diagonalisation dans une base
orthonormée,

Dans cette section, sauf mention explicite, £ désigne un espace hermitien (on rappelle
qu’un espace hermitien est nécessairement de dimension finie).

DEFINITION 1. Soit u € L(E). On dit que « est normal si v et «* commutent.
Une matrice M € M,{C) est dite normale si M et M" commutent.

PROPOSITION 2. Soit u € L(E) un endomorphisme normel. Alors pour tout z € E,
()i = fu(2)-
Démonstration. 11 suffit d’écrire que
Vre £, fu@)’ = u(s) w(z) =z -wfu(@)) = = - wfu'(z)] = v°(2) - w (=) = [l @)>.
0O

Nous allons montrer qu'un endomorphisme est normal si et seulement g'il se diago-
nalise dans une base orthonormée. Les quelques résultats qui suivent nous serviront de
préliminaires & la démonsiration de ce théoréme.

LEMME 1. Soit u € L(E) et F un s.c.v de E stable pur u. Alors F* est stable par u*.
Démonsiration. Soit # € F. Par hypothése, u(c) € F done
Yye FL, O=ulzx) y=z uv'(y)

Ceci étant vrai pour tout = € F, on 2 uw*(y) € FL. Or on peut choisir y comme I’on veut dans F4,
et donc F'L est stable par u*. |

Remargue 3. Notez que ce résultat w'est pas spécifique anx endomorphismes normaux.

LEMME 2. Soit u € L{E) un endomorphisme normal. 5i E) est un sous espace propre de
u (associé & une valeur propre A), alors Ej- est stable par «.

Démonstration. Comme u ef v* commuient, E) est stable par u* {voir la proposition 7 de la
partie 1.5 du chapitre IV, page 164), donc d’aprés le lemme 1, By est stable par (u*)* =w. 0O
Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer notre résultat principal.
— THEOREME 3. Soit u € L(E). Les assertions (i), (it} et (i1} sont équivalentes,

(i) u est normal.
(ii) u se diagonulise dans une base orthonormale de E.
(iii) = et u* se diagonalisent dans une buse orthonormale commune.
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Démonstration. Nous montrerons (1} == (ii), (ii) = (iii) et {iii) = (i)

- (i) = @i). On pracede par récurrence sur n = dim £, Pour n = 1, ¢’est évident. Sinon, supposons
le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Le corps de base de £ est C, donc u
admet au moing une valeur ptopte A. Soit E) le sous espace propre correspondant. Le sous espace
F = E} est stable par u {lemme 2) et par u* (lemme 1). Comme u¢ et {5)* = (¢*)  commutent
et que dim F < n—1, il existe d’aprés 'hypothése de récurrence une base orthonormale B, de £ qui
diagonalise ). Si maintenant Bz désigne une base orthonormale de £, on voit que B = By U By
est une base orthonormale de £ diagonalisant u.

— (i)} = (iii). Soit B une base orthonormale diagonalisant u, M la matrice de u dans B. La
matrice de u* dans B est M*. La matrice M est diagonale done M* est diagonale, ce qui entraine
que la base B diagonalise u et u”.

- (iii) == (i). Soit B une base orthonormale diagonalisant u et u". Les matrice M = [u]le et
M* = [u*]p étant diagonales, elles cornmuitent, donc u« e u* commutent. D

COROLLAIRE 2 (VERSION MATRICIELLE). Soit M € M,(C) une matrice. Alors M est
normale si et seulement sl existe P € M, {(C), P unitaire, telle que PPMP = P'MP
es! diagonule.
Démonstration. Notons B la base canonique de €. On muni T da produit scalaire hermitien
usuel, et on désigne par u 'endomorphisme de C* tel que [u]p = M.

On montre la condition nécessaire. Si M est normale, alors u est normal donc il existe une base
B’ orthonormale qui diagonalise 4. Si P désigne la matrice de passage de B & B', P est unitaire

et P~1M P est diagonale.
La réciproque est immédiate, car si D = P*M P, D est diagonale, donc D et D* commutent,

doi
(P*M*PY{P*MP)=(P*MP)(P'M") donc P*M*MP=P'MM'P,

ce qui entraine que M et M* commutent. 0

Remargue 4. Attention, A la différence du cas autoadjoint, la matrice diagonale obtenue
n’est pas forcément A coefficients réels.

Cas des matrices réelles. Lorsqne M est une matrice normale & coefficients réels, il
est intéressant d’avoir une réduction de M dans AM,(R). C’est le but de ce qui suit. Nous
commengons par un petit lemme.

LEMME 3. Soit E un espace euclidien de dimension 2. Soit u € L{F) un endomorphisme
normal admettant pas de valeurs propres réelles. Dans toute buse B orthonormale de E,

la matrice de u « la forme
a b
we= (5 7))

a ¢
M=[“]B“(b d)'
On a b # 0 puisque u est sans valeur propre réelle. Comme u est normal, M*M = MM®*. Parmi

les équations découlant de cette égalité, on tronve
ol tel=a" 40 ot ab+ed=ac+bdd *)

Démonstration. Ecrivons

La premiére assertion de (*) entraine d =cou b = —¢.
Si b =c, alors M est symétrigue, ce qui est irnpossible puisque u est sans valeur propre réelle.
Donc b = —c. Maintenant, la deuxiéme assertion de (*) s’écrit 2(e — d)b = 0, et comme b # 0,

on a a = d. Finalement, on a
a —b
[u]s = ( b o« ) '
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THEOREME 4. Soit E un espace cuclidien, i uw € L{E) un endomorphieme normal. Alors
il existe une base orthogonale B de E lelle que

Ay \

[u]s = Ar , )

T

. . . a; =b
ot pour tout i, A; € R et pour tout j, 7; = ( b’ aj ) € M,(RR).
J i
Démonsiration. On procéde par récurrence sur n = dimE. Pour n = 1, c’est évident. Supposons
le résultat vrai jusqu’au rang n — 1 et montrons le au rang n. Nous nous sezvirons des Jemmes 1

et 2 qui restent vrais lorsque £ est euclidien.

Si u admet au moins une valeur propre réelle A, on pose E) = Ker(u— Aldg). Le sev F = Ey
est stable par u (lemme 1} et par «* {lemme 2). Comme tjf et 4}, commutent et que dim ' < n-1,
il existe d’aprés ’hypothése de récurtence une base orthonormale By de F telle que [yr]p, ala
forme (*). Si B, désigne une base orthonormale de Ej, on voit alors que B = B U Bj est une base
orthonormale de £ dans laquelle [¢]p a la forme (*).

Sinon ¢ est sans valeur propre réelle. Soit @ = X? — 2aX + # un facteur irréductible dans R{X}
{on a donc a® — @ < 0} du polyndéme caractéristique de u, et N = Ker Q(u).

On a N # {0}. En effet, comme @Q est irréductible dans R[X], on peut. écrire @ = (X =X -%)
ot A € C Soit M la matrice de u dans une base de E. Le nombre complexe X est racine de @, et
comme Q divige le polyndme caractéristique de M, on a det(AM = Af,) = 0. Donc

det Q(u) = det QM) = det(M — AL) det(M — X1,) = 0,

ce qui prouve que N = Ker Q{u} # {0}.

I est. clair que N est stable par u, N est également stable par u* car u*Q(r} = Q{u)u" {ceci
découlant du fait que uu* = u*u). Posons v = ty. On a v* = ufy, de sorte que 'endomorphisme
v*u = (u*u)yy est symétrique et admet donc une valenr propre p € R. Soit £ € N, z # 0, tel
que v*v{z) = px. Posons F = Vect(z,u(z)). Comme u n'admet pas de valeur propre réelle, = et
u(x) forment une famille libre done dim F = 2. Le s.e.v F est stable par u puisque comme z € N,
u3(x) = 2au(r) — Bz (=)

Nous allons montrer que F est également stable par u*. Remarquons tout. d’abord gue la relation
(**) entraine F' = Vect{u(x}, u?(z)) (ceci car # # 0, Q étant irréductible sur R[X]). On écrit
maintenant

w*u(z)] = v'e(z) =pr € F
et comme ¢ et ¥* commutent,
uw* [ ()] = u o u”[u(F)] = u(pz) = pu(s) € F,
ce qui achéve de montrer que F est stable par u*.

Comme (x5)* = (4*)|r, u/p est un endomorphisme normal. D’aprés le lemme 3, dans une base

orthonormée Bz de F,la matrice de up est de la forme

;= i —b
Wb a :

Maintenant, on a vu que F est stable par u*, donc F'* est stable par u** = u d’aprés le lemme 1.
Le méme lemme montre que, F étant stable par u, F'* est stable par u*. Donc (ujpe)* = (6*)Fs,
ce qui pronve que tjr+ est normal. Comme dim F 4+ = n—2 < n, ’hypothése de récurrence assuze
Pexistence d'une base By orthonormale de FL dans laguelle la matrice de « a la forme (*).

La base B = B, U By est alors une base orthonormale dans laquelle 1a matrice de « a l2 forme
*)- o
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Remargue 5. En termes de matrice, ce théoréme s’exprime comme snit. Soit M € M, (R)
une matrice normale. Alors il existe une matrice orthogonale P € M, (R) telle que P~ P
ait la forme (*).

Réduction des matrices antisyméiriques. Les matrices réelles antisymétriques

gsont normales. Il est donc possible de leur appliquer les résultats précédents. Plus pré-
cisément, nous avons le théoréme suivant,

THEOREME 5. Soit M € M, (C) une matrice vérifiant M* + M = 0. Alors il existe une
matrice unitaire U telle que U™ MU = U*MU = D soit diagonale, et les coefficients de
D sont imaginaires purs.

Démonstration. Comme M* = =M, M est une matrice normale, et d’aprés le corollaire du
théoréme 3, il existe une matrice unitaire I/ telle que

A 0
D=UMU=U'MI = ,
0 An
avec pour tout £, A; € C. Comme
AL+ AL 0
D+ D= = UM + U*MU = U (M* + MU =0,
0 An+dn

on a X; + X; = 0 pour tout i, ce gui prouve que les A; sont imaginaires purs, d’ot le résultat. D
Remargue 6. Ce résultat est vrai en particnlier pour les matrices réelles antisymétriques.
Si on veut rester dans R, on utilise le résultat ¢uni snit.

THEOREME 6 (VERSION REELLE). Soit M € M, (R) une matrice antisymétrique. Alors il
eziste une matrice orthogonale P telle que

{0
0
P\MP=P"MP= °
1
0 .
\ Ts
. . 0 b \
ot les 1; sont des matrices de My(R) de la forme 4 o ) o beR.
Démonstration. Comme M* = — M, M est une matrice normale. On peut done utiliser le théoréme 4
qui assure V'existence d’une matrice orthogonale P telle que
A1
0
A

P 'MP=P'MP= ,
Tt

Tz

ot les A ER et ol 7; = ( 4 f:" ) € M3(R). Comme D" = P*M*P = -P"MP = -D, D
B B

est antisymétrique. Ses termes diagonaux sont donc nuls, c’est-a-dire A; = 0 pour tout i et g¢; = 0
pour tout 7, d’oi le résultat. O
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Remargue 7. Lorsqu’on applique le théoréme pour M € M, (R) antisymétrique avec n est
impair, on voit qu’il doit y aveir au moins un zéro sur la diagonale de P=' M P. La matrice
M n’est donc pas inversible. On peut retrouver directement ce résultat en écrivant que
det M = det(* M) = det(=M) = (—1)" det(M) = — det M, ce qui entraine det M = 0.
Les endomorphismes unitaires et les isométries sont aussi des endomorphismes normaux.
En applignant les théorémes 3 et 4, on retrouve facilement les réductions obtenues 4 la

section 3.1.

1l est possible d’obtenir la réduction des matrices antisymétriques par des moyens plus
directs, en utilisant des méthodes du méme type que celles de la section 3.1. Faites le, cela
constitne un excellent exercice.

3.3. Inégalité d’Hadamard

Nous nous proposons de montrer le théoreme suivant.
TaEOREME 7. Les vecteurs eolonnes Xi,..., X, d'une matrice M € M,(C) vérifient

|det M} < (X0l -[| Xall, (»)

ot pour tout 1, || X;|| = VX7 X; désigne la norme hermitienne standard.

Si pour tout i, X; # 0, Vinégalité (*) est une égalité si et seulement si la famille (X;)
est orthogonule,
Démonstration. Si det M = 0, inégalitéd est évidemment vérifiée. Sinon, (X1,...,X,) forme une
base de . En utilisant le procédé d'orthonormalisation de Schmidt (voir la partie 2.2 de ce
chapitte), on construit une base orthogonale (Y;,... ,¥,} de T telle que

VEViz X+ A+ 4+ aopVior, Aip€C

On ne change pas un céterminant en retranchant & une colonne une combinaison linaire des
autres, ce qui prouve det M = det N, ot N = (Y1|---|¥a) est la matrice dont les vecteurs colonnes
sont les Yi. Posons D = N*N = (di shicijcn. On voit facilement que & ; = Y;'Y;. Les Y; étant
orthogonaux denx & deux, on a d; j = 0 dés que i # j. Par ailleurs, d;; = ¥;*Y; = ||¥]|?, dod

v 0
N*N = ,
0 I¥ail?
et donc
n
det(N*N) = det(N") det({N) = |des(M)|* = [T ¥aII®,
il
ce qui entraine |det N| = [T}_, IYi]}. Or pour tout &, Xp = Yi — Ay 4 V1 = - — Ag—1,6Yi-1, done
X307 = BY® + PPN + -+ e PilYe- (*)
Gette égalité entraine [|¥i]| < {| X&), donc
n
| det M| = |det N| < JT U1 (#%)

=1
Cas d’égalité. Si les X; sont orthogonaux entre enx deux & deux, on a X; =Y; pour tout 4, et
d’aprés ce que on a vu plus hant, [det M| = [det N] = {Vaf] - - |Yull = lIXall- - || X}
Réciproquement, supposons qu'il y ait égalité et que pour tout i, X; # 0. Alots det M = 0. 1l
faut alors que {**) soit une égalité, c’est & dire [[Y3]|---[[Yall = | X1]| - - - Xal| # 0. Or, pour tout
i, I¥%:l] < {iX:li, on doit done avoir [|X;}] = ||¥:|} pour tout i. Ceci entraine avec (*) que tous les
Aj & sont nuls, donc ¢ue Yi = X pour tout k. Les X; sont donc denx A denx orthogonanx. O

Remargue 8. Le théoréme reste vrai dans M,(R) C M,(C).
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3.4. Matrices de Gram

DEFINITION 2. Soit E un espace préhilbertien (réel ou complexe) et z,,---2, n vecteurs
de E. On appelle matrice de Gram de z,,... ,2, la matrice [(2;- #; }]1<i j<n et délerminant
de Gram le déterminant de cette matrice, noté G(zy,...,2.).

ProprosiTION 3. Toute matrice de Gram est hermitienne positive. Réciproguement, toute
matrice hermitienne positive est une mairice de Gram.

De plus, la matrice de Gram de n vecteurs 2y, ..., 2, est définie si el seulement si la

famiﬂe (3()15,‘5,‘ est libre.
Démonstration. Soient xy, ..., 7, des vecteurs d’un espace préhilbertien £ et M leur matrice de
Gram. Ces vecteurs étant au nombre de n, il existe un s.e.v F de E de dimension finie n les
contenant, Fixons nous une base orthonormée B de F, ¢t pour tout ¢ notons X; le vecteur colonne
des coordonnées de z; dans B. On a z;-x; = X} X;, de sorte que M = N*N ol N désigne la matrice
n x n dont les colonnes sont les X;. Ceci montre que M est hermitienne (M* = N*N** = N*N =
M) et positive (car pour tout vecteur colonne X, X*MX = (X*N*}(NX)} = (NX)(NX) =
(IN X%, || - H désignant la norme enclidienne (resp. hermitienne} standard}.

Réciproquement, si M = (u;h1<ij<n st une matrice hermitienne positive, d’apres 'exercice 1
de la partie 2.5, il existe une matrice hermitienne H telle que M = #? = H*H. 5i on désigne
les vecteurs colonne de H par X1,...,.Xn, on voit facilement gue la relation M = H* H entraine
Gi; = X! X; = Xi - X;. La matrice M est bien nne matrice de Gram.

Clas défini. Soit M une matrice de Gram. Comme elle est positive, elle est définie si et seulement
81 det M 3 0, ou encore, avec Jes notations précédentes, si et seulement si det N # 0, e qui équivaut
2 ce que les vecteurs x; forment une famiile libre.

L’intérét principal des déterminants de Gram réside dans le théoréme suivant.
THEOREME 8. Soit E un espace préhilbertien, V un sows espace de £ muni d’une bose
(€1,.+- 1¢,) {pas forcément orthonormale). Soit ¢ € E. Alors la distance d de z 4 V
(d = infyev |2 — yll) vérifi
_G(&y,. .- 1€n, T)

G(el, N ,8,‘) ’
Démonstration. I’aprés la proposition 2 de la partie 2.2 (page 238), cnad = |zlonz =z -y, ¥
étant le projection orthogonale de = sur V. On a alors

d2

Vi, e-y=e-z et [lz]* = flgli® + =
ce (ui entraine
€ €1 - €1°€Eq |E1-F €61 - €1 €p €@ -y )
M= =
€n "€y - €n-€p | Ep T €n €1 -+ €p -€a En - Y
e - zien |2z ver <y | HIT )

La linéarité du déterminant par rapport a la derniére colonne entraine det M = det P + det @, ot

€1:€1 - €] -¢tn|€1-¥ €j-€; +'r €} €n 0 \
P= : : H et Q-_: - :

€€l - Ep -fp|€p-¥Y €n-€1 " €n'én 0

ey e [T e e TR

Ordet P=Gley,... tn,¥) =0cary € Vect{e,,... ,e,) et det Q = [I1zlI2G(e1, - . - , €, ). Finalement
G(er, ..  en, &) = det M = det Q = [§2)* G, . . . ,€,) = d*G(e1, . .. . en).
1]

Remarque 9. Ce théoréme peut s’avérer utile pour déterminer la horne inférieure d’une
certaine classe d'intégrales (voir 'exercice 5).
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3.5. Exercices
EXERCICE 1. Soit A = {8;;)1<ij<n € Ma(R) telle que

3e > 0,Y(i, 1) ol < e
Montrer que |det M| < c¢*n™/2.

Solution. 11 suffit d’utiliser 'inégalité d’Hadamard (qu'il faut, au besoin, savoir redémontrer}.
Notons Ay, ... , Ay, les vecteurs colonnes de A. D’aprés le théoréme 7, on a | det M| < {[Ay]l - - | Anll

ol pour tou$ j,
45l = (/A3 45 =

On en déduit |det M} < (Vmc)* = c*n™/2,

ia3-<m=\/;c.

.y —

i=1

EXERCICE 2. Soit E un espace euclidien de dimension n € N*,
a) On suppose qu'il existe n + 1 vecteurs u,,... %,y de E de norme 1, vérifiant

JaeR,a#1, telque Vigju, -u; =a.
Déterminer «. {Indication. On pourra utiliser les matrices de Gram.)
b) Démontrer qu’ll existe effectivement de tels vecteurs dans E.
Selution. a) Notons M la matrice de Gram des vecteurs uy, ..., in41 (voir la partie 3.4). On a
1 o - @
M= o ’ € M,,+1(R).

L4
a - a 1

Par ailleurs, la famille {43, ..., ta41) est lide (n + 1 vecteurs en dimension n}, donc d’aprés ia
proposition 3, det M = G{u,,... ,un41} =0

Nous allons maintenant exprimer det M en fonction de . On pent procéder de deux fagons. La
premiére est de montrer directement

det M = (1 = &)*(1 + na). (*)

Ce résnltat peut s’cbtenir également & partir du résultat décrit dans le probléeme 1 du chapitre IV
(page 202) donnant la liste des valeurs propres de M.
Comme det M = 0, la relation (*) montre o = —1/n car or # 1 par hypothese,

b) Notons M la matrice symétrique

M=| = ° 7 " | eMun®)

|
i .
.

D’aprés le probléme 1 du chapitre 1V, les valenrs propres de M sont 0 et 1 + % Elles sont donc
positives, ce qui prouve que M est une matrice positive. D’aprés ia proposition 3, M est une
matrice de Gram, c’est-a-dire qu'il existe n + 1 vectenrs U, .., Uns1 de R tels que M soit la
matrice de Gram des {/;. Ainsi, les vecteurs U; vérifient la condition de a} avec a = -——%. Comme
det M =0 = G(Uy, ..., Usy1), 1a famille (;)1<i<ns1 est liée. Autrement. dit, il existe un s.e.v F
de R**! de dimension n contenant les U/;.
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Résumons. Nous avons trouvé nn espace euclidien de dimension n {ici F} et n + 1 vecteurs de
cet espace vérifiant la condition de la question a). Par isomorphisme d’espace euclidien, on peut
done trouver dans E n 4 1 vecteura uy, ..., a4y vérifiant cett.e condition.

EXERCICE 3. Soit E un espace hermitien et « € £(E). Montrer que ’endomorphisme u
est normal ¢i et seulement s’il existe P € ([ X] tel que u* = P(u).

Solution. Tout polynéme en v commutant avec u, la condition suffisante est claire. Montrons
maintenant la condition nécessaire. Supposons u normal. D’aprés le théoreme 3, u se diagonalise
dans une base B orthonormée de E. Autrement dit, il existe des nombres complexes distinets
A, ..., A tels que

Al 0
[uls = ,
0 Arly,
oil les a; sont des entiers naturels non nuls. La hase B étant orthonormée, on a
Yy 0
[v]e ="[u]s = -
0 A‘f I‘-"v

Les (A,)1<.<, étant denx & deux distincts, on pent tronver un polynéme P € C1X] tel que P(}; ) =
A: pour tout i (voir la partie 2.4 du chapitre II). On voit alors que P([¢]g) = [»*]5, donc P(u) = u*

EXERCICE 4. a) Soit A = (;;)1¢:,j¢a € Mu(C) une matrice hermitienne définie positive.
Démontrer que det A < a; ;- @, . Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que cette inégalité soit une égalité. i

b) On écrit A sous la forme

A, B
A= ( ooa ) A1 € My(©).
Montrer que det A < det A, -det A, (on pourra utiliser les déterminants de Gram). Retrou-
ver le résuliat de la question a).

Solution. a) D’aprés la proposition 3, on peut voir A comme la matrice de Gram de n vecteurs
Uy,...,Un de C*. Si M désigne la matrice dont les vecteurs colonnes sont Uy,... ,Un,ona 4 =
M*M. D’apris I'inégalité A’Hadamard {théoréme 7), on a |det M| < []7_, lIUs]], ot pour tout i,
|[U:()? = U U: = a; ;. Finalement, on peut écrire

det A = [det M|? < Huu I1?= Ha, i
i=]

L'égalité se produit lorsque la matrice M vérifie {det M| = TI;_, |U:|l, c’est & dire lorsque
les U; sont orthogonaux entre eux deux & denx (voir le théoréme 7}, ce qui équivaut a dire que
¥i# 5,04 - U; = a;; = 0, ou encore que A est diagonale.

b) Rappelons que A est la matrice de Gram de n vecteurs Uy, ..., U, de . Ainsi, Aj est la matrice
de Gram de U, ..., U, et A; la matrice de Gram de Upyy, ..., Uy Pour tout. (i,7),1<1<j<n,
on pose Vi ; = Vect(I/;, ... ,#/;). En utilisant le théoréme 8, on écrit

det A= GU,, ... U} = AUy, Vo 2G(Us, ... Un) = d(U1, Vi Y id(Un, Va,n) 2GS, ..., Un)
=== ‘!(Ul' V2,H)2‘ ' 'd(Um %+1.R)EG(UP+1 ey Uﬂ)‘ (*)
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De méme, on &

det Ay = d(U3,Va )+ d(Up-1, Vo VI I (+9)
Or pour tout i € {2,...,p — 1}, Vip C Vig, donc d(Vieq,Vin) < d(Ui-1,Vip). On a aussi
d(Up, Vp41.n) < [IUp|l. En comparant maintenant (*} et {**), on obtient
det A < det A; 'G(Up.pl, s, Ug)=det Ay - det A;.

Par récurrence sur n en utilisant ce dernier résultat, cetie inégalité permet de montrer celle de
Ia question a).

EXERCICE 5. Soit n un entier naturel non nul. On considere I'application
1
w: R*"2 R (ul,...,a,,)H/(1+al:r:+~-+u,,:n")3d:n.
L]

Montrer que @ admet un minimum g, atteint en un point unique de R, et calculer p.
(Indication. On pourra utiliser les déterminants de Gram.)

Solution. Munissons le R-e.v E = ([0, 1],R) des fonctions continues de [0, 1] dans R du produit
scalaire

1
Vige B, (Jlo)= /u F()(t) dt.

Par commodité de notation, pour tout entier i on désigne par ' 1a fonction [0,1] = R = »+ z'.
En notant E, = Vect(z, ... ,z"), on remarque gite

n
elas, ... ,an) = [1-P|?, ot P==) air,

izl

et ou {|. || désigne le norme issue dn produit scalaite ( ]). Déterminer 2 = inf,ex~ p(«), c’est done
rechercher d(1, E,)? = infpeg, ||1 - PJI* = p.

La proposition 2 de la page 238 assure Vexistence et Punicité d’un point Py de E, tel que
111 = Puli = d(1, E,) (de plus, Pu est 1a projection orthogonale de 1 sur E,). Le minimum de ¢ est
donc atteint en un point unique de R”. D’aprés le théoréme 8 sa valeur i est donnée par
G, 2")

p=d(1,E) = G(z,... ,=") "V

Comme (zf|z/) = 1/(i+ j+1),0n a

1 1
G, =,...,2") = det (—) et Gz,...,2") = det (—-——) .
i+i-1/1¢icn i3+ 1/ ¢ i¢n

Ces déterminants sont des déterminants de Cauchy (voir I’exercice 8, page 144) ue l'on sait
calculer. Ils valent respectivement

nl(i(j(n-l-l(" - J)z
Ih<ijenali+i-1)
En utilisant I’égalité (*), on a donc

- [Licicali —{n+ DE a2 1

(n+ 1)1? T+ DT (n+ 1)

[icicjenli— 40
[heijenpli+i+ 1)

G, =z,...,s") = et G(z,...,s") =

Remarque. On powrrait de méme calculer

o
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- Cet exercice est A rapprocher dn probléme du tome d’analyse portant sur le théoréme
de Miintz.

4, Problémes

PROBLEME 1 (THEOREME DE FIsHER-COGHRAN). Soit E un espace euclidien de dimen-
sion et 1, ... ,%, des endomorphismes symétriques de E. On suppose que

(i) rguy +---+rgH,
(i) @(e)+- -+ (@)
tout <.
Montrer que E = Imu, @ -+ - & Im#,, que les Im u; sont orthogonaux entre eux deux 3
deux, et que pour tout i, u; est le projectenr orthogonal sur Im ;.

.
#-z,o0n ¢ désigne la forme quadratique ¢;(r) = w;(2) - = pour

i

Solution. La relation (ii) s’écrit aussi
YzeFE, (w1 +- - +u, — )} -2 =0 (*)

L’endomorphisme » = uy + -+ - + u, — Idg étant symétrigue, (*) entraine v = 0 (en effet, v est
diagonalisable et (*) montre (ue la senle valeur propre de v est 0}, Donc wy + - +up = Idg, d’ot
on tire E = Imuy + --- + Ima,. Comme de plis 37_; dim(Imw) = &im E d’aprés (i), on a

E=Imu & - -&Imuy (++)

(voir la proposition 6 du chapitre [11).
En appliquant maintenant. I’égalité Idg = 11 + - - - + up an vecleur ug(x), on obtient

vk ¥r € E, up = wup(s) + - -+ vp (). (EXZY]

D’aprés (**), la décompaosition d’un élément de Im 1, se fait de maniere unique dans &f_, Imu;,
d’ols on déduit, avec (***) que up(z) = ui(s) et V€ # &, veur(x) = 0. Ceci élant vrai pour tout
r € E, on en tire u; = u} et V€ # &k, upue = 0. Les endomorphismes uy sont donc des projecteurs,
orthogonaux puisqu’ils sont symétriqnes (ses sons espaces propres sont orthogonaux, et ce sont ici
Ker ug ot Im wg).

11 nous reste 3 montrer que les Imug sont orthogonaux entre eux deux & deux. Pour & £ £, 0n a
vu upue = 0, ce qui entraine Imu, C Ker uy. L'endomorphisme u; étant un projectenr orthogonal,
onaKeru, = (lmu;)" ,done Imuy C (Imwuz)t, ce qni prouve que Imu, et Im n, sont orthogonanx.
Ceci est vrai dés que le couple (k, €) vérifie k # €, d'ol le résultat.

ProBLEME 2 (POLYNOMES ORTHOGONAUX). Soit f : [0,1] — R une fonction continue,
non nulle, positive.
a) Montrer que Papplication

o: RIXE =R (P,Q)~ [ f() POQD A

définit un produit scalaire sur R[X].
b) Montrer qu'il existe une hase (P, )nen de R{X] telle que

Vi,jeN, P, P)=¢&; (b;j=1sii=j, =0smon) et Yn&N,deg(F.)=n.

¢) Montrer que pour tout n € N*, P, a n racines simples réelles dans 10, 1{.



264 V. Espaces euclidiens

Selution. a) On voit facilement que ¢ est upe forme bilinéaire symétrique positive. Il reste 4
montrer qu’elle est définie. Supposons (P, P) = ful F()P*(t)dt = 0. La fonction t — f(1)P%(1)
étant continue et positive sur [0, 1], ceci entraine fP? = (. Le polynéme P n’ayant qu’un nombre
fini de racines, on a done f = () sauf en un nombre fini de points, et par continuité de f, f = 0 sur
[0, 1] tout. entier. Ceci est contraire aux hypothéses, d’oi le résultat.

b} 1l est clair que le procédé d'orthogonalisation de Schmidt s'étend & une famille dénombrable de
vecteurs. Ainsi, & partir de la base canonique {X"}pen de R[X], on peut former une famiile libre
(Pn)nen orthogonale pour le produit scalaire ¢ telle que Py = 1 et pour tout n, P, = X" + @,
avec {J, € Vect(Fo,...,F,_1). Une récurrence immédiate sur » montre alors que deg(P.) = n
pour tout n. Par construction du procédé d’orthonormalisation de Schmidt, on a

Vect(L,X,... , X™)=Vect(Fa,...,Pn)

pour tout #, ce qui prouve que la famille libre orthogonale (Po)nen est une base de R[X]. En
normant les polynémes P, on obtient alors le résultat souhaité.

¢) Fixons n € N* et notons k le nombre de racines de P, dans }0, [ d’ordre de multiplicits impaire.
Sionnote o) < - <eapcesracines et sionnote @ = (X —a1) - (X —ap) (Q=1sik =0), le
polynéme PQ prend un signe constant sur [0, 1].

Supposons £ < n—1. Commedeg(@Q) < n—1, Q € Vect(1, X,..., X"~ 1) = Vect(Po, ..., Paz1).
De plus pour tout m < n— 1, @(Fa, Prn) = 0. On en condue p(P,, @) =0 = fnl F(O Pa(t)Q(t) dt.
Or fPn(Q est une fonction continue qui garde un signe constant sur [0,1], donc fFP,@ = 0, et
comme & la question précédente, on conclue que f = (, ce qui est impossible par hypothése.

Done & > n, et comme deg(F,) = n, P, 2 n racines distinctes dans )0, 1[.

PROBLEME 3. Soit n € N*. On note S le s.e.v des matrices symétriques de M,(R). Pour
tout A € M,(R), on définit ’endomorphisme de &

Pa: S8 M—'AMA.
Montrer que |det g ,] = | det A|*+!.

Sedution. Commencons par traiter le cas oil A est diagonale (cas qui semble intuitivemnent simple).
Notons Ay, ... , Aq les éléments diagonaux de A. Considérons la base B de & constituée des matrices
de la forme (Ei:)icicn et (Bi; + E;ilicici<n, ot Ei; désigne la matrice dont tons les éléments
sont nuls sauf celui d’indice (4, §) qui vaut 1. Un calenl rapide montre que

Vi, palE:ii)=2ME:: et Vi<j, walfij+ Eji) = XNA(Eoj + Eyi).

La base B diagonahse donc 4, les valenrs propres correspondantes étant M A; (1 € i< j < n), ce
qui montre (ue

" n+$1
detog= J[ Axi= (H A,—) = (det A)*1, (*)
1€i<j€n =1
Traitons maintenant le cas général. Commengons par munir § d’un produit. scalaire. 51 5, T € ,
on définit le produit scalaire de (S, T) par ( S | T ) = t2(ST). Il s’agit bien d’un produit scalaire
plisque c’est une forme bilinéaire symétrigqne, et la forme quadratique associde est définie positive
car
VS = (sijhgiien €S, tx(S%) = Z 8i,j55,4 = z 855
iJj LB
L’introduction de la structure euclidienne sur § va nous permetire de définir I’adjoint de ¢ 4.
Comme
¥5,T e s, ( 2a(8) | T ) = r(PASAT) = r{ ATAS) = ( pu(T) | 5),

Padjoint p} de 4 est pe,. Maintenant, on remarque qie g% 0 g4 = Pig 0 P4 = Patq. La formule

det w4)? = debp?y det pa = detphoa) = det i
A A
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va nous permettre de trouver la valeur de | det 4| Posons M = A'A_(Test une matrice symétrique,
donc diagonalisable, de sorte qu’il existe une matrice orthogonale P telle que M = *PDP, o D
est une matrice diagonale. On vérifie facilerent que oy = pp o pp o wirp. Comme pp o Pip =
¢ipp = 1ds, wa est semblable & pp donc det oy = detpp = (det D)+ d’aprés (*). Comme
det D = det M = (det A)?, ceci s’écrit aussi

(det ‘PA)Q = det par = (det A)‘J{n+l)’

d’oii le résultat.

PRrOBLEME 4. a) Soit H € M,(C) une matrice hermitienne positive. On note I' l'ensemble
des matrices hermitiennes positives A telles que det 4 > 1. Montrer

. - i/n
iréil; tr(AH) = n{det H)/".

(On pourra utiliser I'inégalité de la question a) de I’exercice 4 de la partie 3.5, page 261).
b) En déduire que pour deux matrices hermitiennes positives 4 et B, on a

[det{ A + B)]Y™ > (det A)Y™ + (det B)'/™.

Retrouver ce résultat sans utiliser la ¢uestion a).

Solution. a) Commencons par montrer que pour toute matrice A € T, tr(AH) = n(det H)!/". Le
probléme étant invariant par changement de base orthonormale, on peut supposer H diagonale.
Notons Ay,..., A, les éléments diagonaux de H et considérons A = (m;;)i1cijen € . On a
tr{AH) = 30, Xdais. Le logarithme étant une fonction concave, on peut écrire

n n i/n n 1/n
% Z:(z\.'ﬂ,'l,')] > [H(l;u.-_,-)] = (detH)”" (Hd.‘,.‘) s

=1 i=1 i=1

et comme 1 < det A < [[,_, ai; I’aprés la question a) de 'exercice 4 de la section 3.5, ceci implique
tr{AH) > nidet H)/".

Achevons notre raisonnement. Nous venons de montrer que infaep tr(AH) > a(det H)/7. 11

s’agit maintenant de prouver l'inégalité réciproque. Il y a deux cas.
Premier cas. Si H est définie, alors pour toul i, A; > 0. Soit A la matrice définie par
Ar? 0
A = (det H)V" _
0 Al

Ona A €T, et tr(AH) = tr[(det H)Y"I,] = n(det )"/, d’0i1 le résultat.
Second cas. Si la matrice H n'est pas définie, I'une des valeurs propres A; est nulle, par
exemple A, = (. Pour tout p € N*, on définit

erl.

P111-1

n—1

On a tr(AH) = %)“, done liant.r(A,,H) = 0 = n(det H)/", ce qui prouve le
) p-

résultat.
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b) Pour toute matrice M €', on a
tr{(A + BIM] = tr(AM) + tr(BM) = ;‘Ilefr tr{AM) + altne[r“(BM)'

donc
A}I:sfr tr[(A + B)M] > !:Itgl" tr{AM) + llﬂ'fr tr{ BM),
ce qui prouve le résultal en vertu de la question a).

- Résolvens la question sans {’aide de a). S5i A et B ne sont pas définies, c’est évident car det A =
det B = 0 et comme A+ B est positive, det{A+ B) > 0. Sinon, I'une des matrices A ou B est définie.
Supposons par exemple A définie. Le corollaire 3 de la partie 2.4 (page 241) assure l'existence d’une
matrice inversible P telle que A = P*P ¢t B = P*DP, oii D est une matrice diagonale. Ainsi, on
se ramene i montrer que

[det(I, + D)™ > (det I,)/™ 4 (det D)!/™.

En notant ); > 0 les termes de la diagonale principale de D, cette inégalité s’écrit

n t/n n 1/n
I;H(l-i'/\;) >1+ (HA,) . (+)
1

i= i=}
Nous allons prouver (*) en utilisant des critéres de convexité. Considérons Fapplication

L]

1/n
w: [0,1] >R tn—o[l_‘[(t-i-a\,-)] .

i=1
Il s°agit de montrer (1) — w(0) > 1, ce qui sera vrai si on prouve '(¢) > 1 pour t €10,1]. On a

n

n 1/n
vielo, 1), @)= % [H(* +A) (E H,L,\) '

=1

on encore
veelo,1], logg(t) = log | - En ! lzﬂ log =—
] ] SEP - g ﬂizlt‘{"‘i ni=l gt'{'l"

donc, en vertu de la concavité du logarithme, log ¢'(t) > 0, c’est a dire ¢*(f) > 1 pour ¢ € ]0,1],
d’oit le résultat.

Remarque. La preuve directe de la question 1}) montre 'importance du corollaire 3 de la
partie 2.4,

PrOBLEME 5. Soit (E,||. ||} un espace enclidien et u un projecteur de E tel que Ju] <1
(en notant Jufl = sup 4z, lln(z)ll, norme d’algébre sur L{E)). Montrer que  est un
projecteur orthogonal.

Selution. 11 s'agit de montrer que Kern et Imu sont orthogonaux. Soit & € Kerw et y € Imu.
Pour tout ¢ € R, on 2 u(y + =) = u(y) = , et comme par hypothése |fu(y + =)} € [y + 2], on a

VEeR,  yl® = [luly+ t2)|° < Hy+ t=lf® = [lodl® + 2(z - 9) +¥|}=))*.

Cette inégalité exprime que la fonction # — {|3l|% + 2t(z - y) + t*||2[]* atteint son minimum pour
t = 0. Sa dérivée en 0 est done nulle, ce qui s’écrit -y = 0. Ceci étant vrai pour tont z € Keru
et pour tout € Im ¢, on en déduit que Ker # et Im ¢ sont orthogonaux.

Remarque. Tout projecteur non nul « vérifie ul > 1. En effet, on a #* = u donc
full = §u2] < [uF’, et le résultat car Juf # 0. Un projectenr orthogonal non nul u vérifie
ful = 1.
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PROBLEME 6. Déterminer les matrices hermitiennes positives A = (¢i;)igiigcn € Ma(C) 3
coefficients a; ; tous non nuls, telles gue la matrice B = (1/¢: ;)14 <n et aussi hermitienne
positive.

Solution. Soit A = (a;;h<i j<n une telle matrice. D’aprés la propasition 3 de la partic 3.4, A est
une matrice de Gram, c’est-a-dire qu’il existe n vecteurs uy, ... , un de " tels que Vi, j, a; ; = wu;.
D’aprés, inégalité de Schwarz, on a done

Vi, 4, |ai 512 = lui - w5 & lwstPllugll? = aiias;.

Cette inégalité, vraie pour toute matrice positive, I'est également pour la matrice B, ce guj s’écrit

.. 1 1 1
th J: __._2 S —
lai ;| = 8 a5
On en dédnit que |a; ;|2 = a;40;,; pour tout i, j. 11 y a donc égalité de Schwarz legi -5 | = |eecl] - [Jessll,
donc u; et u; sont liés. Ceci étant vrai pour tout i, 7, le rang des vecteurs uy,... ,un est 1 {ces

vecteurs sont non nuls car A # 0). Ceci suffit pour affirmer rg A = 1.

Réciproquement supposons A = (i j)1<i,j<n hermitienne positive, de rang 1 et telle que a;; # 0
pour tout i, j. La signature de la forme quadratique X — X* AX est (1,0), il existe donc une forme
lindaire f(X) = Y iz Ai 7: telle que

=1

VX, S T = XTAX = [f(X)F = Y 0a%)FE;
i iJ

Ceci prouve que 4;; = AiA; pour tout 4, j. La matrice B vaut donc

() (DG,

2

de sorte que

>0,

Z. 1
g 2

i=1

¥X, X*"BX =

et B est positive.
En conclusion, les matrices positives cherchées sont celles & coefficients tous non nuls et de

rang 1.

PROBLEME 7. Soit (E,]|.]]) un R-e.v normé de dimension n € N*. On note B, ¢ 'ensemble
des formes bilinéaires symétrigques sur E de signature (p, ¢). Si p + ¢ = 5, montrer que B,,
est un ouvert de I'espace vectoriel B des formes bilinéaires symétriques sur £.

Selution. Munissons B de la norme | . | définie par

veeB, lel= ||S‘||'El (=, =)l

(B étant de dimension finie, toutes les normes y sont équivalentes).
Donnons nous gy € Bp g, odt p+ ¢ = n. La signature de py étant (p, q), il existe denx s.ev F*
el F~ de E tels que

vee Ft, r#0 pu(z,2) >0

- +_ - = —
dimF* =p, dimF~ =¢ et {V::EF". r£0 pu(z, 7)<l

Commep+g¢=n,onaici F*r®F = E.
L’ensemble $* = {x € F*, ||z|| = 1} est compact, donc pp étant continne

+ N
dxr e FY, plr,x) = ylel;_f.'_ wl(v, )
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En notant e = p(z,x) > U, on voit que pour tont ¥ € St, pu(y,y) > @, donc pour tout y € F+,
vo(y,¥) 2 allyfl®’. On montrerait de méme P'existence de # > 0 tel que tout y € F~ vérifie

woly. u) < —Blhvll>.
Soit v = inf(a, 5) et ¥ € B tel que ¢} < v/2. Alors v = po + ¥ vérifie

Ve € F*,  p(z,2)= po(z,2) + ¥z, 7) > vllll? - FlI=]1? = Fl=Il?
Ve F~.  p(z.2) = pu(z2) + $(2.2) € =izl + Fal = Flzll®

On a donc @z, 2} > 0 sur F+ < {0} et o(z,z) < 0 sur F~ ~ {0}, Ceci suffit pour conclure que
@ est de signature (p, q). La boule'de centre @y de rayon 7/2 est donc incluse dans By, d’oii le
résultat.

PrOBLEME 8. Soient A et B € M, (C) denx matrices hermitiennes positives.

a) Si A est définie, montrer que la matrice AF est diagonalisable, 4 valeurs propres réelles
Ppositives.

b) Montrer que le résultat de la question précédente subsiste lorsque A n’est pas supposée

définie.
¢) Solent 0 € A; < --- £ A, les valeurs propres de 4,0 < gy € --+ < i, celles de B. Si A
est une valeur propre de AB, montrer Ajpr; €A £ A,

Selution. a) D’aprés Vexercice 1 de la partie 2.5 (page 242), il existe une mattice ¢ € Mp(T)
hermitienne positive telle que A = . Comme A est définie, ¢ est inversible. On a AB = a?B =
a{aBa)a~!, de sorte que AB est semblable & aBa. Cette derniire matrice est hermitienne , et
positive car la matrice B étant positive,

VX,  X*(eBa)X = (¢X)*B(aX) > 0.

Finalement, on a montré que AB est semblable & une matrice hermitienne positive, ce qui suffit &
montrer que AB est diagonalisable & valeurs propres réelles positives.

h) Cest plus délicat. Comme & la question précédente, on va passer par la matrice a Ba.

Soit k = rg(aBa). La matrice ¢Ba étant hermitienne positive, on est assuré de ’existence d’une
famille libre de k vecteurs propres e,..., e associés a des valenrs propres strictement positives
Ay, A Pour tout i € {1,... , k}ona

(aBa)e; = hg; dome  («®Ba)(e;) = Ma(e;) d'oit  (AB)(ae;) = M(ae,).

Ainsi, si on pose f; = ag; pour 1 < i<k, ona (AB)fi = Aifi et la famille (f;)1<i<s est libre car

k k k
S uifiz0= 0= p(aB)(f:) =) mdhiei = Vi,pdi =0 => Vi, . =0 (car X £0).

=1 i=1 =1

Finalement, on vient d’exhiber une famille libre { f;}1<i<i & &k éléments de vecteurs propres de AB
associés a des valeurs propres non nulles. T
Nous allons prouver (me toutes les autres valeurs propres sont nulles. Pour cela, nons com-
mengons par montrer tg(AB) = rg(aBa) = k.
— De méme que l'on avait écrit A = a avec a hermitienne positive, on écrit B = 4% ot &
est hermitienne positive, On a maintenant Ker{¢Ba) = Ker(bu) car la matrice aBa étant
hermitienne positive,

X € Ker(aBa) <= 0= X" (aBa)X = (baX) (baX) = [jbeX|[* = X & Ker(ba)

(Il - || désigne la norme hermitienne standard sur €).
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— On en conclue rg{aBe) = rg(ba). Toute matrice hermitienne positive & vérifiant Imh =
Im h? et Ker h = Ker h? {pour s’en convaincre, diagonaliser h dans une base orthonormale),
on peut écrire

tg{aBa) = rg(ba) = dim(Imb) — dim(Im 2 N Ker b)
= dim({Im B) — dim(Im A 1 Ker B) = rg(BA).

— Tl suffit maintenant de remarquer que rg(BA) = rg[(BA)*] = rg(A*B") = rg(AB) pour
conclure rg{(aBa) =rg(AB) = &.
Le fait que dim(Ker(AB)) = n — & nous permet de prendre une base (fi11,..., fo) de Ker(AB).
Ces n— k vecteurs correspondent i des vecteurs propres de AB associés & la valeur propre 0. Ainsi,
la famille de vecteurs fu,..., fis fot1,--- S forme une famille libre 4 n éléments de vecteurs
propres de AB, donc une base de vecteurs propres de AB. La matrice AB est donc diagonalisable,
ses valeurs propres étant Ay,..., A >0 et 0.

¢) On note (| ) le produit scalaire hermitien nanel sur £ Tout vectenr colonne X de C* vérifie
N(XIX) < (AXIAX) < N(XIX) et pi(XIX) <(BX|BX) < pb(XIX)

donc

AUHXIX) < N(B X|B X) < (ABX|AB X) € M(BX|BX) < Mpi(X1X). (%)
Si A est une valeur propre de AB, on a (AB X|AB X) = |A|*(X]X) (oft X est un vecteur propre
associé), ce qui entraine avec (*) la relation A1y < IA] < Angin, dolt le résultat puisgne l'on a vu
que A était réeile positive.

PROBLEME 9. Soient R, S,T € M.(C) trois matrices hermitiennes positives telles que la
matrice M = RST est hermitienne. Montrer que M est positive.

Solution. 11y a certainement beancoup de facons de procéder. Celle que nous décrivons se décom-
pose en trois étapes, selon les propriétée vérifiées par la matrice 7.

Premiére étape. Supposons T définie. Alors T est Ja matrice d’un produit scalaire, de sorte qu’il
existe P € G£,(C) teile qne T = P*P. Comme RST est hermitienne, on a facilement RST = TSR
donc

RSP*P = P*PSR d'ot (P*)"'RSP* = PSRP™! onencore R'S'=SF

avec R’ = (P*)"'RP~! et §' = PSP Ainsi, les matrices R’ et 5 commutent. Comme elles sont
diagonalisables (car hermitiennes), on peut les diagonaliser dans une méme base. De plus, leurs
valeurs propres sont positives (R’ et ' sont hermitiennes positives) donc les valeurs propres de
R'S' sont positives. Ainsi, la matrice hermitienne RS’ est positive. Comme RST = PRSP
est congrue 3 R'S, c’est aussi une matrice hermitienne positive.

Deuziéme étape. Supposons Ker T N Ker £ = {0}, Pour tout ¢ > 0, fa matrice T' + eR est definie
positive, En effet, elle est positive comme somme de matrices positives, et elle est définie car si
X*(T +eR)X = 0, le fait que X*TX > 0 et X*RX > 0 entraine X*TX = X"RX =0, done
X € Ker T nKer R = {0}.

On peut done appliquer le résultat de la premiére étape i la matrice hermitienne RS(T +¢R) =
RST +¢RSR. Ainsi, pour tout. X € T, pour tout € > 0, X*RS(T +eR)X 20 donc en passant &
la limite lorsque € — 0 on obtient X*RSTX > 0. Ceci est vrai pour tout X e T, donc RST est
positive.

Troisiéme &ape. Il ne reste plus qu’a traiter le cas oh F = KerTNKer R # {0}. Soit r tel que
n —r = dim F. Soit (ey,... ,£,) une base orthonormale de £ telle qne F = Vect{ery1, ... ,6n).
Quitte 2 faire un changement de base orthonormale pour se ramener dans cette base, on voit que

_f{ R0 _f S |5 aiul
R=(BH5) s=($HE) « - (B0
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avec By, 5, Tx € M, (C) et Ker Ry N Ker Ty = {0}. La matrice M = RST étant hermitienne, on a

facilement
_{ R&ST |0
M= ( 0 o)’ ()
olt By, 51, T vérifient les mémes propriétds que R, S, T dans la deuxiéme étape. La matrice Ry 51T
est donc positive, donc d’aprés (*) M est positive.

PROBLEME 10. Soit A = (4, ;)1¢i ;<a € Ma(€) une matrice hermitienne, dont les valeurs
propres sont notées A;, ..., A, et numérotées telles que Ay > .-+ > A,
a) Pour tout entier k£ compris entre 1 et n, montrer

s k
Zﬂs,s LS Z Ai (%)

=l i=l

b) Lorsque & < n et Ay > Agq1, donner une condition nécessaire et suffisante sur la matrice
A pour que I'inégalité (*) soit une égalité.

Sevlution. a) Lorsque k = n, (*) est une égalité car 3o, iy = tr(A) = T iy Ai-

Sinon on a k < n. Notons & Ja forme hermitienne sur O dont A est la matrice dans la base
canonique (¢1,... ,6q) de €. Pour tont £ € {1,...,n}, on a a;; = ®¥(¢;). Soit (fi, ..., fn) une
base orthonormale de ©", orthogonale pour la forme hermitienne @, et telle que

vie{l,...,n}, M= P(f).

On note P = (p;;)i<ijsn € Mn{C) la matrice de passage de la base (fi,...,f.) 3 la base
(€1,-..,&n) (P est unitaire), de sorte que ¢; = Y [, pi s fi pour tout j.

Pour donner un avant goiit de ce (i suit, nous commengons par le cas k = 1 qui est facile. 11
suffit d’écrire

Ll Ll n

ary=®(e1) =D _lpial®(f) =Y Xilpalf < X (Z IP:'.JF) = Agflea)?® = M.
i=] i=1 izl

Le cas général est plus délicat. On écrit

¥ * k n
D=3 dle) =y (2 Ai |r*=',.f|2) =
i=1 =1

=1 \i=1

n &
Al‘ E |P‘|J Iz ' (**)

i=1 F=1

Si on pose u; = Z,'L; [p:.; 12, les p; vérifient les propriétés suivantes

n 3 n k
Q) Yom=), (E IP:";‘lz) =3 flesll* =&,

=] j=1 \di=} Ci=1
k "
() ¥, =3 IpglP < Imgl =1
i=1 =1

(la derniére égalité résuite du fait que les vectenrs ligne de la matrice P forment également une
base orthonormale), et I'égalité (**) entraine

k n k n
PTTED IR TED PP TP ( > m) :

§=1 f=l i=l f=k+4}
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L’assertion (ii) permet d’écrire chaque p; sous la forme j; = 1 — v avec 17 2 Gpourl <i<k,

n L3 &
et dapres (i), 3 pi=k— (Z p.—) =3 %. Finalement,
i=k ¥l i=1 i=1

L3 & & * k k
S <D oM - m)+ e (Z: 'r.-) =Y+ ) w €3 M (#%%)
i=1

=t V=1 [£31 i=1 i=1

b) Si (*) est une égalité, alors la dernitre inégalité de (***) est une égalité, et compte tenu des
hypothéses, ceci entraine 4; = ¢ pour 1 <i < k. Autrement dit, g1 = ... = = L ce qiti en vertu
de I’assertion (ii) entraine p;j = Opour 1 S i < ket k+1 £ < n Ainsl, ¢; = Yo Piifi €
Vect(fi,. .., i) pour 1 < j < k, donc Vect(ey, ..., ex) = Veel(fy,. .. ,Ji). Les bases (e4,... ,€q)
et (f1,. .., fa) étant orthogonales, on a alors Vect(ext1,. .. ,en) = Vect(fayr, ... y fn). 1l n'en faut
pas plus pour conclure que A, matrice de @ dans la base (e1,...,¢,), s¢ met sous la forme

- (50

oil les valeurs propres de Ay € Mp{C) sont Ay, ..., Ap.
]

k
Réciproguement;, si la matrice A est de cette forme, alors z 6ii = tr(A)) = Z Ai
i=] i=1

ProBLEME 11. Soit A = (64 )i1cijcn € Mn(IR) une matrice symétrique définie positive.

Montrer que la matrice
B= (—.""”.)
t+7/1¢i¢n

est définie positive.

Saolution. On considére 'application
A [0, o Ma(R) £ AQ) = (ai; -t gijga.

Si on montre que A(t) est définie positive pour tout ¢ € J0, 1f, alors d’aprés Pexercice 5 de la
partie 2.5 (page 245) on aura prouvé gue la matrice

1 1 . g ;
/ A(t) dt = ([ di g tf"’l-l I'H) = (d—"'!-:) =8
o 0 tigen NF M agijgn

est définie positive.
D'aprés Pexercice 4 de la partie 2.5 (page 243), on anra montré que A(?) est définie positive
{t €10, 1[) si on prouve que

vied{l,...,n}, Ap(t) = {ai ti+j'1)35i,jgg € M (IR)
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a un déterminant > 0. On écrit

ay yt ﬂllgtz Ve ﬂllgt‘*
Gz_lt"‘ ﬂg_gta Gg,gt&'u
det Ap(1) =
"k ok—
ﬂk,lt" ap et g pt25)
1,1 a2 s a) k
aa 1t ag ol can ag it
=1.42.. .4k X
apatt=l @y gt a*'“h—l
@31 d12 -+ Ay
an 1 ag2 e dag
=(t-t% )1t by T J K {*)
g1 B kg1 - Gk

Toujours d’aprés la question a) de Pexercice 4 de la partie 2.5 (mais cette fois ci on utilise la
condition nécessaire), le dernier déterminant de (*) est > 0, ce qui pronve det Ax{t) > 0 dés que
t€]o,1[et ke {1,...,n}. D'oil le résultat.

Remarque., 5i A n'est pas supposée définie, la matrice B reste positive. Pour montrer ce
résultat, appliquer celni de Pexercice 4 la matrice définie positive A+ o, pour tout & > 0,
puis passer & la limite lorsque @ tend vers 0. (Une limite de matrices positives B, lorsque
« tend vers 0 est pasitive car

VX ecR"Wa>0, X'B,X>0

et on obtient le résultat en faisant tendre « vers 0, X étant fixé.)

PROBLEME 12 (HANSDORFFIEN D’UNE APPLICATION LINBAIRE EN DIMENSION FINIE).
Soit E un espace hermitien de dimension finie n € N*.

1/ Soit f € L(E). On note
1n={{2 s e b 01} = 1) 2, ol = 1)

(cet ensemble est appelé Hansdorffien de f).

a) Montrer que H(f) est convexe et compact. (Indication. Pour montrer que (£, 9] C H(f)
si £,m € H{f), on se raménera 4 montrer que [0,1] C Hgyot g=af+ 3l avec a et 3
bien choisis. Puis on écrira gy = u + i, avec u et v autoadjoints .. )

b) Si f se diagonalise dans une base orthonormale, déterminer H (f)

2/ Soit f € L(E) telle que tr f = 0. Montrer 'existence d’une base B orthonormale de E
dans laquelle la matrice de f ait tout ses termes diagonanx nuls.

Solution. 1/ a) L'ensemble H(f) est compact car ¢’est 'image par 'application continue z
f(z) -z du compact {z € E, [jzf| = 1}.

Montrons que H(f) est convexe. Donnons nous =,y € E, ||zf} = [jy]l = 1 et posons £ = f(z) - =
et 7= f(y) - . 1l s’agit de montrer {£,n] C H(f). Si £ = 5 c'est terminé. Sinon, £ # 1, et on va se
ramener sur [0, 1]. Il existe deux nombres complexes o et § tels que

ef+fA=1 et un+8=0.
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Onpose g=Gf+SIdg. On a

[.nl C H(f) <= W €[0,1), &+ (1~ eH(S)
e Vte[0,1),3z€ E,|lzl=1, t+(l-thp=f(z)-z
= vee(t 1L 2eE =1, t=alte+(-th)+8=9(:) 2
<= [0,1) C H(g).

Montirons donc [0, 1) C H(g). On sait que g(z) -z =1 et g(v) .y =0. Ecrivons g = 4 + iv avec
u et v autoadjoints (il suffit de prendre u = (g +g*) et v = £(¢* ~ g)). Quitte & multiplier = par
A € C, |A] = 1, on peut supposer v(z) 'y € iR.Or1 g(z) -2 = 1 = u(z) -z ~iv(z) -z donc v(z) -z = 0
(ceci car u et v étant autoadjoints, u(z) - z et v(z) - = sont réels). On a de méme v(y) -y = 0.

Ceci étant, on pose k(1) = tz + (1 — t)y pour ¢ € [0,1]. Comme £ = f(z) -z # f(¥) -y =1, les
vecteurs z et y forment une famitle libre. Ceci prouve que h(t) # 0 pour tout ¢ € [0, 1] et

o[A()] - W) = Po(z) -z + 11 - Die(z) -y + v(z) - Y+ (1 - )o(y) -y =0
(car v(z) - y € {R). La fonction
alk(t) - M)
flaN?
prend donc ses valeurs dans . De plus ¥ est continue, $(0) = 0 et y(1) = 1 donc d’aprés le
théoréme des valeurs intermédiaires, [0, 1] C ¥({0, 1]) C H{g), d’olt le résultat,
b) Soit une base orthonormale B = (e, ... ,&,) telle que
AL 0
{f]B = B ' w; € Cr
1] An

v: [0,]]-C t—

Alors

H(H={f=) =lell=1) = {f (zzm) D wen ) tml’ = 1}

= {Zﬁ:mﬁ:ﬂ:, Z‘_jr.-,.»r*’ = 1} = {'gu.fr,-, (ai > 0et Zae = 1)},

ce yui s’exprime en disant que H(f) est l'enveloppe convexe des Ai, ou encore que c’est Vintérieur
d’un polygone dont les sommets (dans C) sont les ;.

2/ On procéde par réenrrence snur n = dim E. Pour r = 1, c’est évident. Supposons le résultat vrai
an rang 1 = 1 et montrons le au rang n.

Montrons déja que 0 € H(F). Soit B = (e1, .. . ,€n) une base orthonormée et A la matrice de f
dans cette base. Les termes de la diagonale principale a; ; de A vérifient la relation 4557 = f(e;) ¢,
ce yui pronve que G € H(f) et H(f) étant convexe,

Ly am=lw7=0enp.

Il existe donc un vecteur normé f, tel que f(fi) - fi = 0. Notons F I'hyperplan { At oet
# = pyr © fir, o pr désigne la projection orthogonale sur F, de sorte que dans toute base B’ de
D|x -« %
x

[f].hUﬂ' = [,fi‘]B'
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On a donc trg = 0, donc d’aprés hypothése de récurrence, il existe nne base B’ orthonormale
de P dans laquelle la matrice de ¢ n’ait que des zéros sur la diagonale principale. Ainsi, la hase
B = f, U B’ est une base orthonormale de E (car f; € FL) et

0= - x ¢ x - X%

x x -‘. :

[f]B= = ‘
is]s- P T x

x x - ox 0

Remarque. On peut répondre i la partie 2/ sans utiliser la partie 1/ si on suppose f
autoadjoint.



ANNEXE A

Résolution des équations du troisieme et du quatriéme
degré

Cette annexe propose la résolution des équations du troisiéme et du guatrieme degré.
Deux techniques sont exposées, d’abord celles dues & Cardan (troisiéme degré) et Ferrari
{(quatrieme degré), découvertes historiquement en premier, puis la méthode de Lagrange
qui en un certain sens, est plus générale que les précédentes et offre un point de vue
intéressant.

1. Introduction

On se donte nn polynéme F = ay X® 4+ a4y X*~ 1 4 -+ + a, € K[X] (ot K est un corps
commutatif quelconque), tel gne ¢y # 0 et n > 1. On se propose de résoudre ’équation
F(z) = 0. Quitte & diviser le polyndéme F par a,, on peut suppaser gy = 1. Enfin, en
effectuant le changement de variable # = z ~ a; /n, on se raméne au cas ol le coefficient
de X"~ est nul. Finalement, on est amené i résoudre une égqnation de la forme

"t a1zt a =0

Dans la suite, le corps de base K est le corps des complexes C.

2. Techniques historiques

2.1. Méthode de Cardan pour la résolution de ’équation du troisiéme
degré
On veut résondre I'équation z* +pz +¢ = 0. Si on pose z = u +v, I'équation sera vérifiée
si
W+t +3ul fputpr+e=0= + P + (u+ )(Buv+p)+qg=0.
Ceci sera vérifié si on a )
w4 0d = g
uv = —pf3
Clest-a-dire si ¥ 4 v® =g et u®p® = ~?/27, les déterminations des racines cabiques de u
et v étant choisies telles que uv = —p/3. En d’autres termes, il suffit que u* et v° sojent
racines de
2 +qz— ;’; =0 avec wo=-p/3. {+)
Si on note z), 22 les racines de cette équation du second degré, si u et v sont des racines

cubiques de z; et z, telles que ur = —p/3, les racines recherchées sont alors

utv, wjtuvid, witdwj on j=£2H
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Lorsque (p, ¢) € R?, le nombre de racines réelles de I'éqmation 2° + pz + ¢ = 0 peut étre
discuté. Ceci dépend du signe du discriminant de I’équation du second degré (*), qui est
du signe de 4p° + 27¢%. On montre facilement que
(1) Si 4p® 4+ 27¢* > 0, il ¥ a une racine réelle et deux racines complexes conjuguées.
(ii) Si4p®+27¢® =0, il y a une racine triple 0 si ¢ = 0, une racine réelle double et une
réelle simple si ¢ # 0.

(iii) Si 4p® + 27¢* < 0,1l y a trois racines réelles.

Ce dernier résultat est i rapprocher de celui de I’exercice 2 de la page 79.

2.2. Méthode de Ferrari pour la résolution de ’équation du quatrieme
degré

On se donne F = z'4+a2%+bz+c et on veut résoudre F(z) = 0. Pour cela, onr recherche
A, p et g tels que F(z) = (22 + A)® - (pz + ¢)°. Ceci sera 1éalisé si et seulement si le
polyndme

(Z+A-F)= (22 -a)=bz+ (¥ -¢) )
est un carré parfait, autrement dit si et senlement si e discriminant de {**) est nul, ce qui
8’écrit
A= —d{A =) (22 —a) = —8X3 + 4ar? + 8Ac + ¥ — dac = 0.

Cette derniére équation peut étre résolue grice i la méthode de Cardan. Si X désigne 'une
quelconque de ses solutions, il est maintenant facile de tronver p et ¢ puis de résondre
(Z+2) - (pz+¢)*=0.

3. Méthode de Lagrange

On doit & Lagrange une ingénieuse idée de résolution des équations. Pour résoudre
F(z) = 0 olt F est de degré d, I'idée de Lagrange est la suivante. Notons a;,...,aq les
racines de F. Si on tronve un polynéme P en les «; qui ne prend que d — 1 valeurs par
toute permutation sur les «;, on saura (grice anx formules donnant les coefficients d'un
polynome en fonction de ses racines, et compte tenu du fait que tout polynéme symétrique
peut s’exprimer au moyen seulement des polynémes symétriques élémentaires) trouver un
polynome de degré d — 1 qui annule les d — 1 valeurs prises par P sur les «,. On est ainsi
ramené a un degré inférieur et c’est gagné!

Ce principe encore un pen vagune va prendre tout son sens dans les parties qui suivent.

3.1. L’équation du troisiéme degré

Notons «, 3,7 les racines de F = z* + pz + ¢. Le polynéme (X + jY + 72Z)* ne prend
que deux valeurs par toutes les permutations effectuées sur o, 3,7y, qui sont

A=(a+jf+7’)° et B=(at+jr+5'8)°
Compte tenu du théoreme ! de la page 60, on a
a=a+f+7=0, oy=cf+fy+ya=p, a=afy=-q
Un calcul donne
A+ B =20+ + 1)~ 3(e?B + v + va) + 12087
= 2(ay — 30,0y + 303) — 30109 — J03) + 1205 = —27¢

et
AB = (@® + (8 + 7 — aff — By — ya) = (6} — 203 ~ 0,)° = =27p°.



3. Méthode de Lagrange 277

Ainsi, A et B sont trouvées simplement comme solutions de
2’ +27qz - 27p* = 0. (+2+)

Si on note u (resp. v) une racine cubique de A (resp. de B), les déterminations étant
choisies telles que uv = (@ + 78 + 7*Y)(e + §7 + 78) = —3p, on s’est ramené A résoudre
le systéme

a4 g+ v =0 =5 (v + v)
o + 38 + j*y = u  dont les solutjons sont g = % (ui* + vj) -
@+ jy+ 6 = v 7 = 3 (W + vi)

Noter que le test du nombre de racines réelles s’effectue simplement grace au discriminant
de P’équation (***) qui est 27(45” + 27¢%).

3.2. L’équation du quatrieme degré

On note a, 8,7, § les racines de F = z* + az® + bz + c. Le polyndéme XY + ZT ne prend
que trois valeurs par toutes les permutations effectuées sur «, 3,7,4, qui sont

A=af+v96, B=ov+pé C=aditpy.

Ici, Jes fonctions symétriques des racines de F valent respectivement oy = 0, o3 = q,
a3 = —b et o4 = c. Les calculs qui suivent sont légérement plus simples que ceux de la

partie précédente.
A+B+C=Ug=a,
A.B + BC‘ + (/'A = rytfg ~ 40‘4 = —4¢
et
ABC = (a? — 20,)04 + a3 — 20,04 = b* — 4ac.
Ainsi A, B et C sont obtenus comme solutions de 1’égnation
P —az? —dez— 8 + 4ae =0,

que l'on sait désormais résoudre. Si on note u, v, w ses racines, on est ramené a résondre
le systeme

atfB+y+8 = 0 a+B+y+84 = 0
af +vé = 1 - : (a+B)(y+8) = viw
ay + 36 - qui &guivaut a (a+8)F+7y) = n+v
ab + fy = 1w (a+7)(ﬂ+6) = u4w

A 'aide de deux premidres équations de ce dernier systéme, on trouve

atB=p et y+b=—p, o p=V-v-w,
de méme avec la premiére et la troisitme équation

c+b=ps e f+y=—p3 ol pz=m
et avec la premidre et la derniére équation,

a+y=ps et fHb=—ps, o py=V-u-w

Pour qu'il y ait équivalence entre ces trais derniéres assertions et le systéme précédent, il
faut et il suffit que les déterminations des racines carrées py, pu, ps soient choisies de sorte
que pypop = —b, compte tenu du fait gue

(x+ Be+r)(a+8) =ala+f+y+é}+03=-b.



278 A. Résolution dex équations du troisiéme et dn quatriéme degré

Maintenant, on en déduit facilement ¢ue les sointions sont
1 1 1 1
a=(m+mtps), B=3lm=p2=pa), 1=35(-m-p2tps) &=(-m+p2—ps).

3.3. L’équation du cinquidme degré?

Nous sommes munis d’une redoutable technique pour abaisser le degré d™une équation.
Vous pouvez donc essayer d'effectuer le méme type d’opérations sur I'équation générale de
degré 5. Malgré tous vos efforts, vous coincerez sur un probléme majeur, celni de trouver
un polynéme de 5 variables qui ne prend que quatre valeurs par toute permutation de ses
variables.

En fait, un tel polyndéme n’existe pas. Nous allons prouver ce résultat. Pour tout
polynéme P € C[X,, X;, X3, X4, X;], pour tonte permutation & € S;, on note

Fo = P(Xo1y, Xogz), Xo@y Xota) Xaqmy)

Supposons que P € T X, X3, Xy, Xy, X;] soit tel que I’ensemble I' = {F, | & € S5} vérifie
Card(T) = 4. Le groupe des permutations S; opeére sur I' par le biais de la fonction

Sg, XTI =T (U',Q)H Q,.

D’aprés le théoréme 7 de la page 21, le stabilisatenr H = {o € Sz | P, = P} de P est
un sous groupe de §; d’indice 4 dans S5 (puisque par construction, I'orbite de P est T
tout entier, de cardinal 4). D’aprés 'exercice 7 de la page 25 ceci est impossible, d’on le
résultat.

Cette démonstration ne prouve pas ¢u'il est impossible de “résoudre” par des formules
générales I'équation de degré §, mais eile montre sihnplement gue la méthode de Lagrange
ne s'applique pas. C’est Abel qui le premier montra que des formules générales pour les
solutions de I’équation de degré 5 n’existent pas. Galois compléta quelques années plus
tard ce résultat en donnant une condition nécessaire et suffisante sur wn polyndme pour
qu’il soit réseluble par radicanr (en termes intuitifs, on dit gqu'une équation est résoluble
par radicaux si ses solutions peuvent s’exprimer au moyen de “radicanx emboités les uns
dans les autres”).



ANNEXE B

Invariants de similitude d’un endomorphisme et réduction
de Frobenius

La note qui suit présente la théorie des invariants de similitude des endomorphismes en
dimension finie. Cette notion est assez éloignée de 'esprit du programme de mathématiques
spéciales, et c'est plus a titre de curiosité qu'elle est présentée. Comme nous allons le
vair, elle propose un cadre agréable de réduction des endomorphismes qui permet une
caractérisation simple de la classe des matrices semblables & une matrice donnée. En
premidre lecture, les démonstrations des résultats énoncés peuvent étre sautées.

Dans toute I’annexe, E désigne un espace vectoriel sur un corps commutatif K de di-
mension finie 7.

1. Introduction

On se donne an endomorphisme f € £(E). Nous commengons par donner quelques
rappels des résultats de V'exercice 3 de la page 177.
Notation. On note II; le polynéme minimal de f, et £; Pensemble {P(f), PeKX}}
Si z € E, on note P, le polynéme nnitaire engendrant I'idéal {F € K[X] | P(f)(z) = 0}
et E, I’ensemble {P(f)(2), P € K[X]}-

PROPOSITION 1. Si k = deg(Il;), Uensemble £, est un s.e.v de L(E) de dimension k,
dont une base est (Idg, f,..., f*~1).

Si k = deg(P,), Vensemble E_ est un s.e.v de E de dimension k, dont une base esi
(2, , X)),
Démonstration. Lapplication K[X] — £(E) P ws P(f) est linéaire. Son image est Ly, c’est donc
un s.e.v, et son noyau est {P € K[X] } P(f) = 0} = ([I;). Ainsi, Ly est isomorphe & KiX]/(y).
Ce dernier étant de dimension & dont une base est {1, X,... ,Tk_l) {veir la théoréme 4 de la
page 62) on en déduit par isomorphisme la premiére partie de la proposition.

La seconde partie se traite de maniére analogue en considérant I'application K[ X] = E P~
P(F)(=). O

La propriété qui suit est criciale dans la suite de notre discours (elle est prouvée dans
Pexercice 3 de la page 177).

ProrosiTioN 2. [l existe x € E tel que Py =11,
Endomorphismes cycliques.

DEFINITION 1. On dit que f est cyclique s'il existe ¢ € E tel que E; = E. D*aprés les
propositions précédentes, ceci équivant i dire que deg(Il;) = » (ow encore que 1, =
(~1)"P; ot Py désigne le polynome caractéristique de f).
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DEFINITION 2. Soit P = X?+a,_1 X7 "+ --+ay € K[X]. On appelle matrice compagnon
de P la matrice

0 -+ - 0 —ay
1 0 P —ay

CPy=o 1 . i € M,(IK).
DT T 0 —apa
0 -~ 0 1 —apy

Nous avons déja rencontré les matrices compagnon lors de la seconde démonstration du
théortme de Cayley-Hamilton, et nous avions montré que le polynéme caractéristique de
C(P) est (—1)°P.

ProrosiTioN 3. Seit f € £L{F) un endomorphisme cyclique. Il existe une base de E dans
lagquelle lu matrice de f soit égale 4 C(1I;).

Démonstration. Comme f est cyclique, 1l existe r € E tel que E; = E. On sait alors que
(z, f(x),..., f*"Y)) est une base de E, et dans cette base, la matrice de f est C(Il;) (si
I; = X® +ane 1 X*™ ! + -+ + ag, Vimage du dernier vecteur f*~1(z) de la base par f vant
(z) = —a,1 M1 (2) — - — agz car O, (f)(=) = 0). a

2. Invariants de similitude

Le théoréme qui suit est le point central de notre discussion.

THEOREME 1. Seit f € L(E). I existe une suite Fy, Fy,. .., F. de s.e.v de E, tous stables
par f, lelle que
() E=FReoFKo --oF,
(i) pour tout i € {1,...,r}, lu restriction f; = fir, de Vendomorphisme f au s.e.v F;
est un endomorphisme de F; cyclique,

(iil) st P, désigne le polynome minimal de f;, ona Py, | P; pour tout i € {1,... ,r-1}.
La suite de polyndmes Py, ..., F. ne dépend que de f et non du choiz de la décomposition.
On Uappelle suite des invariants e similitnde de f.

Démaonstration. Enislence. Soit k = deg(Il;) et soit £ € E tel que Pe =1y Le sev F = E; est
de dimension k et il est stable par f. Comme deg(F;) = k, la famille de vecteurs

e=z, ey fe), ., ex=fN2)
forme une base de F = E,. Complétons cette hase en une base (¢, ... ,e;) de E. En désignant
par (e},...,e;) la base duale associée, on note
G=T oii I={f(ef), icN}={ejoFf, ic N}

(orthogonal vis-a-vis du dual). En d’atitres termes, (7 est ’'ensemble des r € E tels que la k-iéme
coordonnée de f‘(::) (dans la base {c1,... ,€q)) soit nulle pour tout i. L’ensemble G est un s.e.v
de E, et il est stable par f comume on le vérifie facilement.

Nous allons montrer F @ (¢ = E, et pour ¢ela, nous prouvons successivement F NG = {0} et
dimF +dimG = n.

Soit y € FNG. Siy # U, on peut écrive y = w161+ -+ ape, avec a, # O et p < k. En
composant par ‘f*~P(e}) = e} o f*~P, on obtient

O=ci{tireeppr+ -+ o) =ap,

ce yui est absurde. Done F NG = {0}
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Comme G = (VectT')°, pour montrer dimG = n —dimF = n — &, il suffit de prouver
dim(Vect ') = k. Pour cela, on considére I'application lincaire

w: Ly ={P(f), PeKX]} — VectI' greepog.

Par définition de Vect I', @ est surjective. De plus, p est injective. En effet, si ej og = 0 avec ¢ # 0,
on peut écrire g=a; ldg+-- - +ap fPrr €Ly (p< keta, £0) et

ef o g(f* P (z)) = 0= ex(@espr+ - +0p8) =0,

ce qui est abgsurde. Finalement, ¢ est un isomorphisme donc dim(Vect I') = dim £y = k.

Résmmons. Nous avons tronvé un sous espace G stable par f tel que F @ G = E. Nolons Py
le polynéme minimal de fir, (qui est le polynéme minimal de f car P = FPr=Ti) et Pple
polynéme minimal de Fjg. Comme G est stable par f, P | Pi. On applique ce qui précéde a fig,
et an bout d’un nombre fini d’étapes, on obtient la décomposition voulue.

Unicité. Supposons I'existence de deux suites de sous espaces Fp, ..., F. et (¢1,...,G, tous stables
par f et vérifiant les conditions (i), (ii) et (iii). Notons P; =Ty, et @5 = H5,, -

On voit que Py = Iy = (. Supposons la liste (Py,...,F,) différente de ((h,...,Q:) et
notons j le premier indice tel que P; ¥ Q; (un tel indice existe toujours méme sir # s car
Yoideg(P)=n=Y,deg(Q;)). On a

Pi(f)(E) = P F) & - & Pi(f)(Fj-1) (*)
et
Pi(1)(E) = PG & - & F(Gi) F (G @ & F(FNG) (++)
On a dim P;(F)(F;) = dim P;(f)(G:) pour 1 <1 < j—1 (en effet, d’aprés la proposition 3, on peut
trouver une hase B; de F; et une base B! de G telles que la matrice de fir, dans B; coincide avec
la matrice de fig, dans B{). En prenant les dimensions dans (*) et (**), on en déduit

¢ = dim Pi(F)(G;) = -- - = diim B (F}(G,),
ce qui prouve que Q; | P;. Par symétrie de réle , on a aussi F; | Qy, donc P; = Q; ce qui est
absurde. Finalement, on doit avoir r = s et F; = @i pour tout i ]

THEOREME 2 (REDUCTION DE FROBENIUS). Si Py, ..., P, désigne la suite des invariants
de similitude de f € L{E), il existe une base B de E telle que

C(P) 0

[/ls = .
0 c(P,)
On a d’uilieurs P, = II; et P, - -. P, est le polynéme coructéristique de f (uu factevr (-1"
prés).
Démonstration. 1| suffit pour tout i de considérer une base de F; dans laquelle la matrice de
fi = fir, est C(P:) (ce qui est possible I’aprés la proposition 3), puis d’écrite la matrice de f dans
labase B=ByU.--UB. O

Comme pour les matrices, on dit que deux endomarphismes f, ¢ € L( E) sont semblables
&'il existe h € GE(E) tel que f = h~'gh. Muni de cette définition, on a le résultat snivant.

COROLLAIRE 1. Deur endomorphismes f et y € L{E) sont semblables si et seulement sils
ont les mémes invariants de similitude.

Démonstration. Si f et g sont semblables, on montre facilement en reprenant la preuve de Punicité
dans le théoréme 1 que f et g ont les mémes invariants de similitude.

Réciproquement, si f et ¢ ont. les mémes invariants de similitude, le théoréme précédent assure
’existence de deux bases B et B' de E telles que [fls = [g)s ce yui signifie que f et g sont
semblables. a
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3. Applications

3.1. Réduction de Jordan

Une fois que I’on sajt réduire un endomorphisme nilpotent sous forme de Jordan, il n’est
pas difficile de trouver la réduction de Jordan d’un endemorphisme quelconque (voir le
théoreme 3, page 196}, Comme nous allons le voir, cette premiere tache peut étre réalisée
au moyen de la théorie des invariants de similitude.

Soit f € L(F) un endomorphisme nilpotent. Désignons par Pi,...,F, la suite des
invariants de similitude de f, Le produit P, - - - P, est au signe prés le polynéme caractéris-
tique de f, qui est (—1)"X™, ce qui montre que F; est de la forme X™ pour tout #. Ainsi,
C(PF,) est la transposée d’un bloc de Jordan pour tout 1, et on en déduit avec le théoréme 2
Pexistence d’une base B = (ey,...,¢,) de F dans laquelle la matrice de f est de la forme

0 -« .- 0
o on Vi€ {l,...,n~—1}, », € {0,1}.
0 Vel 0
La matrice de f dans la base B = (¢,,...,¢,) est
0 vy 0
. "
0 e {0

qui a hien la forme voulue.

3.2. Autres applications

Il existe une multitude de résultats qui peuvent étre pronvés grace i la théorie des
invariants de similitude. Par exemple :

— Dans M,(R) (#n = 2 on n = 3), deux matrices sont semblables sj et seulement si
elles ont méme polynéme minimal et méme polyndme caractéristique (faux lorsque
n > 4).

— Si L est un surcorps commutatif de K, si 4,8 € M,(K) sont semblables sur
My(L), alors A et B sont semblables sur M, (K). En effet, en vertu de 'unicité, les
invariants de similitnde dans M, (K) sont les invariants de similitude dans M, (L)
(car de plus, le polynéme minimal d’une matrice de AM,(K) est le méme dans K[X]
ou dans L[X]}. Ce résultat généralise celui de I'exercice 10 de la page 158,

-~ 8Si f € L(E) et si les seuls endomorphismes commutant avec f sont des polynémes
en f, alors f est cyclique. En effet, si tel n’est pas le cas, on a deg(Il;} < = donc
le nombre r d'invartants de similitude de f vérifie r > 2. Avec les notations du
théoréme 1, on pent écrire E = @G ou G =F¢---¢ F, £ {0}. Sionnote pla
projection sur & parallélement & F), p et f commutent (car F| et (7 sont stables
par f). Si p = Q(f) avec @ € K[X), comme pr, = 0 on en déduirait Q(fjr,) =0,
done Ty = Hy, divise ¢, et donc p = @ f) = 0, ce qui est absurde. Ceci constitue
la réciproque de la question 2/ de Pexercice 6 e la page 179.
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- d*wne application linéaire, 112

- d*une f. quadratique, hermitienne, 227
noyaux (th. de décomposition des -), 173

orbite, 20, 21
ordre
~ d’an élément, 19
- d’un groupe, 17
orthogonal (endomorphisme -), 238
orthogonalité
— dans le dual, 127
- dans un espace préhilbertien, 237
- selon une {. quadratique, hermitienne,
226
otthonormale, orthonormée (famille -), 237

paraliélogramme (identité du -}, 237
parfaits (nombres -}, 14
partie entitre d’une fraction rationnelle, 70
permutation (gronpe des -), 20
pged, 8, 55
p-groupe, 26
polaire (forme -), 225, 226
polaire (décomposition —), 246
pdle d’une fraction rationnelle, 70
polyndéme
- & plusieurs indéterminées, 77
— A une indéterminée, 54
- caractéristique, 160
— cyclotomique, 92
- d’endomorphisme, 172
- ("interpolation de Lagrange, 61
— dérivé, 61
- symétrique, symétrique £lémentaire, 78
— umitaire, 54
corps des racines d'un -, 63
racine, zéro d'un —, 59
positive
forme quadratique ou hermitienne —, 230
metrice —, matrice définie —, 241
ppem, 8
préhilbertien (espace -}, 236
premier
corps —, b4
idéal - 33
nombre -,
nombre psendo—, 35
sous corps —, 54
premiers entre eux
entiers — , 8
polyndmes — , 55
primalité (t.eet.s de -), 36
principal (anneau -, idéal -), 29
produit scalaire, — hermitien, 236
projecteur, projection, 114
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projection orthogonale, 238
propre (valeur —, vecteur -), 159
pseudo-premier (nombre ~), 35

quadratique (forme -), 225
gquotient
anneau —, 29
espace vectoriel —, 112
groupe —, 18

racine d'un polynéme, 59
racine carrée d’une matrice positive, 242
radical (d'un idéal}, 32
Ramanujan, 105
rang
- d’une application linéaire, 112
- d’une {. bilinéaire ou sesquilinéaire, 224
— d’une forme hermitienne, 226
— d’une forme guadratique, 225
- d’nne matrice, 121
rayon spectral, 208
réduction
~ des endomorphismes autoadjoints, 240
— des endomorphismes normanx, 254
- des endomorphismes unitaires, 253
- des isométries, 252
— des matrices antisymétriques, 257
reflexion (de 'espace}, 253 ;
réguliére (valeur —), 159
résultant de deux polyndmes, 207
retournement (de ’espace), 253
rotation (dn plan; de I’espace), 253
Rouché-Fontené (théoréme de -}, 138

Schmidt (procédé d’orthogonalization de -),
237

Schur (produit de -), 250

Schwarz (inégalité de -), 230

scindé (polynéme -), 60

semi-simples (endomorphismes ~}, 219

séries entiéres d’endomorphismes, 132

seaquilinéaire (forme -), 223

signature
- d'an eycele, 20 )
— d'une {. quadratigque, hermitienne, 230
- d’une permutation, 20

similitude (invariants de -}, 280

simultanée (diagonalisstion -, trigonalisation

-}, 164

somme, somme directe de sons espaces, 108

sols anneau, 2§

sous corps, 53
- premier, 54

sous espace carachéristique, 189

sous espace propre, 160

sous groupe, 17

Index terminologigque

- distingné, normal, invariant, 18
spectrale {valeur -}, spectre, 159
stabilisateur (d’un €lément}, 21
Steinitz (théoréme de -), 63
suites exactee, 116
supplémentaire (d’un s.e.v}, 110
surcorps, 53
Sylow (théoreme de -}, 40
Sylvester (loi d'inertie de ), 230
symétrie, 114
symétrie hermitienne, 225
symétrie orthogonale, 238
symétrique

- élémentaire (polyndme -), 78

€lément —, 17

endomorphisme —, 240

forme bilindaire - |, 224

groupe —, 20
matrice —, 118, 224
polynome -, 78

symétrisé d'un polynéme, 78
systéme linéaire, 137
— de Cramer, 138

Taylor (formule de -}, 61
Tchébychefl

polyndmes de -, 95

théoréme de —, 14, 43
théoréme de la médiane, 237
theéoréme des nombres premiers, 14
théoréme fondamental de I'algébre, 63, 85
théoréme fondamental de 'arithmétique, 9
trace, 122
transcendance (de e, de x), 99
transcendant (nombre -}, 87
transformée de Fourier discréte, 82
transposée

application -, 129

matrice —, 118
transposition, 20
transvection (matrice de -}, 156
trigonalisable (endomorphisme —, matrice -),

162

trigonalisation, 162

unitaire {polynéme ~), 54
unitaire (anneau -), 28
unitaire (endomorphisme ), 238

Vandermonde (déterminant de =), 137

Waring

méthode de —, 79

probléme de — 52
Wedderburn (théoréme de -}, 94
Wilson (théoréme de -), §
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