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CHAPITRE 1

Introduction

Ce document cours d’Algebre I et 1T avec exercices corrigés recouvre le programme
d’Algebre linéaire de la 1ére année universitaire.

Le lecteur trouvera une partie cours qui a été enseigné et a la fin de chaque chapitre
une partie exercices corrigés dont la plupart ont été proposé dans le cadre de travaux
dirigés ou ont fait ’objet de controle des connaissances.

Il est destiné principalement aux étudiants de la lére année L.M.D. ainsi que toute
personne ayant besoin d’outils de bases d’Algébre linéaire.

Nous espérons que ce polycopié réponde aux attentes des étudiants et qu’il les
aidera a réussir.






CHAPITRE 2

Elément de logique et méthodes de raisonnement avec
Exercices Corrigés

1. Régles de logique formelle

DEFINITION 1.1. une proposition est une expression mathématique a laquelle on
peut attribuer la valeur de vérité vrai ou faux.

EXEMPLE 1.2. (1) < Tout nombre premier est pair >, cette proposition est
fausse.

(2) V2 est un nombre irrationnel, cette proposition est vraie

(3) 2 est inférieure a 4, cette proposition est vraie
DEFINITION 1.3. Toute proposition démontrée vraie est appelée théoréeme (par
exemple le théoréeme de PYTHAGORE, Thales...)
La négation < (nonP) >, < P >>:

DEFINITION 1.4. Soit P une proposition, la négation de P est une proposition
désignant le contraire qu’on note (nonP), ou bien P, on peut aussi trouver la notation
1P. Voici sa table de vérité.

PP
1] 0]
0] 1
EXEMPLE 1.5. (1) Soit E# (), P:(a € E), alors P: (a ¢ E).

(2) P : la fonction f est positive, alors | P : la fonction f n’est pas positive.
(3) P:x+2=0, alors (nonP) : x + 2 # 0.

1.1. Les connecteurs logiques. Soit P, () deux propositions

1) La conjonction < et >, < A >

DEFINITION 1.6. la conjonction est le connecteur logique < et > << A >, la
proposition (PetQ) ou (P A Q) est la conjonction des deux propositions P, Q).
— (P AQ) est vraie si P et Q le sont toutes les deux.
— (PAQ) est fausse dans les autres cas. On résume tout ¢a dans la table de vérité
sutvante.
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PlQ|PANQ
1|1 1
110 0
0| 1 0
010 0
EXEMPLE 1.7. (1) 2 est un mombre pair et 3 est un nombre premier, cette

proposition est vraie
(2) 3< 2 et4d>2, cette proposition est fausse.

2) La disjonction < ou >, < V>

DEFINITION 1.8. la disjonction est un connecteur logique << ou >, <K V >, on
note la disjonction entre P,Q par (Pou@),(PV Q). PV Q est fausse si P et Q) sont
fausses toutes les deuz, sinon (P V Q) est vraie.

On résume tout ¢a dans la table de vérité suivante.

PlQ|PVQ
1]1 1
110 1
011 1
010 0
EXEMPLE 1.9. (1) 2 est un nombre pair ou 3 est un nombre premier. Vraie.

(2) 3<2 ou?2>4. Fausse.
3)L’implication
DEFINITION 1.10. L“implication de deuzx propositions P, () est notée : P = Q) on

dit P implique Q) ou bien si P alors Q). P = Q) est fausse si P est vraie et () est fausse,
sinon (P = Q) est vraie dans les autres cas.

PlQ|P=Q

1|1 1

110 0

01 1 1

01| 0 1
EXEMPLE 1.11. (1) 0<x<9= /x <3 .Vraie

(2) 11 pleut, alors je prends mon parapluie. Vraie c¢’est une conséquence.

(3) Omar a gagné au loto = Omar a joué au loto. Vraie c’est une conséquence.

4)La réciproque de I’implication
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DEFINITION 1.12. La réciproque d’une implication (P = Q) est une implication
Q= P.

EXEMPLE 1.13. (1) La réciproque de : 0 <z < 9= /r <3, est : Jx <3 =
0<x<9.

(2) La réciproque de : (Il pleut, alors je prends mon parapluie), est : (je prends
mon parapluie, alors il pleut).

(3) La réciproque de : (Omar a gagné au loto = Omar a joué au loto), est :
(Omar a joué au loto = Omar a gagné au loto).

5)La contraposée de I'implication Soit P, () deux propositions, la contraposée
de (P= Q) est () = P),ona
(P= Q)<= (Q=P)

(P = Q) et (Q = P) ont la méme table de vérité, i.e., la méme
valeur de vérité.

EXEMPLE 1.15. (1) La contraposée de :(1l pleut, alors je prends mon para-
pluie), est (je ne prends pas mon parapluie, alors il ne pleut pas).

(2) La contraposée de :( Omar a gagné au loto = Omar a joué au loto), est :
Omar n’a pas joué au loto = Omar n’a pas gagné au loto).
J gag

6)La négation d’une implication
THEOREME 1.16. Soit P, Q) deux propositions on a
(P=Q) & (PAQ).

EXEMPLE 1.17. (1) La négation de : (il pleut, alors je prends mon parapluie),
est : (il pleut et je ne prends pas mon parapluie).

(2) La négation de : (Omar a gagné au loto = Omar a joué au loto), est : (Omar
a gagné au loto et Omar n’a pas joué au loto).

(3) (x €[0,1] = 2 > 0) sa négation : (x € [0,1] A x < 0).

Conclusion
(1) La négation de (P = Q) est (P A Q).
(2) La contraposée de (P = Q) est (Q = P).
(3) La réciproque de (P = Q) est (Q = P).

(P= Q)< (PVQ).
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PREUVE. Il suffit de montrer que (P = Q) a la méme valeur de vérité que (PV Q),
on le voit bien dans la table de vérité suivante :

PlQ|P|P=Q|PVQ
11170 1 1
1100 0 0
0] 1]1 1 1
0] o011 1 1

7)L’équivalence

DEFINITION 1.19. [’équivalence de deux propositions P,(Q) est notée P < @Q, on
peut aussi écrire (P = Q) et (Q = P). On dit que P < @ si P et Q ont la méme
valeur de verité, sinon (P < Q) est fausse.

PlQ|PsQ
1|1 1
110 0
0| 1 0
010 1

(1) P4 Q c’est a dire P n’est pas équivalente a Q) lorsque
P=0Q ou@ + P.
(2) P < Q peut étre lue P si et seulement si Q.
EXEMPLE 1.21. 1) z+2=0&2=-2.
(2) Omar a gagné au loto < Omar a joué au loto.

THEOREME 1.22. Soit P, () deux propositions on a :
(PeQ)e (P=Q)N(Q=P)

PREUVE.
PlQIP=Q|Q=P|(P=Q N Q=P) (PesQ)
111 1 1 1 1
110 0 1 0 0
0| 1 1 0 0 0
0|0 1 1 1 1

8)Propriétés des connecteurs logiques Quelle que soit la valeur de vérité des
propositions P, (), R les propriétés suivantes sont toujours vraies.

(1) PV P.
2) PP
(3) PAP < P,

(4) PANQ < Q A P. Commutativité de A
(5) PV Q< @V P. Commutativité de V
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(6) (PANQ)AR)< (PA(QAR)). Associativité de A
(7) (PVQ)VR)< (PV(QV R)). Associativité de V
8) PVP& P
(9) PV(QAR)< (PVQ)A(PVR)).
10) PAN(QV R) < (PANQ)V (P AR)).
11) PA(PV Q)< P.
12) PV(PAQ)< P
)
)

PREUVE. (13)
PIQ|P|Q|PAQ|PAQ|PVQ
1111010 1 0 0
110|0]1 0 1 1
o|1|11]0 0 1 1
0|0\ 1] 1 0 1 1
(14)
PlQ|P|Q|PVQ|P=Q|Q=P
1111010 1 1 1
110]0]1 0 0 0
0| 1110 1 1 1
0|10 1] 1 1 1 1

1.2. Les quantificateurs.

(1) Quantificateur universel < V >
La relation pour tous z tel que P(x) est notée : Vz, P(z) se lit quel que soit

z, P(x).
(2) Quatificateur existentiel < 3>
la relation il existe un x tel que P(x) est notée : Iz, P(z).

1l existe un et un seul élément x de E c’est a dire un unique x,
P(z) est notée : lxz € E, P(x)
EXEMPLE 1.24. Ecrire a l'aide des quantificateurs les propositions suivantes :
(1) P(z) : La fonction f est nulle pour tous x € IR devient
P(z):Vx e IR, f(z)=0.
(2) P(x) : la fonction f s’annule en xq devient
P(Z‘) . El.fl?g € IR, f(l’o) =0.
Les relations Yx, 3y, P(x,y) et Jy,Vz, P(z,y) sont différentes,
dans la premiére y dépend de x tandis que dans la seconde y ne dépend pas de x.
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EXEMPLE 1.26. (1) Tous les étudiants de la section 1 ont un groupe sanguin.
V étudiant € section 1, 3 un groupe sanguin, étudiant a un groupe sanguin.
Vraie (cela veut dire que chaque étudiant a un groupe sanguin).

(2) Il existe un groupe sanguin pour tous les étudiants de la section 1. 3 un groupe
sanguin O~ , ¥V Uétudiant de section 1, I’étudiant a O~ . Fausse (cela veut dire
que tous les étudiants ont le méme groupe sanguin ce qui est peut probable).

(3) La proposition (Vx € IR,Jy € IR : & +y = 0) est vraie en effet Vo € IR, Jy =
—ze€lR,z+ (—z)=0.
(4) Jy € R,Vz € IR, 2? > y c’est vraie car Jy = 0,Vx € IR, z* > 0.

Régles de négations
Soit, P(x) une proposition,

(1) la négation de Vo € E, P(x) est : 3z € E, P(z).
(2) la négation de 3z € E, P(x) est : Vo € E, P(z).
(1) 3z € E,Yy € E, P(x,y) veut dire que x est constante
(fizé), il est indépendant de y qui varie dans E.
(2) Vx € E,TJy €, P(x,y) veut dire y dépend x , par une certaine relation f telle

que y = f(x).
(3) On peut permuter entre deux quantificateurs de la méme nature :

Va,Vy, P(z,y) < Vy, Vo, P(z,y).

Jz, 3y, P(z,y) < Jy, 3z, Pz, y).
EXEMPLE 1.28. (1) la négation de Ye > 0,3q € QT tel que : 0 < q < €
est :de > 0,Vqg € QF tel que : g < 0oug > ¢

2. Méthodes de raisonnement

Pour montrer que (P = Q) est vraie on peut utiliser ce qui suit :

(1) Méthode de raisonnement direct
On suppose que P est vraie et on démontre que () 'est aussi.
EXEMPLE 2.1. Montrons que pour n € IN sin est pair = n? est pair.
On suppose que n est pair, i.e., Ak € Z,n = 2k donc
n.n = 2(2k*) = n® = 2k’
on pose k' = 2k* € Z ainsi Ik’ € Z,n? = 2k', n? est pair, d’ot le résultat.

(2) Méthodes du raisonnement par la contraposée
Sachant que (P = Q) < (Q = P), pour montrer que P = Q on utilise la
contraposée, c’est a dire il suffit de montrer que () = P de maniére directe,
on suppose que () est vraie et on montre que P est vraie.
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EXEMPLE 2.2. Montrons que n? est impair = n est impair. Par contrapo-
sée il suffit de montrer que sin est pair = n? est pair voir l’ezemple précédent.

(3) Raisonnement par ’absurde
Pour montrer que R est une proposition vraie on suppose que R est vrai et on
tombe sur une contradiction (quelque chdse d’absurde), quand R : P = Q) est
une implication par I’absurde on suppose que R : R A Q est vraie et on tombe
sur une contradicition.

EXEMPLE 2.3. (a) Montrer que /2 est un irrationnel.

(b) n est pair = n%est pair, par l’absurde : on suppose que n est pair et que

n? est impaire contradiction

(4) Contre exemple
Pour montrer qu'une proposition est fausse il suffit de donner ce qu’on appelle
un contre-exemple c¢’est a dire un cas particulier pour lequel la proposition est
fausse.

EXEMPLE 2.4. (n est un nombre pair )= (n2+1 est pair), fausse car pour
n=2,441=>5 n'est pas pair, c’est un contre-exemple.
(5) Raisonnement par recurrence

Pour montrer que P(n) : Vn € IN;n > ng, P,(x) est vraie on suit les étapes
sulvantes :

(a) On montre que P(ng) est vraie, (valeur initiale).
(b) On suppose que P(n) est vraie a 'ordre n
(c) On montre que P(n + 1) est vraie a l'ordre n + 1

Alors P est vrai pour tous n > nyg.
EXEMPLE 2.5. MontrerVn € IN*: 1+2+ ...+ n= w

(a) Pourn =1,P(1) est vraie 1 = @
n(n+1)

5 est vraze.

(b) On suppose que 1 +2+ ... +n =

(¢) On montre que 1 +2+4 ...+ n+1= _(”+1)2(n+2)

1424+l =142+ 4n+(n+1) =00 4 (4 1) = 0D

ainst P est vraie a Uordre n + 1 alorsVn e N* 1 14+24+ ...+ n = @
est vraze.

est vraie,

3. Exercices Corrigés

EXERCICE 1. Donner la négation des propositions suivantes :
(1) VeeR,Jy € IR, 2z +y > 3.
(2) Ve > 0,3a >0, |z| < a = |2%] <.
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(3) Vx € IR, (x =0V x €]2,4]).
(4) Il existe M € IR", pour tous n € IN tel que : |U,| < M.

SOLUTION . (1) P:VeeR,Jye R, 20 +y >3
S P:drelR,Vy e R, 2x +y < 3.

(2) P:Ve>0,3a>0,|z| <a=|2°| <e
& P:de>0,Va >0,z <aA|z? >e¢

(3) P:Vz e R, ((z =0) V (z €]2,4]))
SP:drelRz#0A(x <2V >4).

(4) P: il existe M € IR*, pour tous n € IN tel que : |U,| < M
& P pour tous M € IR, il existe n € IN tel que :|U,| > M.

(1) a < b veut dire (a < b) A (a # b) sa négation est :
(a>b) V (a=0b) c’est a dire a > b.
(2) a < b < cwveut dire (a <b) A (b<c) sa négation est : (a >b) V (b>c).

EXERCICE 2. Ezprimer les assertions suivantes a l’aide des quantificateurs et
répondre aux questions :

(1) Le produit de deux nombres pairs est-il pair ?
(2) Le produit de deux nombres impairs est-il impair ¢
(3) Le produit d’un nombre pair et d’un nombre impair est-il pair ou impair ?

(4) Un nombre entier est pair si et seulement si son carré est pair ?

SOLUTION . (1) Le produit de deux nombres pairs est-il pair ¢
Soit P = {2k/k € Z} l’ensemble des nombres pairs.
Vn,m e P,nxm e P?
Soient n,m € P, alors 3k € Z/n = 2ky,Tks € Z/m = 2ky d’od n x m =
2(2k1ky) = 2k3, ainsi ks = 2k1ky € Z/n x m = 2kz = n x m € P le produit
est pair.

(2) Le produit de deux nombres impairs est-il impair ¢
Soit I = {2k + 1/k € Z} U’ensemble des nombres impairs. Yn,m € I,n x m €
17
Soient n,m € I, alors Iky € Z/n = 2k; + 1,3ky € Z/m = 2ky + 1 d’ou
nxm= 2(2]{31]{?2 + l{?l + kg) +1 = 2]{33 + ]_, ainsi 3]{53 = 2]{31]62 + kl + kQ €
Z/n xm=2ks+1=nxméel le produit est impair.

(3) Le produit d’un nombre pair et d’un nombre impair est-il pair ou impair ¢
VnePmel,nxmePl,nxmel?
Soient n € P,m € I, alors 3ky € Z/n = 2ky,3ky € Z/m = 2ky + 1 d’ou
nxm = 2(2kiky + k1) = 2ks, ainsi Fkz = 2k1ko + k1 € Z/n x m = 2k3 =
n xm € I le produit est pair.

(4) Un nombre entier est pair si et seulement si son carré est pair ¢
Vn € Z,n pair < n? est pair.
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Montrons que n pair = n? est pair.

Soit n € P, alors Ik € Z/n = 2ky, d’oun® =n.n = 2(2k?), ainsi Fky = 2k? €
Z/n* = 2k, il est pair.
Montrons que n? pair = n est pair.
Par contraposée, on doit montrer que n est impair = n? est impair, c’est vrai
cas particulier de la question 2), ainsi la proposition n* pair = n est pair est
vérifiée, de plus n pair = n? est pair = Vn € Z,n pair < n? est pair est vraie.

EXERCICE 3. Indiquer lesquelles des propositions suivantes sont vraies et celles

qui sont fausses.

(1) VeelR,Jye R: 2z +y > 0.

(2) IreR,Vye IR:2z+y > 0.

B) Ve R,Vye IR:2z+y > 0.

(4) IzreR,Jye R:2z+y > 0.

(5) e R,Vy e R:y? > .

6) Ve eR,JyeR: 2z +y >0ou2zx+y=0).

(MVeeR,FJyelR: (2e+y>0et2z0+y=0).

SOLUTION . (1) Ve e R,y € IR : 2z +y > 0, est vraie car Vx € IR, Jy =
—2z+1€lR:2x+y>0.

(2) x € IR,Vy € IR : 2z +y > 0, est fausse car , sa négation Vx € IR, Iy € IR :
20 +y <0, estvrateVxr € IR, dJy = —2xr € IR;2x +y <0

(3) Vx € R,Vy € IR : 2z + y > 0, est fausse car sa négation Ixr € IR, Jy € IR :
2x +y <0 est vraie , en effet 3xr =0,y = 0;0 < 0.

(4) 3x e R,Jy € R : 2z +y > 0, vraie car Iz =0,Fy = 1;1 > 0.

(5) IreR,Vye R:y*> >z, vraie Iz = -1 € R,Vy € R: 2% > y.

(6) Ve € R, 3y € R : 2z +y > Oou2x +y = 0), Vraie car Vo € IR,Jy =
—2x € IR : 2z —2x = 0 (méme si 2z +y % 0) ou bien on peut dire que
VeeR,Jy=-2c+1:20—-2x+1=1>0 (méme si 2c+y #0).

(MY VxelR,JyeR: (2x+y>0et2x+y=0) est fausse car on ne peut jamais
avoir (2x +y > 0et2x +y = 0) en méme temps.

EXERCICE 4. Par l’absurde montrer que :
(1) vV2¢ Q.

(2) ¥n € IN, n? pair = n est pair.

SOLUTION . (1) Par l’absurde on suppose que V2 est un rationnel i.e., 3a,b €
IN,
aNb=1,/2= 7= Z—j = 2b* = a* alors 2 divise a, a est pair Ik € IN/n =
2k, ainsi

207 = 4k* < b* = 2k?,
on déduit que b est pair aussi or a,b sont premier entre eux contradiction, ce
que nous avons supposé au départ est faux c’est a dire /2 ¢ Q.
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(2) Soitn € IN par ’absurde supposons que n* est pair et n est impair, alors Ik €
Z tel que n = 2k+1 d’oun® = 2(2k*+2k)+1 = 2k'+ 1, k' = (2k*+2k) € Z,n?
est impair contradiction car n? est pair. Ce que nous avons supposé au départ
est faux c’est a dire Vn € IN, n? pair = n est pair est vraie.

EXERCICE 5. Par contraposée, montrer que
(1) Si (n?—1) nest pas divisible par8 = n est pair.
(2) (Ve>0,]z| <e€)=x=0.

SOLUTION . (1) Montrons que sa contraposée :( n est impair = (n*> —1) est
divisible par 8) est vraie.
Soit n impair alors Ik € Z tel que n = 2k + 1 et donc n® = 4k*> + 4k +1 =
n? — 1 = 4k* + 4k = 4k(k + 1) il suffit de montrer que k(k + 1) est pair.
Montrons que k(k + 1) est pair on a deux cas :
St k est pair alors k + 1 est impair donc le produit d’un nombre pair et d’un
nombre impair est pair voir exercice 2 question (3).
St k est impair, alors k 4+ 1 est pair donc le produit est pair c’est le méme
raisonnement, (il faut savoir que le produit de deuz nombre consécutifs est
toujours pair).
Ainsi k(k + 1) est pair k' € Z [k(k +1) = 2K/, d’oun® — 1 = 4(2k') = 8k’ =
n? — 1 est divisible par 8.

(2) Montrons que sa contraposée :( x # 0 = (e > 0, |z| > €)) est vraie.
Soit v # 0, il eviste € = § > 0 tel que |xv| > 5 car v # 0 d’ot le résultat.

EXERCICE 6. Montrer par récurrence que
“Vn e IN*: 13 423 4 . 4 g = 2oL
- Vn € IN*, 4" + 6n — 1 est un multiple de 9.

SOLUTION . — Montrons que Vn € IN*: 13 4+ 23 4 .. +n3 = W.
(1) Pourn=1ona:13= % =1,P(1) est vraie.
(2) On suppose que 13 +23 + ... +n3 = W est vraie.
(3) On montre que 13+ 23+ ...+ (n+1)3 = w est vraie. En utilisant
p(n) on obtient :
2 1 2
13+23+...+(7’L—|—1)3:13—|—23+...+7’L3+(7’L+1)3:%—f—(n—f—l)?)
2 1)2+4 1)3 1)2(n® +4 4
P2t st (1) D ' S ) (s >(”4+ nt4)
12(n2 + 9)2
P4+2°+. +(n+1)P°= (n+ )fln *2) :
n?(n+1)>2

Ainsi P(n+ 1) est vraie , alors Vn € IN* : 13 423 4 4+ n® = =0

— Montrons que ¥Yn € IN* 4™ + 6n — 1 est un multiple de 9, c’est a dire Vn €
IN*, 3k € Z /4" + 6n — 1 = 9k.
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(1) Pourn=1ona:3dk=1€Z,4+6—-1=9=9(1), P(1) est vraie.
(2) On suppose que : ¥n € IN*, Ik € Z /4" 4+ 6n — 1 = 9k est vraie.

(3) On montre que : ¥Yn € IN*,3?k' € Z /4" +6(n + 1) — 1 = 9K’ est vraie.

4" L 6n+1) -1

44" +6n+6—1

(9 —5)4" +6n +5

9.4™ — 5.4™ — 5(6n) + 36n + 5

—5(4" + 6n — 1) + 9.4" + 36n, en utilisant P,
—5(9k) + 9.4" 4+ 9.(4n) = 9(—5k + 4™ + 4n)

K = -5k +4"+4n € Z4" +6(n+1) —1 =9k

17






CHAPITRE 3

Théorie des ensembles avec Exercices Corrigés

1. Notion d’ensemble et propriétés
1.1. Ensemble.

DEFINITION 1.1. Un ensemble est une collection d’objets mathématiques (élé-
ments) rassemblés d’aprés une ou plusieurs propriétés communes. Ces propriétés sont
suffisantes pour affirmer qu’un objet appartient ou pas a un ensemble.

EXEMPLE 1.2. (1) E : ’ensemble des étudiants de ['université d’USTO.
(2) On désigne par IN ’ensemble des entiers naturels IN = {0,1,2,3,...}.
(3) L’ensemble des nombre pairs se note : P = {x € IN/2 divise z}.

(4) L’ensemble vide est noté : O qui ne contient aucun élément.

1.2. Inclusion. On dit que I'ensemble A est inclus dans un ensemble B lorsque
tous les éléments de A appartiennent & B et on note A C B,

ACB<& (Vx,(x € A=z € B)).
La négation :
A¢ B& (3z,(x € ANz ¢ B)).
EXEMPLE 1.3. (1) On désigne IR l’ensemble des nombre réels on a : IN C IR.
(2) On désigne Z l’ensemble des nombre entiers relatifs, Q ’ensemble des ration-

nelsona:INCZcCQcCIR.

1.3. Egalité de deux ensembles : Soient A, B deux ensembles sachant A = B,
cela veut dire que :

A=B <& ((AC B)et (A C B)).

1.4. Différence de deux ensembles. La différence de deux ensembles A, B est
un ’ensemble des élements de A qui ne sont pas dans B, noté A — B.

A—B={x/x € ANz ¢ B}.

Si A C B alors B — A est aussi appelé le complémentaire de A dans B, il est noté
A
Ca={z/rc BNz ¢ A}

1.5. Opérations sur les ensembles.

19
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inclusion Le complémentaire La différence
B
A B
O «»
La différence symétrigue L'intersection L'union
A B
‘A ’B @ A |
(A-B)U(B-A)

1.5.1. L’union. La réunion ou 'union de deux ensembles A et B est ’ensemble des
élements qui appartiennent & A ou B, on écrit AU B.

r€eAUB & (r€ AV e B).

La négation :
r¢ AUBS (r ¢ ANz ¢ B).
1.5.2. L’intersection. L’intersection de deux ensembles A, B est ’ensemble des él-
séments qui appartiennent & A et B on note AN B.

re€ANB& (r€ ANz € B).
La négation :
r¢ANB &S (r ¢ AVae ¢ B).
REMARQUE 1.4. (1) Si A, B n'ont pas d’élements en commun, on dit qu’ils
sont disjoints, alors AN B = 0.
(2) B=Cpe AUB=E et ANB=0.
(3) A—B=AnB"
1.5.3. La différence symétrique. Soient E un ensemble non vide et A, B C F, la

différence symétrique entre deux ensembles A, B est I’ensemble des éléments qui ap-
partiennent 4 A — B ou B — A noté AAB.

AAB=(A-B)U(B—-A)=(AnCE)U(BNCy) =(AUB) - (ANB).
re€e AAB < {z/xe (A-B)Vxe (B—-A)}.
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1.6. Propriétés des opérations sur les ensembles.
1.6.1. La commutativitée. Quels que soient A, B deux ensembles :

ANB=BnNA,
AUB=BUA.

1.6.2. L’associativitée. Quels que soient A, B, C' deux ensembles :
AN(BNC)=(AnB)NC,
AU(BUC)=(AuB)UC.

1.6.3. la distributivitée. Quels que soient A, B, C' deux ensembles :
AUu(BNC)=(AuB)Nn(AUCQC),
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQO).

1.6.4. L’idempotence.

AUA=AANA=A.

1.6.5. Lois de Morgan.

a)(AU B)¢ = A°N B
b)(AN B)° = A°U B*.

PREUVE. Montrons que (AU B)® C A°N B¢ et AN B° C (AU B)°,

(AUB)* C A°N B° :

Soit v € (AUB) = a2 ¢ (AUB) =12 ¢ ANz ¢ B=x € ANz € B® ainsi
r€(AUB)=xe€ (A°NB°, dou (AU B)® C (A°N B°).

A°NB°C (AUB)° :
Soit v € (A°NBY) =o€ ANeeB =a0¢ ANz ¢ B=1x¢ (AUB), dou
A°N B C (AUB)®, ainsi (AU B)¢ = A°N B°. On suit le méme raisonnement pour la
seconde relation.

1.7. Produit Cartesien. Soient A, B deux ensembles , a € A,b € B on note
Ax B={(a,b),a € A,b € B} I'ensemble A x B est 'ensemble des couples (a,b) pris
dans cet ordre il est appelé ensemble produit cartésien des ensemble A et B.

Si A et B sont des ensembles finis et si on désigne par :

CardA : le nombre des éléments de A.
CardB : le nombre des éléments de B. on aura :

Card(A x B) = CardA x CardB.
EXEMPLE 1.6. a) Soit E ={1,2,3,4,5,6,7,8}, A ={1,2,3,4,5,6}, B=1{2,4,6,8}

(1) ACE,BCE.
A n'est pas inclus dans B car 1 € AN1 ¢ B.
B n’est pas inclus dans A car 8 € BA8 ¢ A.

(2) ANB=1{2,4,6}, AUB = {1,2,3,4,5,6,8}.
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(3) A— B=1{1,3,5},B — A= {8}.
(4) AAB = {1,3,5,8}.
b) A={1,2},B={1,2,3}

AX B = {<17 1)? (172)7 (173)7 (27 1)7 (272)7 (273>}7

B x A={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,1),(3,2)},
AXB#BxA, car (3,2) € Bx A, et (3,2) ¢ Ax B.

2. Applications et relations d’équivalences
2.1. Application.

DEFINITION 2.1. On appelle application d’un ensemble E dans un ensemble F
une loi de correspondance ( ou une relation de correspondance ) permettant d’associer
a tout x € E un unique élémenty € F ou E est ’ensemble de départ et F' est [’ensemble
d’arrivé.

L’élément y associé a x est l'image de x par f, on note v — y/y = f(x).

EXEMPLE 2.2. Soit 'application suivante :

(1) fi:IN+— IN
n +—— 4n + 2.
(2) fo:IR+— 1R
T — 5z + 3.

2.2. Image directe et image réciproque.
2.2.1. a) L’image directe. Soit f : E —— F et A C E, on appelle image de A par
f un sous ensemble de F', noté f(A) tel que

f(A)={f(z) € F/z € A},
sachant que f(A) C F, et que A, f(A) sont des ensembles.
2.2.2. b) L’image réciproque. Soit f : E —— F et B C F, on appelle I'image
réciproque de B par f, la partie de E notée f~*(B) telle que

(B)={z € E/f(z) € B},
sachant que f~'(B) C F, et que B, f~!(B) sont des ensembles.
EXEMPLE 2.3. (1) Soit f Uapplication définie par :

f:10,3] — [0,4]
r— f(x)=2x+1
Trouver f([0,1])?

fU01]) = {f(2)/z € [0, 1]} = {22 + 1/0 <z <1},
oma0<zr<1=0<2r<2=1<2r+1<3 alors f([0,1]) =[1,3] C
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(2) Soit f lapplication définie par :
g:0,2] — [0, 4]
v () = (20— 1)
Calculer f~1({0}), f~1(0, 1)).
FH{0}) ={z €[0,2]/f(z) € {0}} = {z € [0,2)/f(2) = 0} = {w € [0,2]/(22-1)* = 0} = {%

F710.1) = {z € 0,2]/f(2) €]0,1[} = {z € 0,2]/0 < (22 — 1)* < 1},

On a : (2x —1)* >0 est verifice Vo € R — {1}, x € [0,2]. D’autre part

r -1 <l=Rr-1<l=-1<2r-1<1=0<z<1,

}.

et donc x €]0, 1], en regroupant les deux inégalités, on obtient
1. .1 1. .1
~1(0,1]) = (0, z[U] =, 2 1[=]0, =[U] =, 1].
£7100,1) = (0. 5Vl )10, 1=10, 5[], 1]
2.2.3. 1) La surjection.

DEFINITION 2.4. L’image f(E) de E par f est une partie de F. Si tout élément

de F' est limage par f d’au moins un élément de E, on dit que f est une application
surjective de E dans F on a : f(E) = F.

fest surjective & (Vy € F),(Jx € E)/f(x) =y.

EXEMPLE 2.5. Les applications suivantes sont-elles surjective ?

(1) f1 :IN— IN
n +— 4n + 2.
f1 nest pas surjective, en effet si on suppose qu’elle est surjective c’est a dire
Vye Ny,Ine N/dn+ 1=y = n = 94;1, orn = yT_l ¢ IN contradiction f;
n’est pas surjective.

(2) fo:IR— R
T — 5z + 3.
fa est surjective car : Yy € R,3x € R/bzx +3 =y — = = 22 c IR.

5
2.2.4. 2) L’injection.

DEFINITION 2.6. Quand on a deux éléments dictincts de E correspondent pas fa
deux image différentes de F', f est dite application injective, on a alors :

(fest injective) & (Vai,29 € B, 21 # 22 = f(21) # f(22)),
ou
(fest injective) < (Vxi,29 € E, f(21) = f(x2) = 71 = x9).
EXEMPLE 2.7. Les applications suivantes sont-elles injerctive ?

(1) f1 :IN — IN
n — 4n + 2.
fi est injective car Nny,ng € IN, f(x1) = f(z2) = 4n1 +2 =4y +2 = 4n; =
dng = N1 = no.
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Injection Surjection Bijection

X — ¥ X —— Y X —— Y

2) fo: R+ R
T +— 5x + 3.
fa est injective car Nxi,x9 € IR, f(x1) = f(x2) = bx1 +3 = 5o+ 3 = by =
5Ty = X1 = To.

2.2.5. 3) La bijection. f est une application bijective si elle injective et surjective,
c’est a dire tout élément de F' est I'image d’un unique élément de E, f est bijective si
et seulement si :

(Vy € F),(3lz € E), (f(z) =y). (3!signifie unique)
EXEMPLE 2.8. (1) f1 nest pas bijective car elle n’est pas surjective.
(2) fa est bijective.

ReEMARQUE 2.9, Lorsque une application f est bijective cela veut dire que [’appli-
cation inverse f~1 ewiste. f~1 est aussi bijective de F sur E et (f~1)~! = f.

EXEMPLE 2.10. fy est bijective et sa bijection est définie par :
P IR— R
y—3
Y — —.

5

2.2.6. 4) La composition d’application. Soient E, F, G des ensembles et deux appli-
cations f, g telles que
fiE—F g:F+—G
v— f(z)=y ,yr—gy) =2
On définit 'application
gof:E+— G
r+——go f(x) =z
PROPOSITION 2.11. (1) Si f et g sont injectives = g o f est injective.
(2) Si f et g sont surjectives = go f est surjective.
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PREUVE. (1) Supposons que f et g sont injectives, montrons que g o f est
mjective :
Vo, 29 € E,go f(x1) = go f(x2) puisque g est injective on aura :

9(f(z1)) = g(f(22)) = f(21) = f(2)

puisque f est injective ainsi :

go f(z1) =go f(z2) = z1 = 1,
go f est injective.

(2) Supposons que f et g sont surjectives c’est a dire f(E) = F,g(F) = G, mon-
trons que g o f est surjective :

go f(E) =g(f(E)) =g(F) =G

d’apres la surjectivitée de f,g d’ou le résultat.

1l s’ensuit que la composée de deux bijection et une bijection.
En particulier, la composition de f : E —— F et sa réciproqgue f~' : F —— E est
Uapplication indentitée Idp, f~Yo f = Idg, fo f~!) = Idp.

2.2.7. ¢) Propriétés des applications. Soit f : EF +—— F on a :
(1) AC B= f(A) C f(B).
(2) f(AUB) = f(A) U f(B).
(3) fF(ANB) C f(A)N f(B).
PREUVE. (1) Soity € f

y=f(x) e f(B) dou f
(2) Soit

) alors 3z € A/f(x) =y, or AC B =z € B donc

(A
(4) C f(B).

ye€ f(AUB) & Jxe€ AUB/f(x) =

& dreA/f(r)=yVv33x e B/f(x)=
& yef(Avyef(B)

& ye [(AUf(B),

: ainsi f(AUB) = f(A)U f(B).

oit

y € f(ANB) dJre AnNB/f(x) =
dre A/f(x) =yATJx e B/f(x) =
ye f(A) Ay e [(B)

y € [(A)Nf(B),

R

ainsi f(AN B) C f(A)N f(B).
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EXEMPLE 2.13. f(z) = 2% A=[-1,0], B=10,1], AnB = {0}, f(A) = [0,1], f(B) =
[0,1],
fLA N f(B) =10,1], f(AnB) = f({0}) = {0} # [0,1] = f(A) N f(B).
Légalité :f(AN B) = f(A)N f(B) est vérifiée lorsque [ est injective.
ProprosITION 2.14. Soit f: E+— F,g: F+— G on a :
(1) go f est injective, alors f est injective.
(2) go f est surjective, alors g est surjective.
(3) go f est bijective, alors f est injective et g est surjective.
PREUVE. (1) Soit z1,29 € E/f(x1) = f(22), alors g(f(z1)) = g(f(x2)) comme
go f est injective ainsi x1 = xo d’ou f est injective.
(2) Ona f(E) C F = go f(E) C g(F) C G, puisque g o f est surjective , alors
go f(E) =G, ainst G C g(F) d’ou G = g(F), g est surjective

3. Relations Binaires dans un ensemble

DEFINITION 3.1. Soient x € E,y € F une relation R entre x et y est une corres-
pondance entre x et y. Le couple (x,y) vérifie la relation R, on note xRy, si E = F
la relation est dite binaire.

EXEMPLE 3.2. (1) Va,y € IN, 2Ry < x dévise y, R est une relation binaire.
(2) Vx,y € R, 2Ry < x > y.
(3) ACE,BC FARB < AC B.

3.1. Propriétés des relations binaires. Soient R une relation binaire dans I’en-
semble F et z,y,z € E, on dit que R est une relation

(1) Réflexive : (Vx € E), (zRx).

(2) Symétrique : (Vo € E), (Vy € E), (xRy = yRx).

(3) Antisymétrique :((Vz € E), (Vy € E), ((zRy) A (yRx)) = (x =vy)).
(4) Transitive :(Vz,y,z € E), ((zRy) A (yRz)) = (xRz).

DEFINITION 3.3. Une relation est dite relation déquivalence si elle est réflerive,
symétrique et transitive.

DEFINITION 3.4. Une relation est dite relation d’ordre si elle est réflexive, antisy-
métrique et transitive.

EXEMPLE 3.5. (1) Vz,y € IN,2Ry < = = y est une relation d’équivalence.
(2) ACE,BCF,ARB < A C B est une relation d’ordre, en effet :
(a) VAC E,AC A< R est réflexive.
(b) VA,Be€ E,(ACB)AN(BCA)) = A= B <R est antisymétrique.
(¢c) VA,B,Ce E,(ACB)AN(BCC(C))=ACC<&R est transitive.
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(3) Vz,y € IR, xRy & = <y, est une relation d’ordre.

DEFINITION 3.6. une relation d’ordre dans un ensemble E est dite d’ordre total si
deux éléments quelconques de E sont comparables , Vx,y € E, on a xRy ou yRu.
Une relation d’ordre est dite d’ordre partiel si elle n’est pas d’ordre total.

EXEMPLE 3.7. - Vr,y € IR, 2Ry & x <y, est une relation d’ordre total.
(1) R est réflexive : Vo € IR,z < z < zRx.

(2) R est antisymétrique : Vr,y € IR, (zRy) A (yRz)) < (x < y)A(y < z)) =
r=y.

(3) R est transitive : V,y,z € IR, ((zRy) A (yRz)) & ((x <y)A(y < 2)) <
y<z=>zr<z& Rz

(4) R est une relation d’ordre total car Vr,y € IR,z <ouy < z.

~ Soient (z,y), (2, y) € IR (z,y)R(z',y) & (v < 2') A (y <) est une relation
d’ordre partiel, en effet : 3(1,2),(3,0) € IR?, et (1,2) n'est pas en relation avec
(3,0), et (3,0) nest pas en relation avec (1,2) .

3.2. Classe d’équivalence. Soit R une relation d’équivalence, on appelle classe
déquivalence d'un élément x € E 'ensemble des éléments y € F qui sont en relation
R avec x on note (', ou

T=0C,=1={y € E/zRy}

DEFINITION 3.8. L’ensemble des classes d’équivalence d’éléments de E est appelée
ensemble quotient de E par R, il est noté Eg,

Eg ={z/x € £}
EXEMPLE 3.9. Vo,y € IR, 2Ry < 2> —x = y* —y, R est une relation d’équivalence
car :
(1) Ve e R,2> —z =12 — 2 & 2Rx & R est reflévive.
(2) Vo,y € R, 2Ry & 2?—x =y*—y & y*—y = 2°—1 & yRa, R est symétrique.

B)Vz,y,ze R, 2Ry e >~z =y —yANy  —y=2 -z’ —ov=2"-2&
2Rz, R est transitive.

Cherchons les classes d’équivalence suivantes : Cy,1,2,C\1.
2

1
2

(1) Co ={y € E/0Ry},0Ry & y* —y =0, ainsi Cy = {0,1}.
(2)
(3)
(4)

T:{yEE/lRy}y —y=1-1=0, ainsi 1 = {0,1}.
2={yc E)2Ry},y* —y =2, ainsi 2 = {—1,2}.
C

4 ={ye E/iRy},y*  —y=1-1=—-1, ainsz‘C’%:{%}.

1
2
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4. Exercices Corrigés

EXERCICE 7. On considére les ensembles suivants :
A=1{1,2,5}, B={{1,2},5},C = {{1,2,5}},D = {0,1,2,5},
E={512}F={{1,2},{5}},G={{1,2},{5},5}, H = {5, {1}, {2} }.

(1) Quelles sont les relations d’égalité ou d’inclusion qui ezistent entre ces en-
sembles ?

(2) Déterminer ANB,GUH,FE — Q.
(3) Quel est le complémentaire de A dans D.

SOLUTION . (1) On remarque A= FE,AC D,EC D,BCG,FCQG.
(2) ANB = {5},GUH = {5, {1}, {2}, {L.2}. (5}}. E — G = {12},
(3) Cp = {0}.

EXERCICE 8. Etant donné A, B et C trois parties d’un ensemble FE,
a) Montrer que :

(1) (ANB)UB®= AU B

(2) (A—B)—C=A—-(BUC).

B3) A—(BNC)=(A-B)U(A-0C).
b) Simplifier :

(1) (AuB)N(CUA).
(2) (AN B)U(C N A).

SOLUTION . a) Montrons que :
(1) (AnB)UB®= AU B".
Soitx € (ANB)UB*<xec (ANB)Vzxe B,
re€(ANB)UB® & (x€ ANzxeB)V(x¢ B)
& (reAva ¢ B)AN(x € BV ¢ B)
& re(AUBY) ANz € (BUBY)
& e (AUBY)NE
& rxe AUB-
Car E = B°UDB et AU B est un sous ensemble se E.
(2) (A—B)—-C=A—(BUC). Soitze (A—B)—C ona:
r€(A-B)—C & (r€eANz ¢ B)N(x¢C)
re€AN(x ¢ BANx ¢ C)
re€AN(xeBNC
re ANz ¢ (BUC)Lois Morgan
reA—(BUCQC).

te ¢
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(3) A—(BNC)=(A-—B)U(A-C).
re€A—(BNC) & (x€AN(z ¢ BAx¢O)
(xe ANz g B)AN(z e Ana ¢ C)
re(A-—B)Ax e (A-C)
re€(A-B)N(A-0).

t ¢

b) Simplifions

(1) (AUB)N(C U A).

(AUB)N(CUA) = (ANB)N(CNA)
= (ANA)N(BNCO)
= 0N(BNC)

— 0.
(2) (ANB)U(CNA)

(ANB)U(CNA) = (AUB)U(CUA)
= (AUA)U(BUC)
= EU(BUOQO)

= F.

EXERCICE 9. Soient E =0,1], F = [-1,1], et G = [0, 2] trois intervalles de IR.
Considérons application f de E dans G définie par :

flz) =2—u,
et application g de F' dans G définie par :
glz) =2"+1
(1) Déterminer f({1/2}), f~1({0}), 9([=1,1]),97"(0,2)).
(2) L’application f est-elle bijective ? justifier.
(3) L’application g est-elle bijective ? justifier.

SorutioN. (1) (a) f({1/2}) = {f(2) € [0,2]/x = 1/2},
f(1/2) =3/2 €10,2], alors :

F{1/2}) = {3/2}.

(b) f71({0}) ={x € [-1,1]/f(2) = 0}.
Onaf(z)=2—2x=0=>2=2¢[-1,1], alors :

f7H{0}) = 0.
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(c) g([-1,1]) = {g(z) € [0,2]/x € [-1,1]}, on a = € [-1,0]U]0, 1].
z € [—1,0] —1<z<0
0<az?<1
1<z?+1<2
g(x) € [1,2] C[0,2]

LU

d’ot g([—1,0]) = [1,2]

r€l0,1] = 0<z<1
= 0<2?<1
= l<a2?+1<2
= g(z) €]1,2] C [0,2]
d’ou (10,1]) =]1,2], g([-1,1]) = [1,2].

) [
(@) g7(0,2) = {x € [~1,1]/g(x) € [0,2]}, on a

= (—-1<2°<0)v(0<2*<])
Uingalité (—1 < x? < 0) n’a pas de solutions.
0<2’<1e0<|z|<le-1<r< 1
Ainsi
g 1([0,2)) =0U[-1,1] = [-1,1].

(2) Comme f~1({0}) =0 c’est a dire I’élément 0 € [0, 2] n’admet pas d’antécédent
par f dans [—1,1] donc f n’est pas surjetive et par suite n’est pas bijective.

(3) L’application g est paire donc g(—1) = g(1) or —1 # 1 donc g n'est pas

injective d’ot g ne peut étre bijective, aussi on remarque que g([—1,1]) =
[1,2] #[0,2] donc g n'est pas surjecive, alors n’est pas aussi bijective.

EXERCICE 10. On définit sur IR? la relation R par :
(z,y)R(y) v +y=a'+y
(1) Montrer que R une relation d’équivalence.

(2) Trouver la classe d’équivalence du couple (0,0).

SOLUTION . R est une classe d’équivalence si et seulement si elle est réfléxive et
symétrique et transitive.

(1) a) R est réfléxive si et seulement si¥V(z,y) € IR?, (xz,y)R(z,y)

(z,y)R(z,y) & r+y=2+y.
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D’ou R est réfiérive.
b) R est symétrique si et seulement si

V(z,y), (2, y) € R?, (z,y)R(z,y) = (¢, y')YR(z,y)

(z,)R(Y) = v+y=2"+y
= 4y =x+y
= (v )R(z,y)

D’ou R est symétique.
c) R est transitive si et seulement si

V(x,y), (@, y), (27, y") € R?, (z,y)R(z',y') A (2, ¢ )R(2”,y") = (z,y)R(z”,y")

r+y=a+y
(@ )R Y) A @Y )RE"Y) = { A
x/ + y/ — x?? + y”
= $+y:x77+y77
= (2, 9)R(z",y")
D’ot R est transitive, Ainsi R est une relation d’équivalence.
(2) Trouvons la classe d’équivalence du couple (0,0).
C((0,0)) = {(z,y) € R*/(z,y)R(0,0)}
= {(z,y) e R*/z+y =0}
= {(z,y) e R*/y = —a}
EXERCICE 11. On définit sur IR* la relation T par
(@, )T (o) &z -2 <y —y
(1) Vérfier que T est une relation d’ordre. Cet ordre est-il total ?
(2) Soit (a,b) € IR?, représenter l'ensemble {x,y) € IR?/(z,y)T(a,b)}.
SOLUTION . T est une relation d’ordre si et seulement si elle est réfléxive et anti-
symétrique et transitive.

(1) a) R est réfléxive si et seulement si¥V(z,y) € IR?, (z,y)R(z,y)

(z,y)R(z,y) & |lr—z|<y—y=0<0.

D’ou T est réfléxive.
b) T est anti-symétrique si et seulement si

V(z,y), (2, y) € R?, ((z,y)T(«', ) A (2,9 )T (2, y)) = (z,y) = (2,9
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lz—2'| <y —vy
(z, )T, y) N ()T (z,y) = et
o' —z| <y—y

2z — 2| <0
|z —2'| =0
r=2a

Y —y>0Ay—y >0
Y —y>0Ay —y<0
y—y=0=>y=yv.

P4l

Y

Dot (z,y) = (2',y), alors T' est anti-symétique.
c) T est transitive si et seulement si

V(z,y), (@), (@",y") € R? ((z,y)T(«",y)) A (@', 9T (2", y)) = (x,9)T (2", y")

lz—2| <y —y

(z,9)T(«",y )N (", y)T(2”,y") = et

‘x/ _x”l S y77 _y/
—yty<r—a' <y -y
= et
_y” + y/ g a,/,/ _ x’? S y77 _ y/
= —y”—l—yél’/—x”gy”—y
j ‘x_‘r77|§y77_y
= (2,y)T(",y")
D’ou T est transitive, alors c’est un relation d’ordre.
L’ordre n’est pas total car I(xz,y) = (2,3) et (',y") = (4,3) tels que si on
suppose que (x,y)T(z',y') = |2 — 4] <0 ce qui absurde.
De plus (z',y")T(x,y) = |4 — 2| <0 fauz.
Soit (a,b) € IR?, déterminons Uensemble {x,y) € IR?/(x,y)T(a,b)}.

(,9)T(a,0) & |z —af<b—y
s (z—a)?—(y—0)*<0
& [(z—a)+y—-bll(r—a)—(y-0]<0
& [(x—aty—0)>0A(x—a)—(y—1b) <0
V [(x—a+y—0) <0A(z—a)—(y—>) >0
on pose :

D,, : le demi-plan fermé d’équations (x —y — a +b) > 0.
D,, : le demi-plan ouvert d’équations (x +y —a —0b) < 0.
D,, : le demi-plan ouvert d’équations (x —y —a+b) < 0.
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D,, : le demi-plan fermé d’équations (x +y — a —b) > 0.
D’ou
(a,b) ={z,y) € IRQ/(xa y)T(a,b)} = (Dm n Dpz) U (Dps n Dp4)
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CHAPITRE 4

Structures Algébriques avec Exercices Corrigés

1. Lois De Composition Internes

DEFINITION 1.1. Soit G un ensemble, on appelle loi interne sur G toute application
de G x G dans G, on note souvent une loi interne par x ou 0.

EXEMPLE 1.2. (1) L’addition est une loi interne sur IR
+ RxR— 1R
(a,b) — a +b.
(2) L’application
1 1
R—{5}— R-{5}
(a,b) — a+b— 2ab
est une loi interne dans IR — {3}, en effet : Va,b € IR — {1}, montrons que
a+b—2abe IR — {%} plus précisement il faut prouver que a+b— 2ab # % car

il est évident que a + b — 2ab € R, on va raisonner par [’absurde on suppose

que a—l—b—?ab:%, sachant quea;«é%, etb;&% :

—_

1 1 1 1
a+b—2ab=-=a(1-20)+(b—=)=0=(z—-b(2a—-1)=0=>a=-Vb=—
2 2 2 2 2
contradiction, alors ce qu’on a supposé est faux c’est a dire a + b — 2ab # %,
d'otaxb € IR — {3}, % est une loi interne.
DEFINITION 1.3. Soit G un ensemble et x une loi interne.
(1) * est dite commutative si et seulement si :
Ve,ye G,xxy =y *x.
(2)  est dite associative si et seulement si :
Ve, y,z € Gixx (yxz) = (xxy) x 2.
(3) * admet un élement neutre si et seulement si :

dee G,Vx e G,z xe=exx =1x.

(4) Soit x € G on dit qu’un élément ' € G est Uélement symétrique ou
inverse de x si et seulement si xxx' = ' xx = e, ou e € G est l’élément
neutre.
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2. Groupes

DEFINITION 2.1. On appelle groupe un ensemble G muni d’une loi ou opération
ineterne x telle que :

(1) * admet un élément neutre.
(2) Tout élément de G admet un élément symétrique dans G.
(3) * est associative.

Si de plus x est commutatif, alors (G,*) est un groupe commutatif ou abélien.

EXEMPLE 2.2. (1) (Z,+) est un groupe commutatif.
(2) (IR, x) n’est pas un groupe car 0 n’admet pas d’élément symétrique.

(3) (IR%, x) est un groupe commutatif.

3. Anneaux

DEFINITION 3.1. Soit A un ensemble muni de deux lois de composition internes
*,0, on dit que (A, *,9) est un anneau i :

(1) (A, *) est un groupe commutatif.
(2) Va,y,z € A,
2o(y * 2) = (xdy) * (xdz) et (x xy)dz = (x02) » (yd2),
distributivité a gauche et a droite.
(3) & est associative .

Si de plus 0 est commutative, on dit que (A, *,9) est un anneau commautatif.
Si § admet un élément neutre, on dit que (A, *,0) est un anneau unitaire.

EXEMPLE 3.2. (Z,+,-) est un anneau commutatif et unitaire.

4. Corps

DEFINITION 4.1. Soit IK un ensemble munie de deuz lois de composition internes
*,0, on dit que (IK, %,9) est un corps si :

(1) (IK,,9) est un anneau unitaire.
(2) (IK —{e},0) est un groupe , ot e est l’élément neutre de *.

Si de plus 0 est commutative, On dit que (IK,x,d) est un corps commutatif.

ExXEMPLE 4.2. (IR, 4+, ) est un corps commutatif.
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5. Exercices Corrigés

EXERCICE 12. Soit x une loi définie sur IR par :
wry=xy+ (2 = 1)(y° — 1)

(1) Vérifier que * est commutative, non associative et admet un élément neutre.

(2) Résoudre les équations suivantes : 2xy =5z xx = 1.

SOLUTION . (1) % est commutative si et seulement i :
Ve,y € R/xxy =y x* .

rxy=ay+ @ D=1 =yr+ (- 1) (2> 1) =y .
Car le produit et la somme sont commutatives.

(2) * est non associative, on suppose que c’est associative c’est a dire :

Vo, y,z € R, (wxy) vz =xx(y*2).

(xxy)*xz = [py+(@* =12 —1)]*z

(zy + (2 = (" = 1))z + (2> = )([zy + (2° = (" = D’ = 1)

= ayz+ (@ = D(° = Dz + (2° = Day® +2(2° = 1)(«® = D (y* = 1)(2y)
+ (2 =D =1 = 1) = (2= 1)...(1)

*(yxz) = iv*[y2+(2 1)(z% = 1)]
= z(yz+ (-1 -1)+ (@ - D(yz+ P - 1) -1 = 1)
= ayz+a(y’ -1 - 1)+ (2% - D" + 22 = 1) (y° — (2> = 1)(y2)
b @) - 1P -1 = (@ = 1)..(2)

contradiction (1) # (2) d’ou * n’est pas associative

(3) * admet un élément neutre si et seulement si
decR,Vx e R/zxe=exx=ux.
On prend juste une seule équation car la loi est commutative.
VrelR, zxe = =x
Ve e R, ze + (2 —1)(e* = 1) = =z
VeeR, (e—1)(z+ (2> —-1)(e+1) = 0
Alors on a
e—1=0
V
Ve R,z + (e+ 1)z —(e+1)=0

On sait qu’un polyndéme est nul Yx si tous ses coefficients sont tous nuls, et
comme le coefficient de x est 1 # 0 on déduit que le polyndome ne peut s’annuler,
d’ot e =1 est vraite. e =1 est I’élément neutre.

(4) 2xy=5=2y+3(1*—1)=5=y=4/3Vy=—2.
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B)rxr=1=22+2>-12=0=2=02==+1.
EXERCICE 13. On définit sur G = IR"* x IR loi interne x comme suit :
V(z,y), («',y) € G, (z,y) * (2,y) = (w2’ 2y + y)
Montrons que (G, *) est un groupe non commutatif.
SOLUTION . (G, x*) est un groupe si et seulement si
xest associative

xadmet un élément neutre
Tout élément de E admet un tnverse dansE

(1) * est associative si et seulement si

V(z,y), (" y), (27, y") € G, /[(w,y) = (&', )] = (27, y7) = (z,y) « [(«,y) * (27,57)]?

[(z,y) * (&, y)] = (2", y") = (x2',2y" +y)* (2", y")
= (x2'2”, 22"y’ + 2y +y).....(1),

(z,y) * [(2,y) * (2",y")] = (z,y)* (@2, 2"y" +y)

/.9

= (z2'2”,z2'y" +xy +y).....(2).

(1) = (2) d’ou le résultat.

(2) (e,€') € G est un élément neutre de G si et seulement si

V(z,y) € G, (z,y)  (e,€) = (e, €)  (z,y) = (z,9)

z,y) (ve,ze’ +y) = (2,9)
= { (ex,ey +e€') = (z,y)

re=ux
/ .
N re +y=y
er =x
ey+e =y
N e=1€R*, z#0
¢ =0¢€¢lR,

ainsi (e,e') = (1,0) € G est [’élément neutre.
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2 y') € Gf(z,y) * (2,
Y

=

¥=1/ze€lR", x#0
Yy =—y/relR, x#0

) = (1/z,—y/x) € G, alors (G, *)

=

y
xac’zl
zy' +y=0

ainsi le symétrique de (x,y) € G est (2

est un groupe.

(4) * est non commutatif si et seulement si
I(w,y) = (2,0) € G, 3", ¢) = (1L,1) € G (,y) * (2, ) # (', ¢) * (2, y).
{ (2,0) % (1,1) = (2,2) ...(1)
(1,1) % (2,0) = (2,1) ...(2)
)

on remarque que (1) # (2), alors (G, *) est un groupe non commutatif.

EXERCICE 14. On définit sur Z* les deux lois @, ® comme suit :
V(z,y), (¢",y) € R? (z,y) @ (¢',y) = (v + 2",y +¢),

V(z,y), (2, y) € R?, (z,y) © (2/,y) = (z2/, 2y + y2').

Montrer que (Z?,®,®) est anneau commutatif.

SOLUTION . (Z?,®,®) est anneau commutatif si et seulement si :
(Z2,®) est un groupe abélien
® est associative et distributive par rapport a loi & .
® est une loi commutatif

(1) (Z*, @) est un groupe abélien :

a: @ est commutative :

V(z,y), (2',y) € IR?,
(z,y)® (2", y) = (e + 2" y+y) = (2" +2,0 +y) = (@, y) ® (z,9).
b: @ est associative :
V(z,y), (2, y), (2",y") € IR?,
(z,y)® (", y)] @ (@, y")=(x+2,y+y) (", y)=(r+2"+2",y+y +y")...(1)

() & [ 9) & (2 07)] = (2.9) & (& 4 2y +47) = (22 -2y 1o/ +97).(2)
(1) = (2) d’ot le résultat.
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c: Il existe e = (ey,e3) € Z? tel que :

(61762) ©® (.I,y) = (xay) @ (61’ 62) = (xay)

Puisque @est commutative on traite une seul équation :

(7,y) ® (e1,e2) = (v,y) = (v +e1,y +e2) = (7,9)

yt+e =y eg = 0
neutre de @.

Alors { rre= T { e= 0 e = (0,0) € Z* est l’élément

d: Chaque élément de Z* possede un élément symétrique dans Z*, N(z,y) €
72,32, y) € Z* -
(z,y) & (", ¢) = (0,0), («", ) & (z,y) = (0,0),
il suffit de prendre ¥’ = —x,y' = —y ainsi (—x,—y) € Z* est I’élément
symétrique de (x,y) € Z>.
Sachant a,b,c,d (Z*, ®) est un groupe commutatif.

(2) — ® est associative : ¥(z,y), (', y), (x7,y") € IR?,

[z, y)o (' Yo, y") = (za', 2y +ya")O(27, y") = (za'a”, z2'y” +ay'a” +ya'z”)...(1)

(z, )o@, y)o(@”, y")] = (z,y)o(@'s”, 2y +y'z”) = (za's”, z2'y" +aa”y +ya'z”)...(2)
(1) = ( ) d’ou le résultat.

— © distributive par rapport & ® : ¥(z,y), (2',y), (z7,y") € IR?,

(z,9) © [(«",y) @ (27, y")]
[(z,y) & (2",y)] © (27, )=
Montrons que :
(z,y) © [(2",y) & (27, y")]
Ona:
(z,y) © (2" y) @ (2", y")] = (z,y) © [2" + 2",y +y7]
Ainsi

(x’y) @ [(I/’y/) @ (:L‘”,y”)jl — (:L‘a,;/ _‘_xl,??’l,y/ _|_l,y77 +yl‘/ +yx77)(3)

= [(z,y) © (¢, )] @ [(z,y) © (27, "],
[(z,y) © (2", y")] @ [(2',y) © (27, y7)).

[(z,y) © (2", y)] @ [(z,y) © (27, y"],

[(z,y) © (" y)] @ [(2,y) © (27, y"] = (za’, 2y’ + ya') @ (x2”, 2y” + ya”).
De plus
[(z,y) ® (2", y)] & [(z,y) © (27,y] = (2’ + z2”, 2y’ + yx' + 2y’ +yx”)...(4)
d’ou (3) = (4).

Montrons que :

[(z,9) ® («",y)] © (2”,y") = [(z,y) © (@, y")] (2", ¢) © (27, y7)].
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Ona :
[(z,m)e(’, y)]o(”,y") = (a+a’,y+y) 02", y") = (22" +a'z, zy” +a'y" +yz” +y'z”)...(5)
[(z,y) © (27,y")] & [(93'7@/)®( ny0)) = (wa” xy” +yI )& (227, 2"y +y'a”),
(0.0)® 9] & (@) O @) = (@ 4 227,27 + 42" 4 2" +/2%)..()
dOU( ) = (6).
(3) ® est commutatif : ¥(z,y), (z',y') € IR?,
(z,y) © (2, y) = (z2’, 2y’ + ya')...(7)

(2, 9) © (2, y) = (@'z, 2"y +y'z) = (22, 2y’ + ya')..(8) = (7)
d’ou le résultat.






CHAPITRE 5

Notion de IK— Espaces vectoriels(IK étant un Corps
Commutatif) avec Exercices Corrigés

1. Espace vectoriel et sous espace vectoriel

Soit IK un corps commutatif (généralement c’est IR ou C) et soit £ un ensemble
non vide muni d’une opération interne notée (+) :

(—I—):EXE—>E

(z,y) =z +y
et d’une opération externe notée (-) :
():IKxE—E
Nzx)—= Az
DEFINITION 1.1. Un espace vectoriel sur le corps IK ou un IK— espace vectoriel
est un triplet (E,+,-) tel que :
(1) (E,+) est un groupe commutatif.
)V e K, Vr,ye EEX-(z+y) =X+ Ay
BYVNpelK,Vee E,(A+u) - x=X-x+pu-x
(4) Vi pelK,Ve e E;(A-pu) -z = ANup.x)
G)VeeE ljx-z=x

Les éléments de 'espace vectoriel sont appelés des vecteurs et ceux de IK des sca-
laires.

ProprosiTIiON 1.2. Si E est IK— espace vectoriel, alors on a les propriétés sui-

vantes :
(1) Vx € E,01 -2 = 0p
Vel -1 -v=—x
(B3) VA e IK, A0 =0g
Q) VA NeIKVe,ye ELX-(z—y)=A-x— Ay
G)VAeIK, Ve Ex- A=0p e 2=0V =0

EXEMPLE 1.3. (1) (IR, +,.) est un IR— espace vectoriel, (C,+,.) est un C—e.v.
43



84 NOTION DE IK— ESPACES VECTORIELS(IK ETANT UN CORPS COMMUTATIF) AVEC EXERCICES CORRIGES

(2) Si on considere IR® muni des deus opérations suivante
(+): R?* x IR = IR?, (.):IR x R* — IR?
((I‘, y)7 (I/7 y/)) - ($ + x/7y + y/)7 <)\7 (l’, y)) - <>\ © L, A y)
on peut facilement montrer que (IR2, +,-) est un R—e.v.

DEFINITION 1.4. Soit (E,+,-) un IK— espace vectoriel et soit F' un sous ensemble
non vide de E, on dit que F' est sous espace vectoriel si (F,+,-) est aussi un IK— espace
vectoriel.

Lorsque (F,+, ) est IK— sous espace vectoriel de (E,+,-), alors
Op € F.
Si0g ¢ F alors (F,+,-) ne peut pas étre un IK— sous espace vectoriel de (E,+,-).

THEOREME 1.6. Soit (E,+,-) un IK— espace vectoriel et F C E,F non vide on
a les équivalences suivantes :

(1) F est un sous espace vectoriel de E.
(2) F est stable par l'addition et par la multiplication c’est a dire :
Ve,ye FYAelK,x+y € F, Az € F.

(3) Ve,ye VA pe IK Az +py € F, dou :

F#0,

Festseve { Ve,ye FEVY\uelK, Az+pyeF

(4) Ve,y e EVYA, pe IK Az +py € F, d'ou :

O € F,

Festseve { Ve,ye FEVY\uelK, Az+pyeF

EXEMPLE 1.7. (1) {Og}, E sont des sous espace vectoriel de E.

(2) F ={(z,y) € R*/x +y =0} est un sous espace vectoriel car;
05 =0p:=(0,0)€ F= F#0.
~V(x,y), (2,y) € F,\, u € IR montrons que X(z,y) + u(z',y)€'F ; c’est
a dire (A + px', \y + py')€'F
Az + pa’ + Xy + py' = Mr+y) + p(@’ +y) = A0+ 1.0 =0,
car (x,y) e F=x+y=0,et(2),y) e F =2 +y =0.
Ainsi Mz, y) + p(z',y') € F, F est sous espace vectoriel de IR>.
B) F={(z+y+2z2—y,2)/1y,2 € IR} est un s.e.v de IR*, en effet,
- O3 = (0,0,0) € F car (0,0,0) = (0+0+0,0 - 0,0) = F # 0.

-~ VXY € F )\ 1 € IR montrons que AX + Y E'F; on a :
XceFeIry)eR/X=(@+ty+z,0—1y2),
YeFe3,y )eRY =@ +y +2,2 —vy,7),

AX 4+ uY = Az + My + Az, e — My, \2) + (pa’ + py' + p2', px’ — py', p2')
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AX + Y = ((Ar + pa’) + Oy + py') + Az + p2'), A+ pa’) — Wy + py'), Az + pz)
d’ow x" = M+ px’ € R,y = Ay +py' € IR, 32" = A2+ pu2’ € IR,
ainsi

A X + HY — (ZL“H + y// + ZH,:L‘” _ y",z”) cF

THEOREME 1.8. L’intersection d’une famille non vide de s.e.v est un sous espace
vectoriel.

La réunion de deux s.e.v n’est pas forcément un s.e.v.
ExeEMPLE 1.10. B} = {(2,0) € IR?}, B, = {(0,y) € IR?}, B, U Eyn'est un s.e.v car
U, = (1,0),U2 = (O, 1) e By etUi+U; = (1, 1) ¢ ELUE,, car (1, 1) Q_f El/\(l, 1) ¢ Es.
2. Somme de deux sous espaces vectoriels

Soit Fy, Fy deux sous espaces vectoriels d'un IK—e.v E, on appelle somme de deux
espaces vectoriels, F; et Ey et on note £y + Fy 'ensemble suivant :

E1+E22{UEE/E|U1 S El’HUQ € EQ/U:U1+U2}

PROPOSITION 2.1. La somme de deux s.e.v de Ey et Ey (d’un méme IK-e.v) est
un s.e.v de E contenant E1 U Ey,i.e., By U Ey C By + Es.

3. Somme directe de deux sous espaces vectoriels

On dira que la somme FE; + E, est directe si VU = U; + U,, il existe un unique
vecteur Uy € Ej, un unique vecteur Uy € Ey, U = U + Us, on note Ey P Es.

THEOREME 3.1. Soit Ey, Ey deux s.e.v d’un méme IK—e.v E la somme E; + Es
est directe si By N Ey = {0p}.

3.1. Sous espace supplémentaires. Soient F; et F, deux s.e.v d'un méme
IK—e.v E, on dit que E; et E; sont supplémentaires si £y @ Fy = E

EXEMPLE 3.2. Fy = {(2,0) € IR*}, By = {(0,y) € R*}, E\@ E, = IR?, E, et E,

sont supplémentaires.

4. Familles génératrices, familles libres et bases
Dans la suite, on désignera 'espace vectoriel (E, +,-) par E.

DEFINITIONS 4.1. Soit E un e.v et ey, es..., e, des éléments de F,

(1) On dit que {e1, e3..., e, } sont libres ou linéairement independents, siVA1, Aa, ..., A, €

IK:
Aer + Ages 4+ .+ e, = 0= A = Ay = ... = A\, =0, solution unique.
Dans le cas contraire, on dit qu’ils sont liés.

(2) On dit que {eq,es...,e,} est une famille génératrice de E, ou que E est engen-
dré par {e1, es....,e,} siVr € E, 3N, A, ..., A, € IK/

T = )\161 + )\262 + ...+ /\nen.
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(3) Si {e1,eq...,e,} est une famille libre et génératrice de E, alors {e1,es...,en}
est appelée une base de E.

Dans un espace vectoriel E, tout vecteur non nul est libre.

THEOREME 4.3. Si {e,ea...,e,} et {€],ey...,€, } sont deus bases de 'espace vec-
toriel E, alors n = m. En d’autre termes, si un espace vectoriel admet une base alors
toutes les bases de E ont le méme nombre d’éléments (ou méme cardinal), ce nombre
la ne dépend pas de la base mais il dépend seulement de 'espace E. D’ou la définition
suvante.

DEFINITION 4.4. Soit E un IK— espace vectoriel de base B = {ey, ey...,e,}, alors
dim(E) = Card(B).
ot dim(E) : est la dimension de E et Card(B) : est le cardinal de B.
donc chercher une base pour un espace vectoriel c’est trouver une

famille de vecteurs dans E, qui forment un famille libre et génératrice de E, le nombre
d’éléments de cette famille représente dimkFE.

EXEMPLE 4.6. (1) Cherchons une base de IR®, il faut trouver une famille de
vecteurs dans IR® qui engendre IR® et qui soit libre :

V(z,y,2) € IR, (z,y,2) = (2,0,0)4(0,y,0)+(0,0, 2) = 2(1,0,0)+y(0,1,0)4+2(0,0, 1).

En posant, ey = (1,0,0),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1) on voit bien que {e1, €2, €3}
est une famille génératrice, et aussi libre en effet; si VA1, Ao, A3 € IK :

/\1€1+)\262+/\3€3 = (0, 0, 0) = )\1(1, 0, 0)+>\2<O, ]_, 0)+/\3(0, O, 1) = ()\1, )\2, /\3) = (O, 0, 0)
{e1,eq,e3} est appelée base canonique de IR®.

(2) Montrons que les fi = (1,—1), fo = (1,1) il forment une base de IR*, montrons
que

(a) {f1, f2} est génératrice < V(x,y) € IR%, I\, A € IR,
(z,y) = M fi+ Xafo, () = (M + Ao, Ao — \y)

amsi

r+y r—vy
= A

2 T
donc { f1, f2} est génératrice.

(b) {f1, fo} est libre YA1, Ay € IR,
)\1f1—|—)\2f2 :OIR,2 = (>\1+)\2,)\2 —)\1) = (0,0) =22 =0= X=X\ =0.

Az

Y

THEOREME 4.7. Soit & un espace vectoriel de dimension n :

(1) Si{e1,e9....,e,} est base de E < {ey,ey...,e,} est génératrice < {e1, es...,e,}
est libre.
(2) Si{ey,es...,e,} sont p vecteur dans E, avec p > n, alors {ey, es...,e,} ne peut

étre libre, de plus si {e1,es...,e,} est génératrice, alors il existe n vecteurs
parmis {ei1, es...,e,} forment une base E.



(3)

(4)
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Si{e1, ea...,ep} sont p vecteur dans E, avec p < n, alors {e1,es...,e,} ne peut
étre génératrice de plus si {e1, ea...,e,} est libre, alors il existe (n — p) vecteur
parmis {€pi1, €pt2, ..., s} dans E tels que {e1, es...,€p, €pi1, ..., €, } est une base
pour E.

Si F' est un sous espace vectoriel de E alors dimF < n, et de plus dimF =
n< E=F.

EXEMPLE 4.8. (1) Dans l’exemple précédent f; = (1,—1), fo» = (2,1) pour

montrer que {f1, fa} forme une base de IR?, il suffit de montrer que {fi, fo}
est soit libre ou génératrice.( cette propriété est vraie dans le cas des espaces
vectoriels de dimensions finies).

Pour montrer que {(1,1,1),(1,1,0), (0,1, —1)} est une base de IR*, il suffit de
montrer qu’elle est libre ou génératrice car dimIR® = 3, {f1, f2} est libre car :
\V/>\1, )\2, )\3 S IR,, )\1(1, 1, 1) + )\2(1, 1, O) + )\3(0, 1, —1) - (0, O, O)

AM+A=0 A =0
= )\1+)\2+)\3:O = )\2:0
A —A3=0 A3 = 0 (solution unique)

done {(1,1,1),(1,1,0),(0,1, —1)} est une base de IR”.

Cherchons une base pour F = {(z +y,x — z,—y — 2)/x,y,z € IR}, comme
F c IR? alors dimF < 3, donc la base de F ne posséde pas plus de trois
vecteur.

(x+y,x—zy—2)=2(1,1,0) +y(1,0,—1) + 2(0, -1, —1)

ainsi v = (1,1,0),v9 = (1,0, —1),v3 = (0,1, —1) forment une famille géné-
ratrice pour F, si cette famille est libre, alors elle formera une base pour F.
VA1, A2, A3 € IR,

)\1(]—7 17 0) + >‘2(]—7 07 _1> + >\3<07 _]-7 _1> - (07 07 0)

)\1+)\2:O
- Ao = —\;
~ )\1—)\3—0 <:>{/\3:)\1

Ay — A3 =0

Donc {(1,1,0),(1,0,—1), (0, =1, —1)} n’est pas libre, mais d’aprés le théoréme
précédent, on peut extraire de cette famille une base de F, pour le faire on
doit chercher deux vecteurs de famille qui sont libres, si on les trouve alors il
forment une base pour F, si on ne trouve pas on prend un vecteur non nul et
ce vecteur sera une base pour F. Prenons par exemple {v1, vy}

M+ =0
)\1(1,1,0)+)\2(1,0,—1):(0,0,0><:> A =0 :>>\1:/\2:O,
—/\2 :0

ainsi {vy,v2} est une base pour F' et dimF = 2
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5. Notion d’Application Linéaire
5.1. Généralités.

DEFINITION 5.1. (1) Soit (E,+,-) et (F,+,-) deuz IK— espaces vectoriels et

soit f une application de E dans F, on dit que f est une application linéaire
si et seulement si :

Vo,y € EVA €K, f(z +y) = f(z) + f(y)etf(A-x) = A- f(z),
ou d’une maniéere équivalente :
Vo,y € EVA p € K, f(Az + py) = M (2) + nf (y)-

(2) Si de plus f est bijective, on dit alors que f est un isomorphisme de E dans
F.

(3) Une application linéaire de (E,+,-) dans (E,+,-) est dite un endomorphisme.

(4) Un isomorphisme de (E,+,-) dans (E,+,-) est aussi appelé un automorphisme
de E dans E.

EXEMPLE 5.2. (1) L’application

fi: R? — R
(z,y) —z—y
est une application linéaire, car : ¥(x,y), (z',y') € IR*, VA, u € IR,
filMz,y) + (@', y) = L(dz + pa’, Ny + py') = Ao+ pa’ — Ay + py)
= fiM@,y) + p(@ ) = Mo —y) + @’ — o) = Milz,y) + phila,y).
(2) L’application
fo: R? — IR?
(x,y,2) — (—x +y,x — 5z,y)
est une application linéaire, car : ¥(z,y,2), (z',y,2') € R* VA, 1 € IR,
fo(M@,y,2) + (@'Y, 2') = fo(Ax + pa’, Ny + py', Az + p2’)
& f2(M,y,2) +p(,y, 7))
A fQ(A(Iv Y, Z) +M(I,7 ?/7 Z/)) = (
& LAz, y, 2) @'y, 2) = A
(3) L’application

(=2 — pa’ + Ay + py', p’ + pa’ = 5Ay —5py’, Ay + py')
—AT+NY, AT =52, Ay) + (—pa’ + py', pa’ —5pz', Ay').
_:L'+ya ZL‘—5Z7 y)+/l(_55/+y,> $,_52/7 y/) = )‘f2 (ZE, Y, Z)—f—[tfg(l‘/, yla Z,)'

fs:IR— 1R
r— —3x
est isomorphisme, en effet, f3 est lineaire car :

Vr,y € IR, YA, 1 € IR, f3(Az + py)

=3 z — 3py = Mfs(x) + ufs(y),

On peut montrer facilement la somme de deuzx applications li-
néaires est une application linéaire, aussi le produit d’une application linéaire par un
scalaire et la composée de deux applications linéaires est une application linéaire.
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PROPOSITION 5.4. Soit f une application linéaire de E dans F.
1.)f(Og) =O0p, 2)VzxeE, f(—z)=—f(x).
PREUVE. On a,
1)f(Og) = f(Or + Op) = f(Or) + f(Or) = f(Og) = OF.
2)f(=x) + f(z) = f(=z + 2) = f(Op) = O = f(—2) = — f(x).
DEFINITION 5.5. Soit f une application linéaire de E dans F.

(1) On appelle image de f et on note Imf ’ensemble défini comme suit
Imf ={y € F/3n e E: f(z) =y} = {f(x)/x € E}.
(2) On appelle noyau de f et on note ker f ’ensemble défini comme suit :
ker f = {a € B/f(x) = Or},
On note parfois ker f, par f~1({0}).

PROPOSITION 5.6. Si f est une application linéaire de E dans F ,alors si dimImf =
n < +o00, alors n est appelé rang de f et on note rg(f).
Imf et ker f sont des sous espaces vectoriels de E.

EXEMPLE 5.7. (1) Déterminons le noyau de ’application fi,
ker f = {(2,y) € R*/f(z,y) = 0} = {(2,y) € R*/+2y = 0} = {(z,y) € R?/zx = —2y}
ains?

ker f ={(=2y,9)/y € R} = {y(-2,1)/y € R}
donc le ker f est un sous espace vectoriel engendré par u = (—2,1) donc il est
de dimension 1, et sa base est {u}.

(2) Cherchons l'image de
£y R — TR
(,y,2) — (—z+y,z — 2,y)
Imfy = {f(z,y,2)/(x,y,2) € R’} = {(—=x +y,x — z,9)/(z,y,2) € R’}
Imfy = {x(=1,1,0) + y(1,0,1) + 2(0, —=1,0)/(z, ¥y, 2) € IR*}

donc Imfy est un s.e.v de IR® engendré par {(—1,1,0),(1,0,1), (0, —1,0)} il
est facile de montrer que cette famille est libre et donc il forment une base de

IR? donc dimImf, = 3,rg(f2) = 3, Imf = IR®.
ProprosiTIiON 5.8. Soit f une application linéaire de E dans F' on a les équiva-
lences suivantes :
(1) f est surjective < Imf = F.
(2) f est injective < ker f = {0g}.
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EXEMPLE 5.9. Dans Uexemple Imfo = IR? donc f, est surjective, montrons que
fa est injective

ker fo = {(2,y,2) € R*/fo(x,y,2) = (0,0,0)},
:>kerf2 = {(l’,y,Z) € ]Rg/(—x—i—y,x—z,y) = (07070)} r=y=2=0
donc ker fo = {(0,0,0)}, ainsi fo est bijective.

5.2. Application Linéaire sur des espace de dimension finies.

ProPOSITION 5.10. Soit E et F' deux IK espace vectoriels et f, g deux applications

linéaires de E dans F. Si E est de dimension finie n et {eq,es, ..., e,} une base de F,
alors Yk € {1,2,..,n}, f(ex) = glex) & Vr € E, f(z) = g(z).

PREUVE. L’implication (<) est evidente.
Pour (=) on a E est engendré par {ey, e, ...,e,}, doncVr € E,; I\, Ag,..u Ay € IK 2 =
Aer + Aoes + ... + A\pe,, comme [ et g sont linéaires, alors

f(x) = f(Aier + Xaea + oo+ Anen) = A f(er) + Xaf(ea) + .o + Anf(en),

g(:v) = 9()\161 + Xoeo + ...+ )\nen) = >\19(€1) + /\29(62) + ...+ >\n9<6n)7

donc si on suppose que Yk € {1,2,..,n}, f(ex) = glex) donc on déduit que Yz €
E, f(z) = g(x).

Pour que deux applications linéaires f et g de E dans F soient
égales il suffit qu’elles coincident sur la base du IK— espace vectoriel E.

EXEMPLE 5.12. Soit g une application de IR? dans IR? telle que
9(1,0) = (2,1),9(0,1) = (=1, —1)
alors déterminons la valeur de g en tous points de IR?, en effet on a :
Y(z,y) € IR? (z,y) = z(1,0) + y(0,1)
9(x,y) = g(x(1,0)+y(0,1)) = 2¢(1,0) +yg(0,1) = 2(2, 1) +y(-1,—1) = 2z —y,z—y)
ainsi g(x,y) = 2x —y,x — y).

THEOREME 5.13. Soit f une application linéaire de E dans F avec dimension de
E est finie, on a :

dimFE = dimker f + dimIm(f)

EXEMPLE 5.14. On a montré que dimker f; = 1 avec f; définie
fi: R? — IR

(z,y) — 2z +2y
comme dimIR* = 2 = dimIm(f) = dimIR® — dimker f; =2 — 1 = 1.
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ProrosITION 5.15. Soit f une application linéaire de E dans F avec dimFE =
dimF =mn. On a alors les équivalences suivantes :

fest isomorphisme < fest surjective < fest injective

& dimIm(f) =dimF < Imf =F < dimker f =0 < ker f = {0z},

de cette proposition, on déduit que si f est un isomorphisme de E dans F' avec dimFE
finie alors nécessairement dimkE = dimF' en d’autres termes si dimE # dimF alors f
ne peut étre un isomorphisme.

EXEMPLE 5.16. (1) L’application fi n’est pas un isomorphisme car dimIR? #
dimIR.

(2) Soit g(x,y) = (2x —y,x —y), g définie de IR* dans IR* on a,dimIR* = dimIR>
est un isomorphisme car dimker g = 0 en effet :

kerg = {(z,y) € R*/(2x —y,x —y) = (0,0)} = {(0,0)},

c’est méme un automorphisme.

6. Exercices Corrigés
EXERCICE 15. On considére dans IR?, le sous ensemble F défini par :
F={(r,y,2) € R*/2x +y — 2 =0}
(1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de IR?.
(2) Donner une base de F, quelle est sa dimension ?
(3) F est-il égale a IR® ?
SOLUTION . (1) :

F#40,
VXY e EV A pelR, ANX+pY eF

Ops = (0,0,0) € F= F #0, car2.04+0—0=0.
- VX = (2,y,2),Y = (2,v,2) € F,\,u € IR montrons que :

F est s.e.vs {

Ma,y, 2) + n(@',y', #)€'F,
c’est a dire (A\x + px’, \y + py', Az + p2')€'F
2+ px' )+ Ay +py') — A2+ p2") = X2z +y—2)+p22' +y' — 2') = A0+ p.0 =0,

car :
(x,y,2) e F=2rx+y—2=0,

et(x,y;2)e F=2"+y — 2 =0.
Ainsi Nz, y,2) + u(2',y,2) € F, F est sous espace vectoriel de IR”.
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(2) Base de F :soit X e F & 2r+y—2=0=2z=2z+y,
X = (2,y,2) = (z,y,2x +y) = 2(1,0,2) + y(0,1,1), ainsi
F={(z,y,2) e R*/2x +y — 2} = {x(1,0,2) + 4(0,1,1)/z,y € IR}.
D’ou F est engendré par {vi = (1,0,2),v3 = (0,1,1)}, montrons que cette
famille est libre si et seulement si
V)\l, Ay € IR, AU + AUy = (0,070) = A =X =0.
A(1,0,2) + Xa(0,1,1) = (0,0,0) = (A1, A2, 21 + Ao) = (0,0,0)
d’ot le résultat. Alors la dimension de F est égale a 2, car {vi,v2} est une
base ( libre et génératrice) de IR,

(3) F #IR® car dim F = 2 # 3 = dim IR®.
EXERCICE 16. On considére dans IR?, le sous ensemble F défini par :
F={(r—y,2v+y+42,3y+22)/x,y,z € IR}
(1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de IR,
(2) Donner une base de F, quelle est sa dimension ¢
(3) F est-il égale a IR? ?
SOLUTION . (1) - (0,0,0) € F car (0,0,0) = (0—0,2.0+ 0+ 4.0,3.0 +
2.0) = F #0.
~VX,Y € F )\ i € IR montrons que \X +uY€'F; on a :
XcF e Inyz2) cRYX = (v —y, 20 +y+42, 3y + 22),
YeFeIdy )eR)Y =" —y, 20 +9 +42,3y + 22,
AX +pY = Az + Ay + Az, e — My, A2) + (pa’ + py’ + p2', px’ — py', uz')
AX+pY = (Az+px’)—Ay+uy'), 2(Aae4pa’ ) +(Ay+py" ) +4(Az+p2), 3(Ay+uy’ ) +2(Az+pz)
d’ou Ax" = Ax + px', Yy = Ny + py', 32" = Az + p2’, ainsi
AX +pY = (2" —y"+, 22" + 4" + 42", 3y" +22") € F.
(2) Base de F : soit X € F < 3(w,y,2) € R*/X = (v —y, 20 +y + 42,3y + 22),
X=(x—y20+y+423y+22)=2(1,2,0) + y(—1,1,3) + y(0,4,2), ainsi
F={2(1,2,0) +y(—1,1,3) + y(0,4,2)/z,y, z € IR}.
D’ou F est engendré par {v; = (1,2,0),v = (—1,1,3),v3 = (0,4,2)}, mon-
trons que cette famille est libre si et seulement si
VAL, A2, Az € IR, A\jug + Agvg + Agvg = (0,0,0) = Ay = Ao = A3 = 0.
A1(1,2,0)+Aa(—1,1,3)+A3(0,4,2) = (0,0,0) = (A1—Aa, 2A1+Aa+4X3, 3N +2X3) = (0,0,0)
AL = Ay,

= 3)\2"‘4)\3:0, =2A3=0= A\ = Xy = 0.
3y + 2\,

d’ou le résultat. Alors la dimension de F' est égale a 3, car {vy,vq,v3} est une
base ( libre et génératrice) de IR>.
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(3) F =1R? car dim F = 3 = dim IR,
EXERCICE 17. On considére dans IR*, le sous ensemble F défini par :
F={(z,y,2,t) e R'/(z +2=0)A(y+t=0)}
(1) Montrer que F est un sous espace vectoriel de IR?.
(2) Donner une base de F, déduire sa dimension.
SOLUTION . (1)  -(0,0,0,0)e F=F#0, car (0+0=0)A(0+0=0).
- VX = (z,y,2,1),Y = (2, ¢, 2, ') € F,\, u € IR montrons que :
)\(xJ y? Z? t) + M(x/7 y/7 2/7 t/)E?F7
c’est a dire (A\x + px', Ny + py', Az + p2', Xt + pt')€CF
XeF= (z+2z=0A(y+t=0)
YeF= @+Z=0A{H+t=0)

Mr+2)=0Ap(@+2)=0= A+ pr’+Az+pz’ =0
= N
AMy+t)=0Aply +t)=0=> Xy+puy +Xt+ut' =0
ainst A\x + px’ + Az + pz = 0N Ny + py + X+ pt’ = 0 c’est dire
Mz, y, z,t) + p(a',y', 2/ 1) € F d’ou le résultat.
(2) Base de F' : soit X € F & v =—2Ny=—t,
X = (z,y,2,t) = (v,y, —z,—y) = x(1,0,—1,0) + y(0,1,0,—1), ainsi
F = {x(17 07 _]‘7 0) + y(07 17 07 _1)/‘/1;’ y E :[R"}'
D’ou F est engendré par {v; = (1,0,—1,0),v = (0,1,0,—1)}, montrons que
cette famille est libre si et seulement si
V)\l, Ay € R, AV + AUy = (O, 0,0, 0) = A =X =0.
A1(1,0,—1,0) + A2(0,1,0,—1) = (0,0,0,0) = (A1, A2, —A1, —A2) = (0,0,0,0)
d’ot le résultat. Alors la dimension de F est égale a 2, car {vi,v2} est une
base ( libre et génératrice) de IR*.

C’est un exemple de ['intersection de deuz s.e.v est un s.e.v on
pouvait l’écrire sous cette forme F = Fy N Fy ot

Fy={(z,y,2,t) € RY/(x + 2z = 0)},
Fy = {(2,y,2,t) € R"/(y +1 = 0)}.
est montrer que Fy, Fy sont des s.e.v de IR.

EXERCICE 18. (1) Montrer que la famille {(1,2),(—1,1)} est génératrice
de IR?.

(2) quelle sont les famille libre parmis les familles suivantes : Fy = {(1,1,0),(1,0,0), (0,1,1)},
F,={(0,1,1,0),(1,1,1,0),(2,1,1,0)}.

(3) Montrer que la famille {(1,2),(—1,1)} est une base de IR?,
et que la famille Fy = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} est une base de IR>.
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SOLUTION . (1) La famille {(1,2), (—1,1)} est génératrice de IR? si et seule-
ment St
VX = (z,y) € R*, I\, p € R/X = A(1,2) + pu(—1,1).
Soit (x,y) € IR?, cherchons \, i € IR tel que :
(1'7 y) = >‘(17 2) + M(_L 1) = ()‘ - M 2\ + :u)
ainst

r=A—p, ...(1) aty _ﬂ
{y:2>\—|—u, ) W) =A= ety =

3 3
d’ou cette famille est génératrice.

(2) quelle sont les famille libre parmis les familles suivantes : Fy = {(1,1,0),(1,0,0), (0,1,1)},
F,={(0,1,1,0),(1,1,1,0),(2,1,1,0)}.
i) F1 ={(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} est libre si et seulement si

V)\l, )\2, )\3 € ]R,, )\1(1, 1,0) -+ )\2(1,0,0) + )\3(0, 1, 1) = (0,0,0) = )\1 = )\2 = )\3 =0.
)\1(17 170) + )\2(17070) + )\3(07 17 1) = <O7070)

)\1“‘)\2:0 )\1:()
<~ M+ A3=0 & A =0
)\3:0 )\3:()

Fy est libre.
ii) Fy ={(0,1,1,0),(1,1,1,0),(2,1,1,0)} est n’est pas libre car

I =1, =-2X=1€IR,A(0,1,1,0) 4+ Ao(1,1,1,0) + A3(2,1,1,0) = (0,0,0,0).

(3) La famille {(1,2), (—1,1)} est une base de IR*, car quand le nombre de vecteurs—2—dim IR?
il suffit de montrer qu’elle est soit génératrice ou bien libre pour qu’elle puisse
étre une base or d’aprés la question (1) elle est génératrice d’ou le résultat.
La famille Fy = {(1,1,0),(1,0,0),(0,1,1)} est une base de IR®, car le cardi-
na?{e de Iy est égale a 3 = dimIR® est Fy étant libre, alors ¢’est une base de
IR”.

EXERCICE 19. Soit Uapplication f définie de IR* dans IR? par :
flzy) = (@ +y,z—y).
(1) Monter que f est linéaire.

(2) Déterminer ker f, et Imf et donner leurs dimensions, f est-elle bijectives ?

(3) Déterminer f o f.
SOLUTION . (1) f est linéaire si et seulement si

Va,3 € R,V(z,y), (¢, ) € R fla(z,y) + B(z,y)) = af(z,y) + Bf (2, y).
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fla(z,y) + B y) = flax+ B2, ay + By')

(o + P2’ + oy + By, ax + B2’ — ay — BY)
(ar +ay, ar — ay) + (82" + By, Bx" — BY)
alr+y,x—y)+ 8@ +y, 2" —y)

= af(z,y) +Bf(,y)

d’ou f est linéaire.
(2) Déterminons ker f, et Imf et donner leurs dimensions, f est-elle bijectives ?
ker f = {(z,y) € R?/f(z,y) = (0,0)}
= {(v,y) eR*)r+y=0A2—y=0}
= {(0,0)}

ainst dimker f = 0.

Imf = {(z+y,x—y)/(z,y) € R’}
= {=(1,1) +y(1,-1)/(2,y) € R?}.
Ainsi Imf est engendré par deux vecteur qui sont libre, alors dim Imf = 2.
Sachant que la dimension de l’ensemble de départ est égale a la dimension de
I’ensemble d’arrivée f est bijective si elle est soit injective ou bien surjective or
f est injective car ker f = {(0,0)} et aussi surjective car dim IR* = dim Imf =
2 c’est a dire Imf = IR?.
(3) Soit (x,y) € IR?) on a
= (@+y)+(x—y) (z+y) —(z—y)
= (22,2y) = 2(z,y) = 2ldy>

EXERCICE 20. Soit lapplication f définie de IR? dans IR? par :
f(xay> = (21‘ - 4y,:1; - 23/)
(1) Monter que f est linéaire.

(2) Déterminer ker f, et Imf et donner leurs dimensions, f est-elle bijectives ?

SOLUTION . (1) f est linéaire si et seulement si
Vo, € R, V(x,y), (') € R f(al(w,y) + B(2,y) = af (v,y) + Bf (2, 1).

fla(z,y) + B y) = flaz+ B2, ay + BY)
= (2ax + 262" — day — 48y, ax + B2’ — 2ay — 2Y)
= (2ax — day, ax — 2ay) + (262" — 48y, Bz’ — 28Yy)
= a2z —4y,z —2y) + (22" — 4y, 2" — 2y)
= of(x,y) + B8, y)
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(2)

(3)

d’ou f est linéaire.
Déterminons ker f, et Imf et donner leurs dimensions, [ est-elle bijectives ¢
ker f = {(z,y) € R*/f(z,y) = (0,0)}

= {(z,y) € IR*/2x —4y =0 A = — 2y = 0}

= {(z.y) € R*/z =2y}

= {(2y,9)/y € R}

= {y(2,1)/y e R}.
ainsi ker f est engendré par le vecteur(2,1) # 0, ainsi dimker f = 1, f, alors
n’est pas injective.

Imf = {2z —4y,x —2y)/(z,y) € R?}
= {2(2,1) +y(—4,-2)/(z,y) € R*}.

Ainsi Imf est engendré par deux vecteur qui ne sont pas libre car (—4, —2) =

—2(2,1) alors dim Imf = 1 on peut aussi utliser le fait que la dimension de

I’ensemble de départ est égale a la dimension de ’ensemble d’arrivée f, alors
dimker f + dim Imf = dim R?, = dim Imf =2 —1=1.

f n’est pas bijective car il n’est ni injective ni surjective.



CHAPITRE 6

Notion de Matrice Associée & une Application Linéaire et
Calcul Algébrique sur les Matrices avec Exercices Corrigés

Soit IK un corps commutatif.

Soit E et F' deux IK espaces vectoriels de dimension finies n et m, f une application
linéaire de E dans F, soit B = {ej,eq,...,e,} une base de E, B' = {€/1,¢s,...,¢/,}
une base de F, les vecteurs f(e1), f(e2),..., f(e,) sont de vecteurs dans F' comme
{€'1,€9,...,€/1,} est une base de F, alors f(eq), f(e2), ..., f(e,) s’écrivent donc comme
combinaisons linéaires des vecteurs de la base B’ = {€/1,€s,...,€¢/;,}. On a pour tout
7=1,..n.

f(€j) = Clljell + a2j6/2 + ...+ amjdm‘

fler) flea) .. flen) /

€1
€
a1 a12 QA1n .
921 929 Qon .
. . .o . * /
e
Qm1 Q2 A, m
Le tableau suivant :
ay; a2 ... Qip
921 A29 ... Q2p
Am1 Am2 ... Amn

est appelé matrice associée a f relativement aux bases B et B’. On note la matrice
(a;j) ot ¢ désigne l'indice de ligne et j I'indice de colone.
On introduit maintenant la notion de matrice et les opérations algébriques des matrices.

1. Espace vectoriel des matrices

DEFINITION 1.1. On appelle une matrice dans IK de type (n,p) un tableau rectan-
gulaire A d’éléments de IK ayant n lignes et p colonnes.

@11 a2 Q1p

G21 Ag2 a2
A = . . p

ap1  Qp2 Qpp
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On note a;; I’élément qui se trouve a la ligne numéro ¢ et la colonne j et on note
la matrice A par A = (a;j)1<i<n1<j<p- L'ensemble des matrices de type (n,p) est noté
Mn, p)(IK).

(1) Pour n =1, on dit que A est une matrice ligne, A = (a1, a12, ..., G1p).
aii

(2) Pour p =1 on dit que A est une matrice ligne, A = 412

A1p

(3) Pour n = p, on dit que A est une matrice carrée d’ordre n et on note A €

M, (IK).

EXEMPLE 1.2. (1) A = , Ay est une matrice de type (4, 3).

=W N
— N W
w o OO

(2) Ay = ( _51 (2) 1 g ), Ay est une matrice de type (2,4).

(3) Az = ( —16 8 ), As est une matrice carrée d’ordre 2.

DEFINITION 1.3. Soit A = (aij>1§i§n71§j§p et B = (bij>1§i§n,1§j§p deux matrices
de types (n,p),
(1) On dit que A= B siVi=1,...n,Yj =1,...,p;a;; = b;;.

(2) La transposée de la matrice A est une matrice notée A définie par
A" = (aji)1<j<pa<i<ns

autrement dit A ¢’est la matrice de type (p,n) obtenue en remplacant les lignes
par les colonnes et les colonnes par les lignes et on a : (A")' = A.

1o L2 3
EXEMPLE 14. (1) A = =Al=143 21
5 2.0 000 3
4 1 3
-1 1
-1 0 0 -5 0 2
<2>A2:(1 2 1 8>:>A2: 0 1
-5 8

@a=(y % )=a=(g %)

THEOREME 1.5. En munissant l’ensemble M, ) (IK) par les opération suivantes :
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(4+) : M) (IK) X M) (IK)  — My, ) (IK)

ailr a2 ... Gip bii bz ... by ayp +bn aix+bi2 ... ay, + by
Q21 Q22 ... QAgp 621 b22 bgp R a9y + 621 a99 + 1)22 ce Q2p + b2p
Ap1 QApo ... Can bnl bng bnp QAp1 + bnl [07%)) + bng anp + bnp

et

() + KX M) (IK) - = M) (IK)

a1; Qa2 ... Qip )\all )\a12 )\alp

ag1 Q@22 ... A2 )\agl )\(122 )\@2
% 7 , = : o

pi Gp2 ... Qpp Api Aapa ... Mgy

Alors (M) (IK), +, ) est IK— espace vectoriel de dimension n x p, sachant que [’élé-

00 . 0
N . 00 . 0

ment neutre de ['addition est la matrice nulle
00 .. 0

2. Produit de deux matrices

DEFINITION 2.1. Soit A € Mg, ) (IK) et B € M, m)(IK), on définit le produit de
la matrice A par B comme étant une matrice C' = (cij)1<i<1<j<m € M@mm)(IK), avec
Cij = ailblj + aigbgj + aglbgj 4+ ...+ az-pbpj.

(1) L’élément Cy; de la matrice C se calcule en additionnant
le produit des éléments de la ligne i de la matrice A par la les éléments de la
colonne j de la matrice B.

(2) Le produit de deuz matrice ne peut se faire que si le nombre de colonnes de la
matrice A correspond au nombre de lignes dela matrice B.

EXEMPLE 2.3.
1 201
A:(l ; 8),3: 201 1|,
1 100
A est de type (2, 3) et B de type (3,4) ainsi C' sera de type (2,4).

C— AB= 1.14+12+01 12410+01 1.04+11+00 1.1+1.1+0.0
7\ 21422401 22420401 20421400 21+21+40.0

32 1 2
@02(6424)



60 NOTION DE MATRICE ASSOCIEE A UNE APPLICATION LINEAIRE ET CALCUL ALGEBRIQUE SUR LES MATRIC(

as-(

DEFINITION 3.1. Soit A une matrice carrée d’ordre n, A = (aij)1<i<ni1<j<n,

(

1)
(2) La trace de A est le nombre Tr(A) = ayg + as + ... + Gpp.
3)

(

Le produit deux matrice n’est pas commutatif voi¢i un exemple :

) (1) (5 ) e (1)

3. Matrices carrées

—_ =

La suite des éléments {aq1, ass, ..., ann } est appelée la diagonale principle de A.

A est dite matrice diagonale st a;; = 0,Vi # j c’est a dire que les éléments de
A sont tous nuls sauf la diagonale principale.

(4) A est dite matice triangulaire supérieure (resp inférieure) si a;; = 0,Vi > j,
(resp i < j), c’est a dire les éléments qui sont au dessous(resp au dessus) de
la diagonale sont nuls).

(5) A st dite symétrique si A = A"

1 0 0
EXEMPLE 3.2. (1) A= 0 =2 0 |, A; est une matrice diagonale.
0 0 1
-1 00
(2) Ay = 5 4 0 |, Ay est une matrice triangulaire inférieure.
6 39
7 40 2
(3) As=| 0 2 3 |, A3 est une matrice triangulaire supérieure .
0 0 -1
1 2 =2 1 2 =2
(4) Ay = 2 12 1 = Al = 2 12 1 , Ay est une matrice symé-
-2 1 10 -2 1 10
trique.

PROPOSITION 3.3. Le produit des matrices est une opération interne dans My, »y(IK)
et il admet un élément neutre la matrice nommée matrice identitée notée I,, définie par :

100 0. 0
010 0.0
j 0 01 0.0
" 000 1.0
.. . .0
000 .01

DEFINITION 3.4. Soit A € M, (IK) on dit que A est invesible s’il existe une
matrice B € M, ) (IK) telle que A.B = B.A =1,.
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1 2

EXEMPLE 3.5. Montrons que la matrice A = ( 0 —1 ) est inversible et ceci en

cherchant la matice B = < CCL

b
d)telleque
1 2 a b 10 a b 1 2
=0 2)(0a)=(oh)=e=(20) (0 2)-pa
a+2c b+2d\ [ a 2a—0D
<:>( —c —d )—< >—(c 20—d)

4. Les Déterminants

@11 A12
Q21 A22
déterminant de A le nombre réel donné par : ajjaze — ajsas;. On le note det(A) ou
@11 Q12

DEFINITION 4.1. Soit A = ) une matrice dans M2 2)(IK), on appelle

Q1 A22
EXEMPLE 4.2. Calculons le det(A),
1 2
|A| = ‘ 0 _1 ‘ =1(—-1)—-0.(2) = —1.

DEFINITION 4.3. De méme, on définit le déterminant d’une matrice
Al iz aig
A= a21 Q93 G923 S Mg(IK),
agy az2 0433
par

i iz Q22 A23 Q21 Q23 Q21 A22
ao1 Q99 Qo3 | = (—1)1+1a11 a a ‘+(—1)1+2a12 a a +(_1)1+3a13 a a
431 Q33 Q3 32 33 31 33 31 a32
EXEMPLE 4.4.
1 0 -1
Al=]12 -1 1 |=(-1)*"1 b +(—1)**+20. 121 +(=1)3(=1) 122
0 1 0 1 0 0 0 0 1

& |Al=-14+0-12=-13

PROPOSITION 4.5. Pour calculer le déterminant d’une matrice A on peut déve-
lopper A suivant n’importe quelle ligne ou colonne.

Suivant cette proposition il vaut mieux choisir la ligne ou colonne contenant le plus
de zéros.
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EXEMPLE 4.6. On reprend la méme matrice de ’exzemple pécédent mais calculer
sutvant la troisiéme ligne on aura :

1 0 -1
= — = (—1)%1. (=) (=)
A 12 -1 1 1)%t1.0 0 1 1)%+2.1 1 1 1)3+3.0 10
0 1 0 -1 0 12 1 12 —1

det(A)=0—-13+0=—13
on calcule juste un déterminant au lieu de trois.
DEFINITION 4.7. De méme, on définit le déterminant d’une matrice

11 a2 Q13 Aaiq

(21 Ag2 A23 A24

A= € My(IK),
a31 dgzz 33 AdA34
g1 Q42 A43 Qg4

par

ailz a2 Aaiz Qg

Q21 Q22 Q23 A4 1+1 (22 G232 1+2 da1 G G2
31 Gy Gz g = (—1)""azs| ass agzs ass |+ (—1)""asa| as as3 as
Qg2 Q43 Q44 41 Q43 Q44
Qg1 Q42 Q43 A44
Q21 Q22 A4 Q21 Q22 Q23
+(=1)"3as5| as1 azx az |+ (=1)"Hay, | a3 azx as;
Qg1 Q42 Q44 (41 Q42 Q43

DEFINITION 4.8. Soit A = (az‘j)lgigmlgjsn,
le déterminant swivant la j-éme colone est :

d@t(A) = (—1)1+ja1jD1j + (—1)2+ja2jD2j + ...+ (—1)”+jan]~Dn]~,j = 1, [P I
Le déterminant suivant la i-eme ligne est :
det(A) = (—1)i+1ai1Di1 + (—1)i+2ai2Di2 + ...+ (—1>i+namDm,i = 1, .
Ou A;; représent ce que nous appelons le déterminant mineur du terma a;;, le dé-
terminant d’ordre n — 1 obtenu de det(A) en supprimant la i-éme ligne et la j-éme
colonne.
PROPOSITION 4.9. Soit A € M,(IK) on a :

(1) det(A) = det(A").

(2) det(A) = 0 si deux lignes de A sont égales (ou deux colonnes).

(3) det(A) = 0 si deuz lignes de A sont proportinnelles ( ou deux colonnes le sont).

(4) det(A) = 0 si une ligne est combinaison linéaires de deuz autres lignes de A
(méme chose pour les colonnes).
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(5) det(A) ne change pas si on ajoute a une ligne une combinaison linéaires
d’autres lignes (méme chdse pour les colonnes).

(6) Si B € M,(IK), alors det(A.B) = det(A).det(B).

3 0 =5
EXEMPLE 4.10. (1) JA]=12 2 1 | =0, carlaligne 1 est égale a la ligne
3 0 =5
3, L1 = L3.
9 0 —15 3
22 1 1
(2) |B| = 10 -1 4 =0, car Ly =3 % L,.
30 =5 1
11 -1 2
11 2 20
(3) |C| = 00 —1 4 |=0 car Cy = Cs.
1 1 —-10 2

DEFINITION 4.11. Soit Vi, Vs, ..., V,,, n vecteurs de IR™ on appelle déterminant des
vecteurs (V1,Va, ..., Vy,) et on le note det(Vy, Va, ..., V) le déterminant dont les colonnes
sont les vecteurs Vi, Vo, ..., V,.

EXEMPLE 4.12. Soit V; = (1,1,0), Vo = (0,—1,1),V3 = (0,0, 1), alors

1 0 0
det(Vi, Vo, Va) = |1 =1 0 :+1‘
0 1 1

PROPOSITION 4.13. Soit V1, Vs, ..., V,,, n vecteurs de IR™ on (V1,Va, ..., V,,) est une
base de IR" < det(V1,Va, ..., V) #0

EXEMPLE 4.14. Soit V; = (1,2,0),V5 = (0,—1,1), V3 = (0,0, 1), forment une base
de IR?, car det(Vy, Vo, V) = —1 #0.

4.1. Le rang d’un matrice.

DEFINITION 4.15. Soit A € M, ) (IK), on appelle rang de A et on note rgA l'ordre
de la plus grande matrice carrée B prise (extraite) dans A telle que det B # 0.

EXEMPLE 4.16. A = ( ; _01 ) detA=2%#0,rgA =2.
11
B:(l 1),detA:O7EO,rgA:1.
0 1 —-10
C=1[ -1 1 =11 |,rgA<4(rgA <3) la plus grande matrice carrée contenue

0 -1 1 O
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dans A est d’ordre 3, dans cet exmple on a : 4 possibilité :

1 =10 0 1 -1
=11 -11],¢=|-1 1 -1],
-1 1 0 0O -1 1
0 1 0 0 -1 0
= -1 1 1],00= -1 =11
0 -1 0 0 1 0
detC = detCy = 0 et detCy = detCy = 0 donc le rgA < 3 et on a :
:1 (1) =—1#0=rgA=2.

THEOREME 4.17. le rang d’une matrice est égale au nombre maximale de vecteurs
lignes (ou colonnes) linéairement indépendants.

0T >

dice i et j de A le scalaire
Cij = (—1)Z+]d€tAij.
Avec A;j est la matrice déduite de A par suppression de la ligne i t la colonne j.

el l ) >

est appellée la comatrice de A.

1 0 3 + - +
ExeMPLE 4.19. Soit la matrice A= | 1 -1 1 |, | — + — |. Calculons
0 2 2 + - +
les coffacteurs de A
_ 141 _ o =1 1] _
C11 = (—1) d@t(AH) = (—1) 9 9 ’ = —4.
C11 = (—1)1+2d6t(1412) = (-1)3 é ; ‘ = —2.
C11 = (_1)1+3d6t(1413) = (_1)4 (1) _21 ’ = 2.
Co1 = (—1)2+1d6t<A21) == (-1)3 g g ’ = 6.
Coo =— (—1)2+2d€t(A22) = (—]_)4 (:; g ’ = 2.
243 5010
Co3 — (-1) d@t(Agg) = (-1) 0 2 = —2.
en = (~1)* M det(Ay) = (-1)*] 7 ‘:3.
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C39 — (—1)3+2d€t<A32) = (—1)5

C33 — (—1)3+3d6t(A33) = (—1)6

donc la matrice des cofacteurs est donnée par :

—4 -2 2
6 2 =2
3 2 -1
et la comatrice et
-4 6 3
ct=1 -2 2 2
2 -2 -1

THEOREME 4.20. Soit A € M, (IK), on a :
Aest inversible < det(A) # 0,

et dans ce cas la matrice inverse de A est donnée par :

a1 t
det(A)
Ou C* est la comatrice de A.
1 0 3
EXEMPLE 4.21. La matrice A = | 1 =1 1 | det(A) = 2 # 0 donc elle est
0 2 2
wnversible, de plus
-4 6 3
1 1
Atl=_Cl=-| -2 2 2
2 2\ 2 2
-2 3 3
A= -1 1 1
1 -1 —3

On peut vérifier que A=A = I3 = AA™L

5. Relations entre une application linéaire et sa matrice Associée

Il i R

suivant les bases B et B’ et elle est parfois notée Mg p(f).5i E=F et B= B, on
dit que A est la matrice de f suivant la base B et on la note M g)(f).
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EXEMPLE 5.2. (1)
f:IR®* - IR?
(I,y,Z) - <$U+y+2713 _y>

IR? sa base canonique B = {e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} et IR?
sa base canonique B’ = {vy = (1,0),v2 = (0,1)},

f(el) - f(17070) - (171) = v+ Vg
flea) = f(0,1,0) = (1,—1) = vy — vs.
f(€3) = f(O, 0’1) = (170) = U1

f(€1) f(ez) f(€3)
1 1 1 U1
1 -1 0 (%

f:R?— R

B ={e; = (1,2),es = (=1,1)} et B = {v; = (0,2),v9 = (=2,1)}, On doit
chercher les A1, Ao, Az, A\y7?

fler) = f(1,2) = (3,—1) = Moy + Agua,
flea) = f(=1,1) = (0, =2) = Azv1 + Aoy,

_1
(3,=1) = A\ (0,2) + X\y(=2,1) & M 4y
A3 = —1

=

Mp.(f) = ( o ) Fler) fle)

PROPOSITION 5.3. Soient E et F' deux IK— espace vectoriels de dimensions finies
n et m, B = (e, ea,...,e,) une base de E et B = (vy,vy, ...,v,,) une base de F, alors
la donnée d’une matrice A € M, m)(IK) donne une unique application linéaire f de
E dans F' la matrice suivant les bases, B et B' est A

EXEMPLE 5.4. A = ( ; _01 ) . IR? — IR?, A est la matrice de f suivant la

base canonique de IR?, (e, e3),
fler) =e1+2e2 = f(1,0) = (1,0) +2(0,1) = (1,2),
flea) = —er = f(0,1) = —=(1,0) = (-1,0),
flz,y) = f(2(1,0) +9(0,1)) = 2f(1,0) + y£(0,1)
< flz,y) =2(1,2) +y(-1,0) = (z — y, 22).



5. RELATIONS ENTRE UNE APPLICATION LINEAIRE ET SA MATRICE ASSOCIEE 67

St IR™ et IR"™ sont munis de leurs bases canoniques alors ’ap-

donnée par
o

X2

V(x1, 29, .y 2p) € R", f(21, 29, .0y y) = AT

Ty
EXEMPLE 5.6. f: IR —>IR,A=(2 0 >,

Flz,y) = A ( ""; ) = (v —y,22).

THEOREME 5.7. Soit B, F et G des IK— espaces vectoriels munis respectivement
par les par bases B,B',B", f : E — F,qg: F — G, deux applications linéaires, alors

Mg (go )= Mu py(9) M,y (f)

f:R*—=R? g:IR* — IR’
(ZE,y,Z) - ($+y+22,x—y), (‘Tay) - (x—y,2x+y)
o IR?, IR? sont munis de leurs bases canoniques alors
gof:IR® = IR?
(z,y,2) = go f(z,y,2)
avec M(g o f) = M(g)M(f),

Ainsi

gof(x,y,2)=M(gof)| ¥ | =Qy+223z+y+4z).
4

THEOREME 5.9. Soit f; E — F, B est une base de E et B' est une base de F, on

a alors :

[bijective < det Mg py(f) # 0
et on a dans ce cas Mg pn(f~') = (M) (f)) "
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EXEMPLE 5.10.
fiR* — R’

(z,y) = (z -y, v +y)

Montrons que f est bijective et calculer son inverse My(f) = ( % _11 ) = A,det(A) =
2#0 < f est bigective.
-1 _
1 1
ca-(1 1)@ ( 4 )
1
() = (24 1) =Mals
2 2
-1 ry_ (.Y _r Y
S (@y) = Mg ><y)—(2+2 =t 3)

PROPOSITION 5.11. Si A € My, ) (IK) associée a une application linéaire f de £
dans F' la matrice suivant les bases, B de E et B' de I, alors

rg(A) = rg(f), rg(A) = rg(A").

6. Matrices et Changements de Bases

DEFINITION 6.1. Soit E un e.v et soit B = (ey, €, ...,€,) et B' = (¢/1,€5,...,€',)
deuz bases pour E, la matrice de passage de la base B’ a la base B est par définition
la matrice M(B,B/)(IdE) ou Idg est U'application identité

ldp: E — F

r — .

Les vecteurs de base de B peuvent s’exprimer dans B’ selon les relations

€1 = CL11€/1 + CL12€/2 =+ ...+ alne’n
€y = CL21€/1 + CL22€/2 + ...+ agne’n
. _ ! ! !
(S) . €3 = a31€1 + A39€ 2 + ... + A3,€

€n = anlell + an26/2 + ...+ anneln
On appelle matrice de passage de B a B la matrice carrée P définie par

ay;y ai2 ... QAip
pP— a?l a?g a?n

an1  QAp2 ... Qnp
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EXEMPLE 6.2. B' = {e'1,¢/5,€¢/3},¢1 = (1,1,1),¢5 = (1,1,0),¢'s = (1,0,0) et
B = {e1,e5,e3} la base canonique de IR,

[dIR3 IR} — IRY,
(xaya Z) - (may>z)aM(B,B’)([dR3)
Id(e1) = (1,0,0) = A€’y + Aa€'a 4+ Aze’s = (A1 4+ Ao + A3, A+ Ao, Ap)
= A\ = 0.5, Ay = —05, A3 = 0.5

Id(62) = (0, 1, 0) = )\16/1 + )\26/2 + )\36,3 = )\1 = 05, )\2 = 05, )\3 = —0.5,
]d(€3) = (0, 0, 1) = )\16/1 + )\26/2 + /\36/3 = )\1 = —0.5, )\2 = 05, )\3 = 05,
11 -1

donc M(BvB’)udIRS) =11 -1 1 1
1 -1 1

PROPOSITION 6.3. La matrice de passage d’une base B a une base B’ est la matrice
inverse de la matrice de passage de B’ vers B :

M(B’,B) (Id]R,S) — (M(B,B’)(IdIRé))il

Soit E un e.v et soit B = (e, e, ...,e,) et B' = (€/1,¢s,...,¢,)
deur bases pour E. Les vecteurs de base de B’ peuvent s’exprimer dans B selon les
relations

6/1 = 61161 + b12€2 + ...+ blnen
6/2 = 62161 + b2262 + ...+ anen
(S) : 6/3 = b31€1 + b3262 + ...+ b3n6n

eln = bnlel + bn262 + ...+ bnnen
On appelle matrice de passage de B a B’ la matrice carrée P~' définie par

bii biz ... bip
pl_ bor by ... bop

bpi bpo ... bpn
EXEMPLE 6.5.
N 0.5 05 —05Y\ "
M(B’B/)<IdIR,3) - —% 5 % 7M(B’,B)([d]1i{3> = —05 05 05 ==
% —% 5 0.5 —-05 0.5

matrice de passage de la base B a la base B'.

THEOREME 6.6. Soit f: E — F, By, B’y deux bases pour E, By, B’y bases de F.
St P désigne la matrice de passage de By a B'y, et QQ désigne la matrice de passage de
By a B, alors
M(B’1,3’2)(f) = QilM(BLBz)(f)P‘

— O
[ R
— = O
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EXEMPLE 6.7.
f:IR®* - IR?
(x,y,z) - (Jf+y+2,$ _y>

On munit IR? de la base canonique Bs = (eq, 2, €3)
On munit IR* de la base canonique By = (vy,vy),

M, B,)(f) = ( 1 _11 (1) >

On munit IR® de la base canonique B's = (€'1,¢'5,¢'3), avec ¢/ = (1,0,1),¢/y =
(1,1,0),¢'3 = (0,1,1)
On munit IR? de la base canonique B'y = (v'1,v's), avec v’y = (—1,1),v'y = (1, 1),

R —" Ry, f:R® — Ry, -9 RY,
P: M(B's,Bs)(IdRS)J

110
P:(M(B3,B’3)([d]R3))71: 0 1 1
1 01
-1 1 -1 _% 3
Q@=Mp,p)Udp2)={ | | |,Q" =Mz,p,)Idp2)={ 1* 1 |,
2 2

ainst :

_1 1 1 1 1 L 10
& Mg,y (f) < 1?1 ) ( 1 -1 0 ) 0 11
2 2 1 01
1 0
0 -1 —05
& M(B/27B/3)(f> = ( 1 0 05 ) 0 1
) 1 1

05 -1 —15
‘:*M<B’27B’3>(f):< 15 1 05

SN— O = =

7. Diagonalisation

DEFINITION 7.1. Soit A € M, (IK) et soit A € IK, on dit que X est une valeur
propre de A s’il existe un vecteur colonne v # 0 tel que Av = Av.
Le vecteur v est appelé vecteur propre associé a la valeur .

-(32)

EXEMPLE 7.2.
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ona: A =1 et Ay =2 sont des valeurs propres de A, en effet :

et = (1)) (3)

< ’ y) ( )
Y
& = —2y alors

=

VR
N
~
|

Avy = g @(
-
() = (

) vecteur propre associ€ a Ay = 1 et vy = < (1) ) vecteur propre

1
assSocié 4 Ny = 2.

d’ou v1 =

PROPOSITION 7.3. Soit A € My, »)(IK), A € IK est une valeur propre de A si et
seulement si Pa(\) = det(A — \d,) = 0,.
Pa(X) est appelé le polynome caractéristique de A.

EXEMPLE 7.4. (1)A:((2) ?)
2—A 2
Py(N) = det(A — Ndy) = ‘ 0 1_)\'
1 01
2)B=| -1 2 1
0 0 2

1—x 0 1
Ps(N) =] -1 2-x 1
0 02—\

DEFINITION 7.5. Soit A € My, ) (IK) et soit A\ € IK une valeur propre de A,
l’ensemble E\ défini par :

Ey={veR"ouC"/Av = \v}
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est appelé l’espace propre associé a la valeur propre alors Ey est un sous espace vectoriel
de F.

1 01
EXEMPLE 7.6. B=| —1 2 1 | . Lesvaleurs propres sont 2 une solution double
0 0 2
et 1 stmple.
(1) Pour A=2, on a
T 2x
Ey={veR?/Bv=2w}={(z,y,2) eR*B| y | = 2v |}
z 2z
T+ z=2 z—x =0 R
—r+2y+z2=2y = —x+2=0 :>{
z2=2z
22 — 22 z = z

donc Ey = {(z,y,z)/z,y € R} = {z(1,0,1) + y(0,1,0)/x,y € IR} s.e.v de
IR?, {(1,0,1),(0,1,0)} est une base de E,, car les vecteurs sont libres.

(2) Pour A=4, on a

x x
Elz{UER?’/Bv:v}:{(x,y,z)GIRS/B y|l=1|v |}
z z
r+z=x z=0 .
—r+2y+z=y =4¢ —r+y=0 :>{y—
z2=0
2z =z z2=0

donc Ey = {(z,7,0)/x € R} = {x(1,1,0)/y € IR} s.e.v de IR* (1,1,0) est
une base de Ej.

DEFINITION 7.7. On dit qu’une matrice A € M, (IK) est diagonalisable s’il existe
une matrice inversible P est une matrice diagonale D telle que; A = PDP~'. (ou P
est la matrice de passage.)

THEOREME 7.8. Soit A € M,(IK), A1, ..., \, € IK les valeurs propres de A d’ordre
de multiplicités respectives myq, ..., my, alors si

(1) dimE,, = m;,i =1,2,..,p.
ou

(2) dimEy, + dimEy, + ... + dimE,, = n
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Alors la matrice A est diagonalisable et la matrice diagonale D associée a A est donnée
par : :

A 0 0 0. 0
0 A 0 0. 0
0 0 A 0. 0

D= . 0
0 0 0 A 0

. 0

0 0 0 .0 A
chaque \;se répete m; fois, la matrice P est formé des vecteurs propres.

Si la matrice A € M, (IK) admet n valeurs propres distincts alors
A est diagonalisable et la matrice diagonale D associée a A est :

A0 0 0. O

0 X O 0. O
D 0 0 A3 0. O
0
T
0 0 0 .0 M\
1 01
ExEMPLE 7.10. On considére la matrice A = -1 2 1 admet les valeur
0 0 2
propres A\; = 2 double et Ay = 1 simple la matrice diagonale D est donnée par; D =
100 110
0 2 0 | etla matrice de passage est donnée par : P= | 1 0 1
0 0 2 010

8. Systémes d’équations linéaires

Soit IK = IR ou C.
On appelle systéme de n équations linéaires a p inconnus a coefficients dans IK, tout
systéme de la forme :

1171 + a12T9 + ... + A1ply = bl
(S) . a21T1 + A922%o + ... + Aoply = b2
An1%1 + Aoy + ... + appr, = by

ou les (z;);=1,., sont les inconnues, les (a;;),b; € IK.
1)Forme matricielle du systéme :
bl T
Posons A = (a;j)1<i<ni<j<p, B = CLX = Le systéme (S) devient ;

b, Tn,
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AX = B.
Si f est une application linéaire de IK” dans IK" telle que que A soit la matrice associée
a f suivant les bases canoniques et si on note par X = (z1,...,2,) et b = (by, ..., b,), le
systéme (.S) devient f(X) = B.

2)Solution du systéme :

DEFINITION 8.1. On appelle solution du systéme (S) tout élément X = (xy,...,xp)
vérifiant les n équations de (S) ceci revient 4 trouver un vecteur X tel que AX = B
ou encore un élément X € IK? tel que f(X) = B.

EXEMPLE 8.2.

r+2y=1 1 2 .
3r—y=4 s 13 -1 ( ):(1 4 —2)
T —y=—2 1 -1 y

3)Rang d’un systéme linéaire :
Le rang d’un systéme linéaire est le rang de la matrice (a;;)1<i<n,1<j<p- 1 r est le rang
du systéme linéaire (5), alors r < n et r < p.

8.1. Systéme de Cramer.

DEFINITION 8.3. Le systéme (S) est dit de Cramer sin =p =r c’est a dire, (5)
est un systeme de n équations a n inconnus et telle que

detA # 0.

THEOREME 8.4. Tout Le systeme de Cramer admet une solution donnée par :
X =A"1'B.

EXEMPLE 8.5.

r—y=20 (172 1)2 [z _ [0
{m+y:1 @AX_(—UQM@ xX={,)={1)=58
detA=17#0,rgA = 2,

() (3)-(22 1)
()5 ) (1)-(5)- (1)

THEOREME 8.6. Dans un systéme de Cramer, la solution est donnée par les for-
mules :

ainst

detAZ .
= =1,..n.

Ti= —F——7,t=1,
detA

Ou les A; est la matrice réduite de A, en remplacant la colonne i par le vecteur B.
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EXEMPLE 8.7.

20 +2y+2=1 2 2 1 1
(S): 2z+y—2=2 <[ 21 -1 |=| 2
3cr+y+z2=3 3 1 1 3

detA=4+#0,rgA=n=p=3 ((S) est un systeéme de cramer).

12 1

2 1 -1

detA, |3 1 1
U7 detA _7 =9/7.

2 1 1

2 2 —1

detA, |3 3 1
Y= detd — 7 = =5/7

2 2 1

2 1 2

detA; |3 1 3
ey e VA

3)Cas ou n=p et r<n :
Si on considére maintenant un systéme de n équations a n inconus, mais rgA < n c¢’est
a dire
detA =0,

dans ce cas on extrait une matrice M de A sachant que c’est la plus grande matrice
carrée inversible c’est & dire detM # 0 contenue dans A et d’ordre r c’est ce qu’on
appelle une sous-matrice, les inconnus associés & M deviennent des inconnus principales
et les (n—r) autres inconnus deviennent des parameétres ot bien ce qu’on appelle valeurs
arbitraires et on considére le systéme suivant :

I I/

annry + aprs + ...+ a,r, = bl — (CL1T+1JJT+1 + ...+ Cllnl’n) = bl
/
anT1 + awls + ... + a2T, = bo(Aor41%r41 + ... + Q2 y) = bl
+ 0% + .. + QT = bp (A1 Tpg1 + o Qe Ty) = 0
ar1T1 242 rrdr n\Wrr+1Lr41 rnin r

ce dernier est un systéme de cramer, donc il admet une seule solution (z1, ..., ) qui
dépend de (z,11,...,2,). Si cette solution vérifie les (n — r) équations restantes, alors
le systéme globale admet une infinité de solutions. Si par contre (z1, ..., x,) ne vérifie
pas une seule équation parmis les (n — r) équations restantes alors le systéme globale
n’admet de solution.

EXEMPLE 8.8.
3r —y+2z2=3 3 —1 2 T 3
(S): 2x+2y+2=2 < | 2 2 1 y | =1 2
r—3y+z=1 1 -3 1 z 1
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3 —1
2 2
rgA = 2 et on considére x,y les inconnus et z parametre, alors on obtient le systéme :

3r—y= 3-—2z
204+ 2y= 22—z

detA =0 (S) n'est pas un systeme de Cramer comme |A'| =

=8 # 0. Alors

qui est un systéme de Cramer et admet une unique solution (x,y) dépendante de z.

3—2z -1
x:1/8' o_ . 9 ‘:1—(5/8)2
3 3—-2z
y:1/8‘2 9_ . =1/8z

Reste a voir si (z,y) vérifie x — 3y + z = 1(équation réstante) on a : 1 —5/8z —
3/8z+z=1= 1= 1(vraie Vt € IR) donc le systéme admet une infinité de solutions
données par :

(1-5/82,1/82,2)/z € IR.

3)Cas ou n#p :

Si le nombre d’équations n’est pas égale au nombre d’inconnus, alors on cherche
d’abord le rang de A et on procéde comme précédement. Si M est une matrice contenue
dans A et d’ordre r et detM # 0 alors on considére le systéme de r équations a r
inconnus correspondant & M qui est un systéme de Cramer.

Si la solution vérifie les équation restantes alors le systéme globale admet une infinité
de solutions sinon il n’admet aucune solution.

EXEMPLE 8.9.
v —y=4 3 —1 . 4
(S):Q 2x+2y=3 A= 2 2 ( >: 3
T — oYy =—95 1 -5

le rang de A < 2 choisissons

M:(g _31>:>detM:87é0:>rgM:2.

on prend le systéme :

Jr—y=4 - r=11/8
2 42y =3 y=1/8

on a l’équation réstante :
r—5y=-5=11/8-5/8=6/8=3/2# =5

alors le systeme n’admet pas de solutions.
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9. Exercices Corrigés

EXERCICE 21. Soit la matrice A définie par :

) 6 -3
—-18 =19 9
-30 =30 14

(1) A est-elle inversible ? si oui déterminer son inverse A~1.

(2) Calculer A> — A —2I3 =0, avec I3 est la matrice identitée.

SOLUTION . Soit la matrice A définie par :

5 6 -3

—-18 —19 9

—-30 —30 14

(1) A est inversible si et seulement si detA # 0.
5 6 -3 5 1 -3
Al =] —-18 =19 9 |=(c—crc,=| —18 =1 9
=30 —30 14 =30 0 14
calculons suivant la colonne 2,
—-18 9 5 =3

detA = (—1)1+2(1)' 30 14 ‘+(—1)2+2(—1)‘ 30 14 ’:2#0,

d’otu le résultat.
A™Y est donnée par : A7t = 2=2C" ot C* est la comatrice de A.

~19 9 6 -3 6 -3
C”:‘ 30 14 | b ~30 14 ':6’031:‘ ~19 9 ‘:_3’
~18 9 5 -3 5 -3
012__’ ~30 14 "‘18’022_‘ ~30 14 ‘__20”332__‘ ~18 9 ‘_9’
—18 —19 5 6 5 6
s _‘ —30 —30 ‘_ —30, e = _‘ —30 —30 ‘_ —30, €53 _’ —18 —19 ‘_ 13,
ainst
4 —18 =30 4 6 -3
c=[ 6 —20 -3 |=c'=| -18 =20 9
-3 9 13 ~30 —30 13
4 6 -3 2 3 —3/2
At=1/2( -18 =20 9 | = -9 10 9/2

-30 —-30 13 —15 —15 13/2

7
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(2) Calculons A? — A — 215 = 0,

7 6 —3 2 0 0
A2 =AA=| —-18 =17 9 |, A2—A=|0 2 0 | =2L.
-30 —30 16 00 2

D’ou le résultat, on peut remarque que A(A — Iy) = 21, = AB = I,,avec
B=1/2(A-L)= A"
EXERCICE 22. Soit A une matrice définie par :

011
A=11 01
1 10

(1) Trouver a,b € IR tels que A* = a.I, + .A.

(2) En déduire que A est inverible et donner son inverse.

SOLUTION .
011
A=11 0 1
1 10
Trouvons a,b € IR tels que A* = a.I, + b.A.
2 11 1 00 011
A2=121|=a|l010|+b|101
11 2 0 01 1 10
ainsi a = 2,b = 1.
(2)
11 10
detA——'l 0‘4—‘1 1‘—27&0

d’ot A est inversible.
A2—A=2l; = AA-L)=2L= A(1)2(A- L)) =1,
ainsi A7 = 1/2(A — I3)

-1 1 1
Alt=1/2 1 -1 1

EXERCICE 23. Soit la matrice associée & Uapplication f définie sur IR® suivant
la base canoniquede IR?.

(1) Déterminer 'application f.
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(2) Déterminer ker f et Imf et leur dimension, f est-elle bijective ?

(3) Soit S ={vy =(1,1,1),v9 = (1,0,1),v3 = (2,—1,0)}
a) Monter que S est une base de IR®.
b) Donner la matrice associée a f suivante la base S.

SOLUTION . (1) Determinons 'application f.
1 -1 5 T

fla,y,z) =13 0 2 y | =(z—y+52 3v+22 zt+y+4z).
1 1 4 z

(2) ker f = {(z,y,2) € R*/f(z,y,2) = (0,0,0)}
ker f = {(0,0,0)}.
alors dimker f = 0,(f est injective).
Imf ={f(z.y,2)/(z.y,2) € R’}
Imf={z(1,3,1) +y(—=1,0,1) + 2(5,2,4) /z,y, z € IR}

la famille {(1,3,1),(—1,0,1),(5,2,4)} est libre car det((1,3,1),(—1,0,1),(5,2,4)) =

23 # 0, alors dim Imf = 3, (f est surjective), d’ou f est bijective.

(3) Soit S = {v, = (1,1,1),v5 = (1,0,1),v3 = (2, —1,0)}
a) S est une base de IR® < det(vy, vy, v3) # 0,

11 2 113
det(vl, V2, U3> =10 —1 =C3=C14+C3— 1 0 0|=2 7£ 0.
11 0 111

b) On note A’ la matrice associée a [ suivante la base S. A’ = P~YAP, avec

11 3 1/2 1 —=1/2

0 et faisons un changement de base P~ = | —1/2 —1 3/2

( 1 ) 12 0 -1/2
1
0
1

5 12 1 —1/2 12 5 —10
2 ~1/2 -1 3/2 | = 7/2 2 —9/2
4

0

1
1 —1
3
1 /2 0 —1/2 8 5 -8

1
A=1|1
1

_ O W

EXERCICE 24. Soit la matrice A définie par :

0 2 -1
A= 3 =2 0
-2 2 1

(1) Déterminer les valeurs propres de A.
(2) Montrer que A est diagonalisable.

(3) Déterminer P, calculer A*.
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SOLUTION .
0 2 -1
A= 3 =2 0
-2 2 1
déterminons les valeurs propres de A, soit A € IR,
A2 -1
Pi(A\) = A= \3| = 3—A =2 0 =(1=-XNA+4)(A-2)
—2-X 2 1

les valeurs propres sont 1,2 et —4.
(2) A est diagonalisable car elle admet trois valeurs propres dictinctes.

(3) Cherchons les vecteurs propres.

Pour A =1:
20—z == —o+2y—2=0 B
By ={v=(z,y,2) € R*JAv=v} = 3x—2y=y =< 3r—3y=0 :>{:1::y
—2r+2y+z==z —2r+2y=0 reE
Ey={z(1,1,1)/x € IR,v; = (1,1,1) est vecteur propre associé a 1.
Pour A\ =2 :
20—z =2x —2x4+2y—2=0
={v=(,y,2) € R*/Av =20} = 32 —2y=2y =< 3r—4y=0
—2x4+2y+2=2z —2x4+2y—2=0
x=4/3y
;‘{ 2= (=2/3)y

= {y(4/3,1,-2/3)/z € IR, vy = (4,3, —2) est vecteur propre associé a 2.

Pour A=1:
2y — z = —4x
—{v=(2,y,2) € R®JAv = —4v} = { 3z —2y+ = 4y ;»{ m:;@/?))y
—2x+2y+ 2z = —4z -

E_y={z(1,-2/3,1)/z € IR,v; = (2,—3,2) est vecteur propre associé a —4.
Ainsi

1 4 2
P=|1 3 -3
1 -2 2
10 0
A=PDP ' avecD=1| 0 2 0 |, alors
00 —4
1 (1 2 0 0 —12 —18
A’f:PD’fP*:%. 1 0 -5 0 5
1 (—4)* -5 6 -1
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o
[0 12 18 0 -5 —5
Pl=—"( -5 0 5 |.det(P)=-30,C'=| —12 0 6
30\ 5 6 -1 18 5 -1

vous pouver calculer P~ en utilisant le changement de base.

[ B2 - 10(—4)F 124 12(=4)F —18 4 5.2M2 — 2(—4)
AF = el —15.2F —15(—=4)F  —12+15(—4)F —18 + 5.2k+1 4 3(—4)k
52841 —10(—4)F 12+ 15(—4)F —18 4 5.2k — 2(—4)*

EXERCICE 25. Résoudre le systéme suivant :

r+y+z=3
(S):S 204+y+z2=2
r+2y+z2=1
SOLUTION .
r+y+z=3 1 11 3
(S):¢ 2x+y+2z=2 < | 211 |=1]2
r+2y+z=1 1 2 1 1

detA=1#0,rgA=n=p=23 ((S) est un systéme de cramer).

31 1

2 1 1
Cdetay |12 1]
T detA T 1 T

13 1

2 2 1
Cdetdy |1 V1]
Y= %eaa = 1~ ©

113

2 1 2
detay |12 1|
Z_detA_ 1 -

EXERCICE 26. Résoudre le systéme suivant :

3r+y—22+3t=0
(S): —x+2y—4z2+6t=2
20 —y+22—-3t=0
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SOLUTION .
304+y—2:+3t=0 3 1 -2 3 v 0
(S):Q —z+2y—4dz+6t=2 < [ -1 2 —4 6 Yl=|2
20—y +2z—3t=0 2 -1 2 -3 ';f 0
3 1 o .
le rgA < 3. On prend M = ( 1 9 ) ydetM = T # 0. On considere le systéme

sutvant :
3r+y=22—3t x=-=2/7
—r+2y=2+4z— 6t y=2z—3t+6/7
st on remplace dans la troisiéme équation on aura :
20 —y+22—-3t=—-4/7T—2243t—6/7T+2z—3t=—-10/7T#0

donc le systeme n’admet aucune solution.
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