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CHAPITRE 1

GROUPES

1. Généralités sur les groupes
1.1. Définition. — Un groupe est la donnée d'un ensemble G muni d'une loi de compo-
sition
GxG - G
(81,8) — 818
et d'un élément neutre e € G satisfaisant les propriétés suivantes
1° associativité : pour tous g1, g2, g3 dans G, on a
(8182)83 = 81(8283) ;
2° élément neutre (nécessairement unique)
VgeG ge=eg=g;
3° inverse : chaque élément g de G admet un inverse (nécessairement unique), c’est-
a-dire un élément g~! de G tel que
ggl=g'g=e
On note aussi souvent 1 I’élément neutre. Pour tout élément g d'un groupe G, et tout
neZ, onnote

n fois
—— .
g---g sin>0;
g"= e sin=0;
—n fois
—_—~—

gil-ugf1 sin<0.

Si m, n €Z, on a alors la formule habituelle
gm+n - gmgn
On dit que G est abélien (ou commutatif) si, pour tous g1,82 € G,on a g1g> = g281-

Dans ce cas, on note généralement la loi de composition additivement (g1 + g2), I'élément
neutre 0, et 'inverse de g est appelé I'opposé, noté —g.
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On dit que le groupe G est fini si c’est un ensemble fini. On appelle alors son cardinal
son ordre, noté |G|.

Si G et G’ sont des groupes, on peut former un groupe G x G’ appelé produit direct en
munissant I'ensemble produit de la loi de composition (g1, g}) (82, &5) = (8182, 81 85)-

Exemples 1.1. — 1° La paire (Z, +) est un groupe abélien.

2° Si K est un corps D (comme Q, Rou Q), (K, +) et (K*, x) sont des groupes abéliens;
plus généralement, pour un anneau A, on a le groupe abélien (A, +) et le groupe multipli-
catif (A™, x) des unités de A (les éléments de A inversibles dans A).

3° Pour tout entier n € N*, la paire (Z/nZ, +) est un groupe fini d’ordre n. Ces groupes
sont dits cycliques.

4° Si X est un ensemble, I’ensemble Bij(X) des bijections de X dans X, muni de la com-
position des applications, est un groupe. En particulier, le groupe symétrique &,, des bi-
jections de 'ensemble {1,..., n} est un groupe fini d’ordre n!, non abélien pour n = 3.

5°SiKest un corps, les matrices 7 x ninversibles a coefficients dans K forment le groupe
général linéaire GL, (K). Si E est un K-espace vectoriel, les applications linéaires bijectives
de E dans E forment un groupe GL(E) ; si E est de dimension finie r, le choix d'une base de
E fournit un isomorphisme entre GL(E) et GL, (K). Les applications affines bijectives de E
dans E (c’est-a-dire les applications du type x — u(x) + b, avec u € GL(E) et b € E) forment
aussi un groupe, le groupe général affine, noté GA(E).

6° Plus généralement, si A est un anneau commutatif, on peut former le groupe GL (A)
des matrices inversibles d’ordre n a coefficients dans A : il s’agit exactement des matrices
dont le déterminant est dans A* ®. Par exemple, le groupe GL,(Z) est constitué des ma-
trices n x n a coefficients entiers de déterminant +1.

Exercice 1.2. — Soit G un groupe tel que g2 = e pour tout g € G. Montrer que G est abélien.

Exercice 1.3. — Montrer que GL;(Q) est dense dans GL (R).

1.2. Sous-groupes, générateurs. — Une partie H d’'un groupe G est appelée un sous-
groupe (on note H=G, et H < G si de plus H # G) si la loi de composition de G se restreint
a H et en fait un groupe, ce qui est équivalent aux propriétés suivantes :

1° eeH;
2° pourtous hy,hp e H,ona hyhy, €eH;
3° pourtout he H,onah~' € H.

Exemples 1.4. — 1° Lintersection d'une famille quelconque de sous-groupes d'un
groupe G est un sous-groupe de G.
2° Les sous-groupes de Z sont les nZ pour n € N.

1. Dans ces notes, un corps est toujours commutatif, sauf mention expresse du contraire.

2. Si une matrice M admet un inverse M~! a coefficients dans A, on obtient, en prenant les dérteminants
dans la formule M-M™! = I, la relation dét(M)dét(M~!) = 1, qui entraine que dét(M) est inversible dans A.
Inversement, si dét(M) est inversible dans A, la formule M- ‘com(A) = dét(M)],, entraine que M admet un inverse
a coefficients dans A.
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3° Le groupe O, (R) des matrices M de taille n x n réelles orthogonales (c’est-a-dire qui
satisfont “MM = I,,) est un sous-groupe du groupe GLj, (R).

4° Soit n un entier = 2. Le groupe diédral D,, des transformations orthogonales de R?
préservant les sommets d'un polygone régulier a n cotés centré a 1'origine est un sous-
groupe d’ordre 27 de O2(R) : si r est la rotation d’angle 27” et s la symétrie par rapport a
une droite passant par I'un des sommets, on a

n-1

n—-1
D, ={ld,r,...,r"" " s,rs,...,r"" s},

avec rsrs =Id. On peut voir aussi D,, comme un sous-groupe du groupe &, puisque ses
éléments permutent les n sommets du polygone.
5° Le centre
Z(Q)={heG|VYgeG gh=hg}

d’un groupe G est un sous-groupe de G. Le groupe G est abélien si et seulement si Z(G) = G.
Par exemple, le centre de GL;, (K) est constitué des homothéties.

Exercice 1.5. — Quel est le centre du groupe Dj; ?
Exercice 1.6. — Quel est le centre du groupe G, ?
Proposition 1.7. — Soit A une partie d’'un groupe G. Il existe un plus petit sous-groupe de

G contenant A. On U'appelle sous-groupe engendré par A et on le note (A).

Démonstration. — 11y a deux constructions équivalentes. La premiere consiste a définir
(A) comme l'intersection de tous les sous-groupes de G contenant A (utiliser 'ex. 1.4.1°).
La seconde construction consiste en la description explicite :

(A ={x{'x5? x| neN, x; €A, g € {1,-1}}.

O

Une partie A de G est une partie génératricede G, ou engendre G, ou est un ensemble de
générateurs de G, si (A) = G. On dit que G est de type fini s’il admet une partie génératrice
finie. Tout groupe fini est bien str de type fini.

Attention : un sous-groupe d’'un groupe de type fini n'est pas nécessairement de type
fini (cf. exerc. 1.11) !

Exemples 1.8. — 1° Soit n € N*. Le groupe Z/nZ est engendré par la classe de tout entier
premier a n.

2° Voici trois ensembles de générateurs pour le groupe symétrique S, :

— toutes les transpositions;

— les transpositions (12), (23),...,(n—1) n);

— la transposition (12) et le cycle (12---n).

3° Avec les notations précédentes, le groupe diédral D, est engendré par la rotation r et
la symétrie s.

Exercice 1.9. — Montrer qu'un groupe de type fini est dénombrable.

Exercice 1.10. — Montrer que le groupe (Q, +) n’est pas de type fini.
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Exercice 1.11. — Soit G le sous-groupe (de type fini) de GL2(Q) engendré par les matrices

2 1 1
( 0 (1)) et ( 0 1). Montrer que le sous-groupe de G qui consiste en les éléments de G dont les

coefficients diagonaux sont tous les deux égaux a 1 n’est pas de type fini ®.

1.3. Morphismes (de groupes). — Un morphisme de groupes est la donnée d'une appli-
cation f : G — G’ entre groupes, satisfaisant

Vg, 82€G  f(g18)=f(g1)f(g).

Si f est bijective, son inverse f~! est aussi un morphisme (de groupes) et on dit que f est
un isomorphisme. Si en outre G = G/, on dit que f est un automorphisme de G.
Si f:G— G est un morphisme de groupes, le noyau etl'image de f,

ker(f)={geGlf(g) =¢e} , im(f)={f(glgeG

sont des sous-groupes de G et G’ respectivement. Plus généralement, I'image inverse par
f de tout sous-groupe de G’ est un sous-groupe de G, et 'image par f de tout sous-groupe
de G est un sous-groupe de G'.

Le morphisme f estinjectif si et seulement si ker(f) = {e} ; il est surjectif si et seulement
siim(f) =G'.

Exemples 1.12. — 1° Soit n € N. La surjection canonique Z — Z/nZ est un morphisme
surjectif. Son noyau est le sous-groupe nZ de Z.

2° Lasignature e : G, — {+1} estun morphisme de groupes, surjectiflorsque n = 2, dont
le noyau est le groupe alterné 2.,,.

Ce groupe est engendré par les 3-cycles (abc), car (ab)(ac) = (ach) et (ab)(cd) =
(acb)(acd).

3° Lapplication exponentielle exp : (C,+) — (C*, x) est un morphisme surjectif. Son
noyau est le sous-groupe 2inZ de C.

4° Soit K un corps. Le déterminant dét : GL, (K) — K* est un morphisme surjectif. Son
noyau est le groupe spécial linéaire des matrices de déterminant 1; il est noté SL,(K).

5° Lensemble des automorphismes d'un groupe G, muni de la loi de composition des
applications, est un groupe noté Aut(G).

Si g € G, 'application
g:G — G
X +— gxg_l

est un automorphisme de G. Un tel automorphisme de G est appelé automorphisme inté-
rieurde G et

1:G— Aut(G)

est un morphisme de groupes dont le noyau est le centre Z(G).

3. Un théoreme de Higman, Neumann et Neumann dit que les sous-groupes des groupes de type fini sont
tous les groupes dénombrables (dont la plupart ne sont pas de type fini!).
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1.4. Classes a gauche. — Soit H un sous-groupe d'un groupe G. On définit sur G une
relation d’équivalence & par

g1#g << 3TJheH g =gh

Les trois propriétés caractéristiques des relations d’équivalence (réflexivité, symétrie,
transitivité) se vérifient facilement. La classe d’équivalence d'un élément x € G est
gH = {gh | h € H}. Les parties gH (pour g € G) sont appelées classes a gauche de G, et
I'ensemble quotient de G par %, c’est-a-dire I'ensemble des classes a gauche, est noté
G/H. Si cet ensemble est fini, son cardinal, noté [G: H], est appelé I'indice de H dans G.

On peut définir aussi les classes a droite comme les ensembles Hg = {hg | h € H}, et
I’ensemble des classes a droite est noté H\G. Heureusement, il est a peu pres indifférent
d’utiliser des classes a droite ou a gauche, car 'application inverse ¢ : G — G, g — g},
envoie gH sur Hg ™!, donc envoie classes a gauche sur classes a droite, induisant ainsi une
bijection

G/H— H\G.
Soit g € G. LUapplication H — G, h — gh, induit une bijection
H— gH.

En particulier, si H est fini, le cardinal d'une classe a gauche gH est égal a 'ordre de H. Les
classes a gauche forment donc une partition de G par des classes de méme cardinal. On
en déduit le résultat suivant.

Théoreme de Lagrange 1.13. — SoitH un sous-groupe d’'un groupe fini G. On a
|Gl = HI[G: H].
En particulier, l'ordre d’'un sous-groupe de G divise l'ordre de G.

Exercice 1.14. — Soit G un groupe de type fini et soit H un sous-groupe d’indice fini de G.
Montrer que H est de type fini (Indication :si a1, ..., ay engendrent G, etsi g1 H, ..., g,H sont
les classes a gauche, avec g1 = e, on pourra montrer que I'ensemble fini Hn {gi_lakgj 1<
k<m, 1<1i,j<n}engendre H).

1.5. Sous-groupes distingués. — On dit qu'un sous-groupe H d’'un groupe G est un sous-
groupe distingué, ou sous-groupe normal, et on note H JG (et H <G si de plus H # G), s'il
est stable par tout automorphisme intérieur, c’est-a-dire si

VgeG VYheH ghgleH.

Pour tout groupe G, les sous-groupes {e} et G de G sont distingués. Le groupe G est dit
simples’il n’a pas d’autre sous-groupe distingué et si G # {e}.

Si f: G — G’ est un morphisme de groupes, ker(f) <G (attention, il est faux en général
que I'image soit un sous-groupe distingué) ; plus généralement, si H' <G/, ona f ! (H') <G.

Il est important de noter que si H est distingué dans G, les classes a droite sont égales
aux classes a gauche : pour tout g € G, on a gH = Hg puisque gHg ! = H. Ainsi G/H = H\G.
La réciproque est vraie : si H est un sous-groupe de G tel que G/H = H\G, alors H est
distingué dans G.
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Exemples 1.15. — 1° Dans un groupe abélien, tous les sous-groupes sont distingués.

2° Le groupe alterné 2, est distingué dans le groupe symétrique &,,, car c’est le noyau
du morphisme signature. Si n = 3, ce dernier n’est donc pas simple.

3° Si K est un corps, le sous-groupe SL,(K) de GL,(K) est distingué, car c’est le noyau
du morphisme déterminant.

Exercice 1.16. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G d’indice 2. Montrer que H
est distingué dans G.

1.6. Quotients. — Soit H un sous-groupe d’'un groupe G. On souhaite munir G/H d’'une
structure de groupe telle que I'application (surjective)

p:G — G/H
qui envoie un élément sur sa classe a gauche soit un morphisme de groupes. L'élément
neutre de G/H doit nécessairement étre p(e) = eH, donc le noyau de p doit étre la classe

de e, c’est-a-dire H. Il faut donc que H soit distingué dans G. Montrons que cette condition
est suffisante.

Théoreme 1.17. — Si H est un sous-groupe distingué de G, il existe sur G/H une unique
structure de groupe telle que la surjection p : G — G/H soit un morphisme de groupes.

Si H est un sous-groupe distingué de G, on a G/H = H\G et on obtient le méme groupe
quotient en considérant les classes a droite ou a gauche.

Démonstration. — Pour que p soit un morphisme de groupes, il faut que la loi de com-
position sur G/H vérifie

(g1H)(g2H) = g182H. 1)

La premiere chose a faire est de vérifier que cette formule ne dépend pas des choix de g;
et g» dans leurs classes : si g = gy et go = g,h, 0na

8182 =81 goha = g1 85(g5 g ha.

Puisque H est distingué dans G, on a g, 'hi g, € H, donc g1gH = g} g,H. La formule
(1) définit donc bien une loi de composition sur G/H. On vérifie qu'il s’agit d'une loi de
groupe. O

Soit H un sous-groupe distingué d'un groupe G et soit p : G — G/H la surjection cano-
nique. On vérifie que les applications
{sous-groupes de G/H} — {sous-groupes de G contenant H}
K/ — p—l (K/)
pK) — K

sont des bijections inverses I'une de 'autre. De plus, K’ est distingué dans G/H si et seule-
ment si p~! (K) est distingué dans G.
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Exemple 1.18. — Le groupe Z/nZ est le groupe quotient de Z par nZ. On peut en déduire
les sous-groupes de Z/nZ : leur image réciproque par la surjection p : Z — Z/nZ est un
sous-groupe de Z contenant nZ, donc de la forme dZ pour d|n, donc les sous-groupes de
Z/nZ sont exactement les sous-groupes cycliques engendrés par les entiers d tels que d|n.
En particulier, le groupe Z/nZ est simple si et seulement si n est un nombre premier.

Théoreme 1.19 (Propriété universelle du quotient). — Soit G un groupe, soit H un sous-
groupe distingué de G et soit [ : G — G' un morphisme de groupes. Siker(f) 2 H, il existe un
unique morphisme f : G/H — G tel que f = f o p, c'est-a-dire que le diagramme suivant est
commutatif

I

G— ¢

;
e

P .
o f

G/H.
En outre, ker(f) =ker(f)/H etim(f) =im(f).

Démonstration. — On veut poser f (xH) = f(x). Cela a un sens a condition que f(xh) =
f(x) pour tout h € H, c’est-a-dire f(h) = e, ce qui est précisément le cas puisque ker(f) 2
H. Lapplication f : G/H — G’ ainsi définie est manifestement unique. On vérifie que c’est
un morphisme, avec le noyau et 'image indiqués. O

Corollaire 1.20. — Si f : G — G’ est un morphisme de groupes, f : Gl ker(f) — im(f) est
un isomorphisme.

Démonstration. — On applique le théoréme a f : G — im(f), coincidant avec f mais
dont on a restreint le but, et a H = ker(f). On obtient f : G/ ker(f) — im(f), avec ker f =
ker(f)/ker(f) ={e} etim f =im f =im(f). O

Corollaire 1.21. — Le sous-groupe (g) engendré par un élément g d’'un groupe G est iso-
morphe aZ s'il est infini, aZ/ nZ s'il est fini, avec n € N*. On appelle alors n l'ordre de g.

En particulier, par le théoreme de Lagrange (th. 1.13), 'ordre d'un élément d'un groupe
fini G divise 'ordre de G, et un groupe d’ordre un nombre premier p est nécessairement
isomorphe au groupe cyclique Z/ pZ.

Démonstration. — Le morphisme
$g:Z — G
n — g"
a pour image (g). Soit ¢ est injectif, auquel cas il induit un isomorphisme Z—(g), soit

son noyau est un sous-groupe nZ de Z, avec n € N* (ex. 1.4.2°), auquel cas ¢ induit, par
le corollaire précédent, un isomorphisme ¢ ¢ ZInZ-—(g). O

Exemples 1.22. — 1° On a un isomorphisme G, /2, = Z/2Z provenant du morphisme
signature (on peut aussi dire que ce groupe quotient a deux éléments, donc il est néces-
sairement isomorphe a Z/2Z).



14 CHAPITRE 1. GROUPES

2° La restriction du déterminant au groupe diédral D,, < O2(R) induit une surjection
D, — {£1}. Son noyau est le sous-groupe de D, engendré par la rotation r. Il est d’indice 2
et estisomorphe a Z/nZ.

3° Le morphisme t : G — Aut(G), défini par 1(g)(x) = gxg~!, a pour noyau le centre Z(G)
etimage le sous-groupe Int(G) des automorphismes intérieurs de G, donc Int(G) = G/Z(G).

4° Le groupe Int(G) des automorphismes intérieurs de G est distingué dans Aut(G). On
appelle le quotient Out(G) := G/ Int(G) le groupe des automorphismes extérieurs de G.

Proposition 1.23. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe distingué de G.
1°SiG est de type fini (cf. §1.2), G/H est aussi de type fini™®.
2°SiH et G/H sont de type fini, G est de type fini.

Démonstration. — 1° Limage dans G/H d’une partie génératrice finie de G est une partie
génératrice finie de G/H.

2° Soit A une partie finie de G dont 'image dans G/H engendre G/H, et soit B une partie
génératrice finie de H. Soit x un élément de G. Sa classe dans G/H s’écrit

T=x1% ..._Em— €148, Em
X=X X, Xy =X Xy Xy
avece...,ep €{1,-1} et x1,..., X, € A. Cela entraine
_Em... —€2,.7€]
Xm x, “x; xe€H.
et on peut donc écrire
! ! !
—€m —€ —€ . _ & & €n
xm ...xz xl x_yl y2 ...yn ,
avece...,e, €{1,-1} et yy,..., y, € B. On en déduit

!

x= x5 ...x;myfiygz...y;’n,
ce qui prouve que AU B engendre G. O
Exercice 1.24. — Soit F4 un corps fini a g éléments. Montrer
IGL,(F)l = (@"-D@"-@)(q"-q"™D,
SLn(Bg)l = (¢"-D"~q)-(@"~q"g" "
Exercice 1.25. — On rappelle que GL;(Z) est le groupe des matrices carrées d’ordre 7 a co-

efficients entiers, dont le déterminant est +1.

a) Montrer que les éléments de GLy(Z) qui sont d’ordre fini sont d’ordre 1,2,3,4 ou 6 (Indica-
tion : on pourra considérer les valeurs propres des matrices d’ordre fini).

b) Déterminer une fonction f : N — N telle que tous les éléments de GL;(Z) qui sont d’ordre
fini sont d’ordre < f(n) (Attention, c’est beaucoup plus difficile!).

Exercice 1.26. — Soient K et H des sous-groupes distingués d'un groupe G avec K<H. Mon-
trer que le sous-groupe H/K de G/K est distingué et que (G/K)/(H/K) = G/H.

Exercice 1.27. — Soient H et K des sous-groupes d'un groupe G, avec H < G. Montrer que
HK:={hk| h e H, k € K} estun sous-groupe de G, que HK = KH = HKH, que HnK est distingué
dans K et que les groupes HK/H et K/ (HnK) sont isomorphes.

4. Onavudans'exerc. 1.11 que H n’est pas nécessairement de type fini.
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Exercice 1.28. — Soit K un corps et soit E un K-espace vectoriel. Montrer que le groupe des
translations de E est un sous-groupe distingué du groupe affine GA(E) (cf. ex. 1.1.5°) iso-
morphe au groupe additif (abélien) (E, +) et que le groupe quotient est isomorphe a GL(E).

Exercice 1.29. — Lebut de cet exercice est de montrer que tout sous-groupe fini G du groupe
multiplicatif d'un corps K est cyclique. En particulier, le groupe multiplicatif d’'un corps fini
est cyclique.

La seule propriété qu’on utilisera est que I'équation x" = 1k a au plus n solutions dans K.
Soit g un élément de G d’ordre maximal d et soit / un autre élément de G, d’ordre e.
a) Supposons que e ne divise pas d. 1l existe alors ¢, puissance de nombre premier, qui
divise e mais pas d. Soit r 'ordre de ghe“i. Montrer que g divise ppcm(d, r), puis que r
est divisible par ppcm(d, q), et aboutir a une contradiction (Indication : on pourra calculer
(her/q)d/pgcd(d,r)).

b) On a donc e | d. En déduire que g engendre G.

Exercice 1.30. — SoitF4 un corps fini a g éléments. Le but de cet exercice est de montrer que
I'ordre maximal d'un élément de GL, (F4;) est exactement q"-1.

a) Soit M € GL; (F4). Montrer que I'ensemble {P(M) | P € F4[X]} contient au plus 4" éléments
(Indication : on pourra utiliser le théoréme de Cayley-Hamilton). En déduire que I'ordre de
M dans le groupe que GLy,(Fj) est au plus g” — 1. Montrer par un exemple que cet ordre ne
divise pas nécessairement g —1.

b) Inversement, montrer qu'il existe un élément de GL,, (F4) d’ordre q" —1 (Indication : on ad-
mettra qu'il existe un corps F4n de cardinal q" contenant F; comme sous-corps (cf. th. IL1.1);
si x engendre le groupe multiplicatif (F;», x) (exerc. 1.29), on considérera une matrice de po-
lyndme caractéristique le polyndme minimal de x sur Fg).

1.7. Quotients d’espaces vectoriels. — Si V est un K-espace vectoriel et W <V un sous-
espace vectoriel, alors en particulier, pour la structure de groupe abélien, W est un sous-
groupe de V donc on peut former le quotient V/W. Dans ce cas, la structure de K-espace
vectoriel passe aussi au quotient, en définissant pour x € V la multiplication par le scalaire
A e Kdans V/W par A(x+W) = (Ax) + W : en effet, si on prend un autre représentant y =
x+ f (f € W) de la classe de x dans V/W, alors Ay = Ax + Af représente bien la classe
Ax+W € V/W puisque A f € W. La surjection

p:V—V/W

est alors aussi une application linéaire de noyau W et la propriété de factorisation (théo-
reme 1.19) reste valable en remplacant les morphismes de groupes par des applications
linéaires : si ¢ : V— V' est une application linéaire telle que ker ¢ 2 W, elle se factorise, de
maniére unique, par une application linéaire ¢ : V/W — V' telle que ¢ = ¢ o p. A nouveau,
cette propriété caractérise le quotient.

Si on choisit dans V un supplémentaire W' de W, de sorte que V=W & W’, la restric-
tion plw : W' — V/W est un isomorphisme linéaire. Via cet isomorphisme, I'application
linéaire induite au quotient, ¢, peut s’'identifier a la restriction ¢y, mais ce n’est pas in-
trinseéque, car le supplémentaire W’ n’est pas unique.

Attention, cette propriété est particuliere aux espaces vectoriels : dans le cas des
groupes, si HJG, en général G n’est pas isomorphe au produit H x G/H (cf- ex. 1.22.2°).
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2. Groupes opérant sur un ensemble

2.1. Actions de groupe. — Une action (a gauche ®) d'un groupe G sur un ensemble X est
la donnée d'une application

GxX — X
(&x) — §g'x
telle que
1° pourtoutxeX,onae-x=x;
2° pourtout xe Xettous g1,82€G,onag;-(g2-x)=(g182) - X.
Il résulte de cette définition que, si on pose ®g(x) = g-x,0ona
D, =Idx, @g 0Dg, =Dg, g,
Une action du groupe G sur I'ensemble X est donc la méme chose qu'un morphisme de
groupes
?:G — BijX) 2
g — o
ol Bij(X) est le groupe des bijections de X.
Exemples 2.1. — 1° Pour tout ensemble X, le groupe Bij(X) agit sur X. En particulier, le
groupe symétrique &, agit sur 'ensemble {1,..., n}.

2° Soit K un corps. Le groupe GL;,(K) opére sur K”.
3° Le groupe SL;(R) opére sur le demi-plan de Poincaré .7 = {z € C| Im(z) > 0} par

(a b) Z_az+b
c d) " cz+d’

4° Si H<G, alors G opeére sur 'ensemble G/H des classes a gauche par g- (xH) = (gx)H.
Dans le cas particulier out H = {e}, on obtient 'action de G sur lui-méme par translation a
gauche.

2.2. Orbites. — Soit G un groupe opérant sur X. On vérifie que la relation
xRy <— 3dgeG y=g-x

est une relation d’équivalence sur X. La classe d’équivalence d'un élément x de X est son
orbite

Gx:={g-x|geG},

de sorte que G est réunion disjointes de orbites sous G. On appelle 'ensemble des orbites
de X sous G le quotient deX par G, noté G\X ©.

5. On utilise parfois les actions a droite, notées (g, x) — x- g, et satisfaisant la relation (x- g)- g’ = x- (gg’). Ce
n'est pas une action a gauche, mais une action a droite, notée -4, se rameéne a une action a gauche, notée -, en
considérant g-x=x-4 gL

6. Dans cette notation, le groupe est placé a gauche pour une action a gauche. Pour une action a droite, 1'or-
bite de x est en bijection avec G \G et le quotient est noté X/G.
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Le stabilisateur de x est le sous-groupe de G défini par

Gy:={geGlg-x=ux}

Lapplication
G — Gx
§ — §X
se factorise en une bijection
G/Gy— Gx 3)

entre 'espace des classes a gauche de Gy et 'orbite de x. En particulier, si G est fini, il
résulte du théoréeme de Lagrange (th. 1.13) que les orbites sont finies et que leur cardinal
divise |G].

Les stabilisateurs des points d'une méme orbite sont tous conjugués : pour tout x € X
ettout g€ G,ona

ng = ngg_l-

Laction de G est transitive si G n'a qu'une seule orbite dans X. Dans ce cas, par (3),
I'action de G induit une bijection de G/Gy avec X, pour tout x € X. En particulier, si G est
fini, X I’est aussi et son cardinal divise |G]|.

Laction de G est fidéle si I'application ® de (2) est injective. Dans le cas général, ® se
factorise en

G—2 5 BijX)

| A

G/ ker®.

On obtient donc une action fidéle du quotient G/ ker® sur X : toute action se factorise
ainsi en une action fidele.

Exemples 2.2. — 1° Soit K un corps. Pour n = 1, 'action de GL,(K) sur K" est fidele et les
orbites sont K" —{0} et {0}. L'action du groupe affine GA(K") (cf. ex. 1.1.5°) sur K" est fidele
et transitive.

2° Pour 'action (fidele) du groupe orthogonal O, (R) sur R” (cf. ex. 11.4.3.2°), les orbites
sont les spheres de rayon > 0, ainsi que {0}. Le stabilisateur d’'un point non nul est (iso-
morphe a) O,_;(R), donc, par (3), on a une bijection O, (R)/0;,-;(R) = s,

3° L'action décrite plus haut du groupe SL,(R) sur le demi-plan de Poincaré est transi-
tive. Elle n’est pas fidele (le noyau de I'action est {+15}).

4° Soit K un corps. Le groupe K* agit sur K" —{0} et le quotient est

K*\(K" — {0}) = {droites vectorielles de K"},

appelé I'espace projectif (sur K) et noté P! (K).
5° Si 0 € G, on considere 'action du groupe (o) sur {1,...,n}. Alors {1,...,n} est la

réunion disjointe des orbites :
.

{lr”-;n}:l_loi.

1
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On peut poser

o(x) sixeO;,
o;(x)= .
X six¢O;.

Alors o; est un cycle de support O;, ona 0;0; =0;0; et
o=01--0y.

On démontre ainsi que toute permutation se décompose (de maniére unique) comme
produit de cycles a supports disjoints (qui commutent donc deux a deux).

Exemple 2.3 (Théoreme de Cayley). — Laction de G sur lui-méme par translation a
gauche, définie par g- x = gx, est fidele. Si G est fini, on en déduit un morphisme injectif
G — g (qui dépend de la fagon dont on numérote les éléments de G).

Exercice 2.4. — Soit G un groupe fini d’ordre n.

a) Montrer que G est isomorphe a un sous-groupe de 2(,,, et méme de A ;;42.

b) Soit K un corps. Montrer que G est isomorphe a un sous-groupe de GL;(K) et a un sous-
groupe de SL;; 41 (K).

¢) Montrer que G est isomorphe & un sous-groupe de O;—1 (R).

Exercice 2.5. — Soit G un groupe fini d’ordre 2n, avec n impair.

a) Montrer que G contient un élément d’ordre 2 (Indication : on pourra compter le nombre de
paires (g,g~1)).

b) Montrer que 'image du morphisme injectif G — &3, donné par le théoreme de Cayley
(ex. 2.3) n'est pas contenue dans 2.

¢) En déduire que G contient un sous-groupe distingué d’indice 2.

Exercice 2.6. — Soit G un groupe opérant fidelement et transitivement sur un ensemble X
de cardinal p premier et soit H <G un sous-groupe distingué, H # {e}. Montrer que H opere
transitivement sur X.

Exercice 2.7. — Soit G un sous-groupe de &, opérant transitivement sur'ensemble {1, ..., i}
et contenant une transposition et un p-cycle, ol p est un nombre premier > n/2. Le but de
I'exercice est de montrer G = Gj,.

Sia,befl,...,n},onécrita~ bsia=Db,ousia#betquelatransposition (ab) est dans G.
a) Montrer que ~ est une relation d’équivalence sur I'ensemble {1,..., n}.
b) Sia ~ b et g € G, montrer g(a) ~ g(b).
¢) Montrer que toutes les classes d’équivalence pour ~ ont le méme cardinal r et que r = 2.
d) Soit s le nombre de classes d’équivalence pour ~. Montrer n = rs et r = p. Conclure.

2.3. Conjugaison. — Ilyaune autre action de G sur lui-méme, donnée par le morphisme
G — Aut(G) défini par g-x = gxg~! (action par conjugaison). Dans ce cas, le stabilisateur
d’un élément x € G est appelé le centralisateur de x, noté C(x). Les orbites sont appelées
classes de conjugaison de G.

Explicitons cette action dans le cas du groupe symétrique.

Proposition2.8. — Sic = (a;---ay) € S, estunk-cycleett1e€ Sy, ona
1ot ! = (t(ay) - T(ag). )

Tous les k-cycles sont conjugués dans G ,.
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Les classes de conjugaison de G,, sont en bijection avec les partitions de n :

n=ki+--+k,, reN 1<k <---<k.

Démonstration. — Six ¢ {1(ay),...,T(a;)}, alors 1) ¢ ay,..., a;} donc tot 1 (x) = x.Si
en revanche x = 1(a;), alors tot l(x) = 10(a;) = t(a;+1). Cela prouve la premiere partie
de la proposition.

Pour la seconde, écrivons o = 07 - -- 0, comme produit de cycles a supports disjoints de
longueurs ky, ..., kr, qu'on peut ordonner de sorte que 1 < k; <--- < k;. Alors

tot = (TO’lT_l)---(TGrT_l) (5)

est encore un produit de cycles disjoints de mémes longueurs ki, ..., k, que ceux de o,
donc une classe de conjugaison détermine bien une partition de n = kj +--- + k. Récipro-
quement, compte tenu des formules (4) et (5), on voit que des permutations correspon-
dant a la méme partition sont conjuguées. O

Exemple 2.9. — 1° Les 2 partitions de 2 sont 1 + 1 et 2. Les classes de conjugaison corres-
pondantes dans S, sont {Id} et {(1,2)}.

2° Les 3 partitions de 3 sont 1 +1+1, 1+2 et 3. Les classes de conjugaison correspon-
dantes dans &3 sont {Id}, {(1,2),(1,3), (2,3)} et {(1,2,3),(1,3,2)}.

3°Les 5 partitionsde4 sont 1+1+1+1, 1+1+2,2+2, 1+3 et 4. Les classes de conjugaison
correspondantes dans G4 sont {Id}, les 6 transpositions, les 3 doubles transpositions, les 8
3-cycles et les 6 4-cycles.

De maniére générale, la conjugaison préserve les propriétés d'une transformation. Par

exemple, si o € O3(R) est une rotation autour d’une droite D et T € O3(R), alors ToT~! est
une rotation de méme angle autour de la droite t(D).
Exercice 2.10. — Soit p un nombre premier impair et soit g une puissance de p. Le but de cet

exercice est de décrire les classes de conjugaison de G := SLy(Fg). On rappelle |G| = q(q*-1)
(exerc. 1.24).
Pour tout a € F; et tout A € F;, on pose

1 a A 0
b=l 9 vt )

a)Siae F;, calculer le cardinal de la classe de conjugaison de Uy,.

b) Si a,b € F}, donner une condition nécessaire et suffisante sur a et b pour que U, et Uy,
soient conjuguées dans G.

c) Mémes questions pour les matrices Vj, pour A € F4—{0,1,-1}.

Soit M € G. On note X et \™1 ses valeurs propres, c'est-a-dire les racines de son polynome
caractéristique, avec A+ \~1 = tr(M). Elles sont a priori dans une extension quadratique de
Fy, c'est-a-dire dans qu. SieeFgy— F%,, une telle extension est donnée par qu =Fq4lVel : tout
élément de F%I s'écrit de facon unique a+ by/e, avec a,b € Fy.

d) On suppose A = 1. Montrer que M est conjuguée dans G a une matrice Uy, avec a € Fy.

e) On suppose A € F;—{0,1,-1}. Montrer que M est conjuguée dans G a Vj.

f) On suppose enfin A ¢ F4 eton écrit A=a+by/e,aveca,be Fq, b # 0. Montrer que a’—eb? =
a
b

L 5 . eb) . .
1 et que M est conjuguée dans G a la matrice R, j, := ( a ) ou ala matrice R, _p,.
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f) Montrer que dans G, il y a 2 classes de conjugaison avec 1 seul élément, puis 4 classes de
conjugaison, chacune avec %(q2 —1) éléments, puis %(q —3) classes de conjugaison, chacune
avec q(q + 1) éléments, puis %(q —1) classes de conjugaison, chacune avec g(g —1) éléments,
soit au total

1 1 1
2><1+4><§(q2—1)+§(q—3)xq(q+l)+E(q—l)Xq(q—l)Zq(q2—1)=|G|

éléments.

2.4. Formule des classes et p-groupes. — La formule des classes n’est que la reformula-
tion du fait qu'un ensemble sur lequel un groupe G agit est réunion disjointe des orbites.
Son intérét provient du fait que lorsque G est fini, le cardinal de chaque orbite divise |G|.

Proposition 2.11 (Formule des classes). — Soit G un groupe fini agissant sur un en-
semble finiX. On a
cardX) = )_[G:Gyl,
xeR

oit R € X est un ensemble contenant exactement un point de chaque orbite.

Démonstration. — La démonstration est facile : X est la réunion disjointe des orbites et
par (3), chaque orbite est en bijection avec G/Gy pour un élément x de I'orbite. O

Un point x € X est un point fixe de l'action de G si g- x = x pour tout g € G, c’est-a-dire
si lorbite de x est réduite 4 {x}. On note X I'ensemble des points fixes de X sous G.

Exemple 2.12. — Soit K un corps. Le groupe K* agit sur K" par multiplication. Lorigine
0 est le seul point fixe; les autres points ont un stabilisateur trivial. Si K est un corps fini
F, avec q éléments, le cardinal de K" est g" et la formule des classes s’écrit donc (cf. ex.
2.2.4°

q" =1+ (q-1)card(P" " (F,)).

Proposition 2.13. — 1° Si un p-groupe G (cest-a-dire un groupe fini non trivial d’ordre
une puissance du nombre premier p) agit surX, alors

card(X%) = card(X) (mod p).

En particulier, si p{card(X), laction de G surX a au moins un point fixe.
2°Si G est un p-groupe, le centre de G n'est pas réduit a {e}.

Démonstration. — Par la formule des classes, on a

cardX) = card(XG) + Z [G:Gyl.
xeR-XG
Si x n’est pas un point fixe, Gx < G, donc [G: G4] > 1 et divise |G| qui est une puissance de
p, donc p|[G: G«]. La premiere partie de la proposition en résulte.
La seconde partie s’obtient en appliquant le résultat a 'action de G sur lui-méme par
conjugaison : dans ce cas, on a GS = Z(G), donc |Z(G)| = |G| (mod p), ce qui impose
|IZ(G)| > 1. O
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Exercice 2.14 (Lemme de Cauchy). — Soit G un groupe fini et soit p un nombre premier di-
visant |G|. En utilisant une action convenable de Z/pZ sur '’ensemble

X={(g1,...8p) €GP I g1---gp=2¢},

prouver que G admet un élément d’ordre p (cf. cor. 2.24 pour une généralisation).

Corollaire 2.15. — 1°Si G est un groupe d’ordre p* avec p premier, G est abélien.
2° Un p-groupe simple est isomorphe aZ/ pZ.

On a déja vu que tout groupe d’ordre p est isomorphe a Z/ pZ.
Comme on le verra plus loin, il n'y a a isomorphisme pres que deux groupes (abéliens)
d’ordre p?, a savoir Z/ p?Z et Z/ pZ x Z1 pZ.

Démonstration. — 1° D’apres la proposition, on a |Z(G)| = p ou p?. Si x € G, le centralisa-
teur C(x) de x contient alafois Z(G) et x. Si x ¢ Z(G), on déduit que |C(x)| = |Z(G)|+1 = p+1,
donc |C(x)| = p2 puisque |C(x)| divise |G| = pz. On a donc C(x) = G, c’est-a-dire x € Z(G) :
contradiction. Donc on a toujours x € Z(G), donc Z(G) = G et G est abélien.

2° Si G est un p-groupe simple, son centre Z(G), qui est un sous-groupe distingué de G
non trivial, est égal a G. Le groupe G est donc abélien et, étant simple, il est isomorphe a
Z/pZ. O

Exercice 2.16. — Soit p un nombre premier. Montrer qu'’il existe un groupe non abélien de
cardinal p® (Indication : utiliser 'ex. 2.19).

Exercice 2.17 (Lemme d’Ore). — Soit G un groupe fini, soit p le plus petit facteur premier de
|G| et soit H un sous-groupe de G d’indice p. Montrer que H est distingué dans G (Indication :
on pourra s'intéresser au noyau de 'action de I'ex. 2.1.4°).

Exercice 2.18 (Formule de Burnside). — Soit G un groupe fini opérant sur un ensemble fini
X. Le fixateur d'un élément g € G est par définition 'ensemble Fix(g) := {x e X | g-x = x}.
Montrer que le nombre d’orbites pour 'action de G sur X est donné par la formule

1

G Y IFix(g)|

geG
(Indication : on pourra calculer de plusieurs facons le cardinal de I'ensemble {(g,x) € G x X |
g-x=x}).

2.5. Théorémes de Sylow. — Soit G un groupe fini et soit p un facteur premier de |Gl.
Ecrivons |G| = p*m, avec p{ m. Un p-sous-groupe de Sylow de G (ou, plus brieévement, un
p-sous-groupe de Sylow) est un sous-groupe d’ordre p® de G .

Exemple 2.19. — Soit g = pP une puissance d’un nombre premier p. Dans G = GL,(Fy),

considérons le sous-groupe T, (F;) des matrices triangulaires supérieures, avec des 1 sur

7. Peter Ludwig Mejdell Sylow, mathématicien norvégien (1832-1918), a démontré en 1872 les théoréemes qui
portent son nom et sont regroupés dans le th. 2.21.
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la diagonale (matrices unipotentes) :

1 * *
0 1

%
0 0 1

Alors Ty, (F,;) est un p-sous-groupe de Sylow de G. En effet, [T, (Fg)| = qnmzfl), alors que
d’apres I'exerc. 1.24,onaa = ﬁm”T_l).

Pour montrer l'existence d'un p-sous-groupe de Sylow dans tout groupe fini, nous
avons besoin d’abord de passer d'un groupe a ses sous-groupes.

Lemme 2.20. — Si S est un p-sous-groupe de Sylow de G et H=G, il existe g € G tel que
gSg~! NH soit un p-sous-groupe de Sylow de H.

Démonstration. — Le groupe H agit a gauche sur 'ensemble G/S des classes a gauche par
h-(gS) = (hg)S. Le stabilisateur d'une classe gS est Hgs = gSg~ ' NH. Puisque pt m =|G/S|,
la formule des classes (prop. 2.11) assure qu'il existe au moins une classe gS telle que

p1[H:Hgs].
Mais puisque Hgs est contenu dans gSg~!, qui est un p-groupe, Hgs est lui-méme un
p-groupe, et donc un p-sous-groupe de Sylow de H. O

Théoréme de Sylow 2.21. — Soit G un groupe fini et soit p un facteur premier de|G|. Ecri-
vons |G| = p*m, avec pJ( m. Alors :

1° G contient un p-sous-groupe de Sylow ;
2° tout p-sous-groupe de G est contenu dans un p-sous-groupe de Sylow ;
3° tous les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués dans G ;

4° le nombre de p-sous-groupes de Sylow divise m et est congru a1 modulo p.

Corollaire 2.22. — Sous les mémes hypothéses, un p-sous-groupe de Sylow de G est distin-
gué dans G si et seulement si c’est l'unique p-sous-groupe de Sylow de G.

Démonstration du théoréeme. — 1° SiN := |G|, le groupe G s’injecte dans un groupe symé-
trique Gy (ex. 2.3), lequel s'injecte dans GLy(F)), en envoyant une permutation o € Sy
sur 'application linéaire 1, permutant les éléments de base (ey,...,en) par o, donc défi-
nie par uq(e;) = eq(;). On peut ainsi considérer G comme un sous-groupe de GLn(Fp), qui
admet un p-sous-groupe de Sylow par 'ex. 2.19. Par le lemme 2.20, G admet un p-sous-
groupe de Sylow.

2-3°SiH = Gestun p-groupe et S <G un p-sous-groupe de Sylow, toujours par le lemme
2.20, il existe g € G tel que gSg~! N H est un p-sous-groupe de Sylow de H, donc est égal
a H puisque H est un p-groupe. Donc H< gSg™!, qui est un p-sous-groupe de Sylow. Si
en outre H était déja un p-sous-groupe de Sylow, il a le méme ordre que gSg~!, donc
H=gSg %
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4° Soit X I'ensemble des p-sous-groupes de Sylow de G. On a donc une action transitive
de G sur X par conjugaison, ce qui implique que card(X) divise |G|. Restreignons mainte-
nant 'action de G a un p-sous-groupe de Sylow particulier S. Pour montrer card(X) = 1
(mod p), d’apres la prop. 2.13, il suffit de montrer card(X®) = 1. On va montrer que S est le
seul point fixe de I'action de S sur X.

Pour cela, introduisons pour un sous-groupe quelconque H<G son normalisateur
(dans G) défini par

NgH) ={ge G| gHg ' =H}. (6)
1l s’agit, pour I'action de G sur 'ensemble de ses sous-groupes par conjugaison, du stabi-
lisateur de H. Une propriété évidente, mais importante, est

H<INg(H).

Revenons maintenant a la démonstration : supposons que S’ € X5, donc sS's™! = §/
pour tout s € S. Il en résulte que S <Ng(S'). Ainsi S et S’ sont des p-sous-groupes de Sylow
de Ng(S’) donc sont conjugués dans Ng(S') par le 3°. Comme S’ <INg(S'), on en déduit

S=¢". 0
Exemples 2.23. — 1° La démonstration du point 4° montre que le nombre de p-sous-
groupes de Sylow est I'indice du normalisateur d'un quelconque d’entre eux (ils sont tous
conjugués).

2° Soit g une puissance de p. Le théoréeme de Sylow entraine que tout p-sous-groupe
de GL,(F,) est constitué, dans une base convenable, de matrices unipotentes triangu-
laires supérieures (cf. ex. 2.19). On peut montrer (cf. exerc. 2.28) que le nombre de p-sous-
groupes de Sylow de GL,(F,) est

qn_l‘qn—l_ln.qZ_l
g-1 qg-1 q-1"

3° Les p-sous-groupes de Sylow du groupe &, sont les sous-groupes engendrés par
les p-cycles. Il 'y a (p — 1)! p-cycles, donc (p — 2)! p-sous-groupes de Sylow. On obtient la
congruence (p—2)!=1 (mod p).

Le théoreme de Sylow a de nombreuses conséquences ; en voici une.

Corollaire 2.24. — Si le groupe G satisfait |G| = p*m avec p { m, alors pour tout < «, il
existe un sous-groupe de G d’ordre pP. En particulier, si p | |G), il existe dans G un élément
d’ordre p.

Démonstration. — En regardant un p-sous-groupe de Sylow, il suffit de le montrer pour
un p-groupe S non trivial.

On a vu (prop. 2.13.2°) que son centre Z(S) est un p-groupe non trivial. Si g € Z(S) est
non trivial, il est d’ordre pY, avec y € N*, et le sous-groupe H engendré par ng estd’ordre
p- Il est aussi distingué dans S.

On peut raisonner par récurrence sur |S| : pour 0 < f < q, il existe alors un sous-groupe
de S/H d’ordre pP~!, dont 'image inverse dans S est un sous-groupe de S d’ordre pP. O
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Que dit le théoréeme de Sylow dans le cas d'un groupe abélien fini G? Tout p-sous-
groupe de Sylow S est alors distingué, donc unique (cor. 2.22). Montrons que ce p-sous-
groupe de Sylow est

T,(G):={geG|IneN p"g=0}, @)

le sous-groupe de p-torsion de G (conformément a la tradition, on note additivement
I'opération du groupe abélien G). On vérifie facilement que T, (G) est un sous-groupe de
G (mais on se sert ici du fait que G est abélien!).

Ensuite, 'ordre de tout élément de S est une puissance de p, donc S <T,(G). Mais
'ordre de tout élément de T((G) est aussi une puissance de p, donc I'ordre de T, (G) est
aussi une puissance de p (cor. 2.24). Par définition d'un p-sous-groupe de Sylow, on en
déduit S =Ty (G).

Exercice 2.25. — Soit G un groupe fini d’ordre n, vu comme sous-groupe de & (ex. 2.3). Le
but de cet exercice est de déterminer a quelle condition nécessaire et suffisante sur G celui-ci
n'est pas contenu dans le groupe alterné 2(;,, (auquel cas G contient le sous-groupe Gn 2y,
d’indice 2 donc distingué, et G n’est pas simple si n > 2).

a) Soit g un élément de G d’ordre m. Montrer que la permutation de G associée se décompose
en produit de n/m m-cycles a supports disjoints.

b) Si G £ 2y, en déduire que G est d’ordre pair et que les 2-sous-groupes de Sylow de G sont
cycliques.

¢) Inversement, on suppose que G est d’ordre pair et quun 2-sous-groupe de Sylow de G est
cyclique. Montrer que G % 2, (on généralise ainsi le résultat de I'exerc. 2.5).

Exercice 2.26. — Soit G un groupe fini d’ordre 2" m, avec n = 1 et m impair. On suppose que
tout 2-sous-groupe de Sylow de G est cyclique. Montrer qu'il existe un sous-groupe de G qui
contient tous les sous-groupes d’ordre impair de G et que ce sous-groupe est distingué dans
G (Indication : on pourra procéder par récurrence sur n, en utilisant ’exerc. 2.25).

Exercice 2.27. — Soit p un nombre premier.

a) Décrire les p-sous-groupes de Sylow de &, puis de & j, pour chaque b € {0,...,p -1},
puis de & ;5 j, pour chaque a, b € {0, ..., p— 1}. Combieny en a-t-il?

b) Montrer que les permutations (1,2,3) et (1,4,7)(2,5,8)(3,6,9) engendrent un 3-sous-groupe
de Sylow de Gg et que celui-ci n’est pas abélien.

¢) Décrire les p-sous-groupes de Sylow de & p2 etmontrer qu’ils ne sont pas abéliens si p = 3.

Exercice 2.28. — Soit p un nombre premier et soit F4 un corps de cardinal une puissance g
de p.

a) Décrire un p-sous-groupe de Sylow S du groupe G := GL, (F4) ainsi que son normalisateur
Ng(S) (cf. (6)).

b) En déduire le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G (Indication : on pourra utiliser I'ex.
2.23.1°).

Exercice 2.29. — Soient p et g des nombres premiers et soit G un groupe d’ordre pgq.

a) Montrer que G n'est pas simple (Indication : on pourra compter les p- ou g-sous-groupes
de Sylow de G).

b) Si p < g et que p ne divise pas g — 1, montrer que G est cyclique (Indication : on pourra
montrer que G contient un unique p-sous-groupe de Sylow et un unique g-sous-groupe de
Sylow).
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Exercice 2.30. — Soient p et g des nombres premiers tels que p ne divise pas g—1let p < q.
Montrer que tout groupe d’ordre p? g est abélien.
Exercice 2.31. — a) Soit G un groupe fini simple. Ecrivons |G| = p®m, avec p{ m, m = 2 et
a =1, et notons np le nombre de ses p-sous-groupes de Sylow. Montrer que |G| divise np!.
b) Montrer qu’il n’existe pas de groupe simple de cardinal 1 000 000.
Exercice 2.32. — Soient p et q des nombres premiers vérifiant p < g et soit G un groupe

d’ordre p™g", avec 0 < m < 2 et n = 0. Montrer que G n’est pas simple (Indication : dans le
cas p =2 et g = 3, on pourra utiliser 'exerc. 2.31; dans le cas |G| = 12, on pourra compter les
éléments d’ordre 3).

Exercice 2.33. — Soient p et g des nombres premiers et soit G un groupe d’ordre p®q. Mon-
trer que G n’est pas simple (Indication : on pourra utiliser I’exerc. 2.32).

Exercice 2.34. — Soient p et g des nombres premiers et soit G un groupe d’ordre p3g. Mon-
trer que G n'est pas simple (Indication : si |G| # 24, on pourra compter les éléments d’ordre
g et montrer que G contient un sous-groupe distingué qui est un p-sous-groupe de Sylow ou
un g-sous-groupe de Sylow; si |G| = 24, on pourra montrer G = Gy).

Exercice 2.35. — Montrer qu'un groupe fini simple non abélien d’ordre < 168 est d’ordre 60
(Indication : on pourra utiliser les résultats des exercices précédents).

Exercice 2.36. — Montrer que tout groupe d’ordre 132 contient des sous-groupes d’ordre 12,
33 et 44.

Exercice 2.37. — Montrer qu'un groupe d’ordre 2907 n’est pas simple.

Exercice 2.38. — Montrer qu'un groupe d’ordre 945 n’est pas simple (Indication : on pourra

considérer 'action d'un tel groupe G sur 'ensemble X de ses 3-sous-groupes de Sylow puis
considérer les normalisateurs d'un 7-sous-groupe de Sylow de G dans G puis dans Bij(X)).

Exercice 2.39. — Montrer qu'un groupe d’ordre 6375 n’est pas simple.

Exercice 2.40. — Le but de cet exercice est de montrer que tout groupe simple G d’ordre 60
estisomorphe a 2ls.

a) Montrer que le nombre de 2-sous-groupes de Sylow de G est soit 5, soit 15. Conclure dans
le premier cas. On suppose donc dans la suite que G a 15 2-sous-groupes de Sylow.

b) Montrer qu’il existe deux 2-sous-groupes de Sylow S; et So de G dont l'intersection a 2
éléments.

¢) Montrer que le normalisateur N := Ng(S; NS») est d’ordre 12 (cf. (6)).

d) Montrer que I'action de G par translation sur G/N fournit un morphisme injectif G — G5.
e) Conclure.

Exercice 2.41. — Soit p un nombre premier. Montrer que tout groupe d’ordre 2p est soit cy-
clique, soit isomorphe au groupe diédral D,.

Exercice 2.42 (Méthode de Frattini). — Soit G un groupe fini.
a) Soit H <G un sous-groupe distingué et soit S’ un p-sous-groupe de Sylow de H. Montrer
I'égalitép-sous-groupe de Sylow

G=HNg(S") :={hk|heH, ke Ng(S"H}

(Indication :si g € G, on pourra utiliser le fait que gS’g~! <H est conjugué dansHa S").
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b) Soit maintenant S <G un p-sous-groupe de Sylow de G et soit M < G un sous-groupe conte-
nant Ng(S). Montrer M = Ng(M) (Indication : on pourra appliquer a) a M JINg(M) et a son
p-sous-groupe de Sylow S).

Exercice 2.43 (Automorphismes de G,). — Soit n € N*.

a) Soit ¢ un automorphisme de &, qui transforme toute transposition en une transposition.
Montrer que ¢ est un automorphisme intérieur.

b) Soit o € &;,. Déterminer le cardinal du centralisateur C(0) :={te &, | 1ot l=0}deo.

¢) En déduire que si n # 6, on a Int(G ;) = Aut(Sy,).

d) On suppose n = 5 et Int(G ) = Aut(& ). Montrer que tous les sous-groupes d’'indice n de
&, sont conjugués.

e) En utilisant les 5-sous-groupes de Sylow de G5, montrer qu'il existe un sous-groupe d’in-
dice 6 de Gg opérant transitivement sur {1,...,6}.

f) En déduire Aut(Sg) # Int(Sg).

Exercice 2.44 (Sous-groupes de Sylow d’'un sous-groupe). — Soit G un groupe et soit H un
sous-groupe de G. Soit p un nombre premier divisant I'ordre de H.
a) Montrer que tout p-sous-groupe de Sylow de H est contenu dans un p-sous-groupe de
Sylow de G.
b) Montrer qu'un p-sous-groupe de Sylow de G contient au plus un p-sous-groupe de Sylow
de H.

En particulier, le nombre de p-sous-groupes de Sylow de H est inférieur ou égal au nombre
de p-sous-groupes de Sylow de G.

Exercice 2.45 (Sous-groupes de Sylow d’'un groupe quotient). — Soit G un groupe et soit N
un sous-groupe distingué de G. Soit p un nombre premier divisant I'ordre de G/N.
a) Montrer que pour tout p-sous-groupe de Sylow S de G, 'image de S par la surjection cano-
nique G — G/N est un p-sous-groupe de Sylow de G/N.
b) Montrer que tout p-sous-groupe de Sylow de G/N est obtenu comme en a).

En particulier, le nombre de p-sous-groupes de Sylow de G/N est inférieur ou égal au
nombre de p-sous-groupes de Sylow de G.

Groupes abéliens de type fini

Le but de cette section est de démontrer le th. 3.6 de structure des groupes abéliens de

type fini.

3.1. Structure des groupes cycliques. — On rappelle que les groupes cycliques sont les

Z/nZ,pour ne N*.

Proposition 3.1 (Lemme chinois). — Si on décompose un entier positif n en facteurs pre-

. o . .
miers, d =[] p;', on a un isomorphisme

Z/dZ=]]Z/p}'Z.

Notre démonstration montre en fait que c’est un isomorphisme d’anneaux. C’est im-

portant, car cela entraine un isomorphisme

Z/nz)* =]]@p;'z)*.

entre groupes multiplicatifs des unités.
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Démonstration. — En procédant par récurrence sur le nombre de facteurs dans la dé-
composition de d, on voit qu’il suffit de montrer I'énoncé suivant : si d et e sont premiers
entre eux,

Z/deZ=7/dZ xZ/eZ.
Le morphisme f :Z — Z/dZ x Z/eZ donné par f(x) = (¥, X) a pour noyau deZ. 1l se facto-
rise donc par un morphisme injectif f : Z/deZ — Z/dZ x Z/eZ, qui est un isomorphisme

puisque les deux membres ont méme cardinal. Cela démontre I'isomorphisme cherché.
O

3.2. Engendrement fini. — Rappelons qu'un groupe est de type fini s’il posséde une par-
tie génératrice finie. Si G est abélien, cela signifie qu’il existe des éléments xi,...,x, de G
tels que le morphisme de groupes

Z7 — G
;

(ar,...,ar) — Y aix; 8)
1

est surjectif (conformément a la tradition, on note additivement 'opération du groupe
abélien G).

Proposition 3.2. — Si G est un groupe abélien est de type fini, tout sous-groupe de G est
abélien de type fini® .

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur le nombre r de générateurs de G. Si G
est engendré par r éléments, on a un morphisme surjectif
p
7" —» G.

Posons K = p(Z" ! x {0}) (engendré donc par r — 1 éléments) et soit f: G — G/K la surjec-
tion. La composée f o p:Z" — G/K se factorise en

7 — 71z < on 25 Gk,

Comme Z'/(Z" ! x {0}) est isomorphe a Z, le groupe G/K est isomorphe a un Z/dZ (cor.
1.20).

Si H est un sous-groupe de G, le noyau HNK de H — G — G/K est de type fini par
I'hypotheése de récurrence, tandis que 'image, sous-groupe de Z/dZ, est aussi engendrée
par un élément (ex. 1.18). Cette image est isomorphe a H/HnK, qui est donc de type fini.
On peut ainsi appliquer la prop. 1.23.2° pour en déduire que H est de type fini. O

3.3. Groupes abéliens libres de type fini. — Un groupe abélien est libre de type finis’il est
isomorphe a un produit Z" . Cela signifie qu'il existe r € N et des éléments x1,..., x, de G

8. On avudans 'exerc. 1.11 que ce n’est en général plus vrai pour un groupe G non abélien.
9. Un groupe est abélien libre s'il est isomorphe a une somme directe
Z0 = ((zp)je € Z' | T fini <1 Viel-] z; =0},

pour un certain ensemble I. Il est alors de type fini si et seulement si ’ensemble I est fini (pourquoi ?).
Attention a la confusion avec la notion (plus compliquée) de « groupe libre », qui ne sera pas vue dans ce
cours. Les seuls groupes libres qui sont abéliens sont {e} et Z.
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tels que le morphisme (8) soit un isomorphisme. Une telle famille (x1,...,x;) est appelée
une base de G. Plus généralement, on dira qu'une famille (x1,...,x;) d’éléments de G est
linéairement indépendante si le morphisme (8) est injectif.

Tout notre traitement dans cette section repose sur le lemme fondamental suivant,
donnant la classification des matrices équivalentes a coefficients entiers.

Lemme 3.3. — Soit A une matrice m x n a coefficients dans Z. Il existe des matrices P €
GL(m,Z) etQ € GL,(Z) telles que
dq
d
PAQ = s , 9
0
0 --- 0

ot dy,---,ds sont des entiers positifs satisfaisant d; | --- | ds, appelés facteurs invariants de

la matrice A. Ils sont entierement déterminés par A.

Le groupe GL,(Z) a été défini dans 'ex. 1.1.6°. Il est composé des matrices carrées
d’ordre n a coefficients dans Z inversibles dont I'inverse est aussi a coefficients dans Z.
C’est équivalent a dire que le déterminant vaut +1.

Le lemme montre qu'une matrice a coefficients entiers est déterminée, a équivalence
pres, non seulement par son rang s (le seul invariant pour les matrices a coefficients dans
un corps), mais aussi par ses facteurs invariants dy, ..., d;.

Admettons pour le moment le lemme 3.3. On en déduit assez rapidement tous les théo-
rémes importants de la théorie.

Théoréme 3.4. — Toutes les bases d'un groupe abélien libre de type fini G ont le méme
nombre d'éléments, appelé lerang de G.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que si un groupe abélien libre G a une base
(x1,...,xr), toute famille linéairement indépendante d’éléments de G a au plus r élé-
ments. Soit donc une famille (yy, ..., y,) d’éléments de G : puisque (x1, ..., X;) est une base,
on obtient une matrice A = (a;;) de taille r x n a coefficients entiers définie par

.
Yi= ) aijxi.
i=1

On peut interpréter A comme la matrice du morphisme Z" — G qui envoie €; sur y;, ol
(e1,...,€p) estla base standard de Z". Appliquant le lemme 3.3, on déduit qu’existent des
matrices inversibles P et Q telles que PAQ ait la forme (9). Si n > r, on a PAQe,, = 0, donc
AQg,, =0, d’ot une relation entre les y; = Ae; donnée par la derniere colonne de Q. Donc
pour que la famille (y, ..., y,) soitlinéairement indépendante, il faut n < r. O

Théoreme 3.5 (de la base adaptée). — Un sous-groupe H d'un groupe abélien G libre de
rang fini s est libre de rang s < r. En outre, il existe une base (ey,...,e;) de G et des entiers
positifs dy, ..., d; tels que
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— (dyey,...,d;ses) est une base deH ;
— on a les divisibilités dy | --- | d.

Démonstration. — On prend une base (xy,...,x;) de G (qui induit un isomorphisme ¢ :
Z" = G) et des générateurs (y1,..., y,) de H=G (prop. 3.2). Chaque y; se décompose sur la
base en y; = Z;Zl a;ijx;, oula matrice A = (a;;) est de taille r x n.

¢
Si (eg,...,€,) est la base standard de Z", le morphisme f : Z" Az = G, d’'image H,
envoie €; sur y;.
Appliquons le lemme 3.3 a la matrice A et considérons la factorisation
Q A P p-! ¢
7" —7"—7 =7 =57"5G

de foQ. Lisomorphisme ¢ oP~! : Z" = G correspond a une nouvelle base (e, ..., e;) de G
et H=1im(f o Q) est alors engendré par (d, ey, ..., dses). Comme ces éléments forment une
famille linéairement indépendante, c’est une base de H. Le théoréme est donc démontré.

O

3.4. Structure des groupes abéliens de type fini. — On déduit du th. 3.5 le théoréme de
structure suivant.

Théoreme 3.6. — Soit G un groupe abélien de type fini. Il existe des entiers r et s, et des
entiers naturels 1 < dy | --- | ds, tous uniquement déterminés par G, tels que

S
G=7Z"x (HZ/diZ).
1

Bien entendu, le groupe G est fini si et seulement si r = 0; il est abélien libre si et seule-
mentsi s=0.
Par le lemme chinois (prop. 3.1), le second morceau du produit s’écrit aussi

[1zp}'z, (10)
je
ou les p; sont des nombres premiers, éventuellement répétés. Réciproquement, on ré-
cupere, de maniere unique, les facteurs invariants d; a partir de la collection des pj.‘j :le
plus grand facteur d; est le ppcm des p(;.(j ,etil s’écrit dg =[] jler pj(,] ', On obtient alors d -1
comme le ppcm des p(;.(j pour j €J-J', etc.
Autrement dit, on écrit tous les po.‘j dans un tableau avec une ligne pour chaque nombre

premier, en ordre croissant dans chaque ligne, et en alignant chaque ligne sur la derniére
colonne. On obtient les facteurs invariants en prenant les produits par colonne.

Exemple 3.7. — Pour le groupe (Z/27)? x (Z/2?Z) x (Z123Z) x (Z13Z)> x (Z/5Z) x (Z/5%Z), on
obtient le tableau

2 2 22 28
3 3 3
5 5°

Les facteurs invariants sont donc 2, 6, 60, 600.
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Démonstration du théoréme. — Puisque G est de type fini, on dispose d'un morphisme
surjectif
Lo

On applique le th. 3.5 8 H = ker(f) : il existe donc une base (ey,...,e;) de Z" telle que
(dyer,...,dses) soit une base de H, avec d; | - - - | d;. Cela identifie H au sous-groupe

dZx---xdsZSZ"

DouG=Z"/H=Z/d\Zx ---xZ/dsZ x Z"5. On retire ensuite ceux des d; qui sont égaux a
1 pour obtenir I'existence de la décomposition du théoréme.
Reste a montrer I'unicité de r, s et des d;. Le sous-groupe

TG ={xeG|ImeN* mx=0}

des éléments de torsion de G est nécessairement le facteur []; Z/d;Z, donc G/T(G) = Z"
est un groupe abélien libre, dont le rang r est ainsi bien déterminé. Il reste donc a montrer
que, pour le groupe fini T(G), les d; sont uniquement déterminés, ou, ce qui est équivalent,
les facteurs pj.(j figurant dans (10).

En se limitant au sous-groupe des éléments dont1’ordre est une puissance de p (c’estle
sous-groupe T, (G) de p-torsion défini en (7)), on est ramené a montrer que dans I'écriture

Tp(G)=ZIpMZx---xZIp®Z, oy <---<aqy

les aj sont complétement déterminés par G.

Considérons, pour chaque entier i > 0, le sous-groupe T, ; = {x € G| pix=0}de Ty (G).
Ona [Tyl = [lo;<i p% [la;>i p! et en particulier ITpi+1/Tpil = pcadiile;>  On récupere
ainsi les exposants o a partir des sous-groupes T, ;, completement déterminés par G. [

Exercice 3.8. — Pour tout groupe G abélien de type fini, on note r(G) I'entier r qui apparait
dans I’énoncé du th. 3.6.

a) Montrer que r(G) est le plus grand entier n tel que G contienne un sous-groupe isomorphe
az".

b) Montrer que 7 (G) est le plus grand entier n tel que G ait un quotient isomorphe a Z".

¢) Soit H un sous-groupe de G. Montrer r(G) = r(H) + r(G/H).

Exercice 3.9. — a) Soient G et G des groupes abéliens finis. On suppose que pour chaque
entier m > 0, le nombre d’éléments de G; d’ordre m est égal au nombre d’éléments de G2
d’ordre m. Montrer que G; et G2 sont isomorphes.

b) Montrer que la conclusion de a) ne subsiste pas si on suppose plus 'un des groupes finis
G et Gy abélien (Indication : pour p premier impair, on pourra considérer le groupe T3 (Fp)
défini dans I'ex. 1.2.19).

Exercice 3.10. — Soit G un groupe abélien de type fini et soit f : G — G un morphisme sur-
jectif. Le but de cet exercice est de démontrer que f est un isomorphisme. Soit T(G) <G le
sous-groupe de torsion de G.

a) Montrer que f induit un morphisme surjectif f :G/T(G) — G/T(Q).

b) Montrer que f est un isomorphisme.

¢) En déduire que f est un isomorphisme.
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3.5. Démonstration du lemme 3.3. — Commencons par l'unicité des entiers d; 19. On
remarque que d; est le pged (positif) de tous les coefficients de A; en effet, le pgcd des
coefficients de A divise tous les coefficients de PAQ et inversement, le pgcd des coefficients
de PAQ divise tous les coefficients de A= P~} (PAQ)Q L.

Etendons cette observation de la maniére suivante. Notons

my(A) = pged des mineurs d’ordre k de A.

Pour k =1, on retrouve le pgcd des coefficients de A. Le point crucial est I'invariance par
équivalence :
VPeGL(m,Z) VQEeGL,(Z)  mi(PAQ) = mi(A). (11)

Il en résulte my (A) = d, - -- di, et donc les d; sont entierement déterminés par A.
Pour prouver (11), il suffit de montrer que, pour toute matrice P a coefficients entiers,

mg(A) | mi(PA). (12)

En effet, si P est inversible, cela implique m(A) | m(PA) | m(P~1PA) = mi(A), donc
my(PA) = my(A). Par passage a la transposée, cela fournit aussi my(AQ) = my(A) et donc
11).

Finalement, on montre directement (12) en exprimant les mineurs de PA comme com-
binaisons linéaires a coefficients entiers des mineurs de A : les détails sont laissés au lec-
teur.

Passons a présent a I'existence de P et Q. Comme pour la classification a équivalence
pres des matrices a coefficients dans un corps, on effectue des opérations élémentaires,
qui peuvent s’interpréter comme la multiplication a droite ou a gauche par certaines ma-
trices, dont des matrices carrées dites élémentaires qui ne different de la matrice identité
que par un seul coefficient, situé hors de la diagonale. La différence avec le cas d'un corps
est qu’on ne peut pas diviser.

Plus précisément, notons E;; la matrice dont tous les coefficients sont nuls, sauf celui
situé a la i-eme ligne et la j-éme colonne, qui vaut 1.

Les opérations qu’on s’autorise sont les suivantes :

— la multiplication a gauche par la matrice Id+aE;;, qui permet d’ajouter a la i-éme

ligne la j-eme ligne, multipliée par un entier a;
- la multiplication a droite par la matrice Id+aE;;, qui permet d’ajouter a la j-éme
colonne la i-éme colonne, multipliée par un entier a.

Remarquons tout de suite que grace a ces opérations, on peut échanger deux lignes ou

deux colonnes, quitte a changer le signe d'une d’elles, en procédant ainsi :

- )t - ()

L;+L j L;

10. On peut aussi déduire I'unicité des d; de I'énoncé d’unicité du th. 3.6 (obtenu indépendamment du
lemme!) en procédant de la fagon suivante : soit Hy le sous-groupe de Z'™ engendré par les colonnes de A.
Multiplier a gauche par P revient a appliquer un automorphisme de Z", tandis que multiplier a droite par Q ne
change pas H. Les groupes (abéliens de type fini) Z" /Hp et Z" /Hppq sont donc isomorphes. Or ce dernier est
ZM=S x (]'[f Z/d;Z). Par le th. 3.6, les d; sont donc uniquement déterminés par Z" /H,, donc par A.

Largument présenté dans le texte a I'avantage d’expliquer comment obtenir concrétement les d; a partir des
coefficients de A.

L;
EVNY
Li+Lj



32 CHAPITRE 1. GROUPES

Nous allons montrer que partant de A, al’aide de ces seules opérations élémentaires, on
peut arriver a une matrice du type voulu, sauf que d; ne sera pas nécessairement positif.
La preuve utilise une récurrence sur la taille de la matrice.

Soit Ay le pged (positif) des coefficients de la premiére colonne. On va appliquer des
opérations élémentaires sur les lignes pour obtenir une premiere colonne dont tous les
coefficients sont nuls, sauf le coefficient a;; qui sera égal a +A;. Faisons-le sur les deux
premiers coefficients a;; et ap;. Quitte a échanger les deux premieres lignes, on peut sup-
poser |aj1| = |ap . Si ap; =0, il n'y arien a faire; sinon, effectuons la division euclidienne
a1 = bay +cavec 0 < ¢ < |ay | ; en effectuant la transformation élémentaire dans laquelle
la seconde ligne, multipliée par b, est soustraite de la premiére, les coefficients (a1, a»1)
sont transformés en (c, az;), avec |ay; | +|c| < |aj1|+|ap1|. En itérant, 'algorithme d’Euclide
nous indique qu’on finit par arriver au couple (pgcd(ayi, a21),0). Il est clair qu’en répétant
ce procédé sur chaque ligne, on arrive a la premiere colonne souhaitée,

+A;

0

0
La méme méthode peut alors étre appliquée a la premiere ligne, en utilisant des opé-
rations élémentaires sur les colonnes, pour obtenir une matrice dont la premiere ligne a
la forme (£A20---0), ou Ay est le pged des coefficients de la premiere ligne. Malheureuse-
ment, on a ainsi modifié la premiére colonne, donc ses coefficients ne sont peut-étre plus
nuls. Néanmoins, on a gagné quelque chose : 0 < A, < A, puisque c’est le pgcd de A; et des
autres coefficients. On itere alors la construction, en mettant alternativement des 0 sur la
premiére colonne et la premiere ligne : les coefficients a la place (1,1), positifs, décroissent :
A1 = A2 = A3 = -+ = 0. Cette suite se stabilise donc : a un moment donné, on obtient par
exemple une premiere ligne (5,0---0) ol §; est aussi un pgcd des coefficients de la pre-

mieére colonne, donc divise tous ces coefficients. Il suffit alors de retrancher a chaque ligne
un multiple adéquat de la premiére pour arriver a une matrice de la forme

8 0 -~ 0

On applique I'hypothése de récurrence sur B pour parvenir a une matrice

O
32

5, , ot 8|8
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Dans la construction, il n'y a pas de raison a priori que §; | 2. Mais on peut remplacer le
couple (01, 02) par (d;, my), ou d; et my sont des pged et ppcm de 0, et 8, : en effet, par
I'application d'une transformation élémentaire, puis du procédé précédent, on obtient
successivement (en n’écrivant que les deux premiéres lignes et colonnes, sur lesquelles les

opérations ont lieu)
5, O - 60; O — dq di
0 62 62 62 0 mé ’

ol on a en fait m), = my, puisque le déterminant de la matrice reste inchangé : d,m; =
8182 = dymy. De plus, le pged des coefficients, a savoir d, reste aussi inchangé, donc d; |
. e s . e d 0
d;. Une derniére opération élémentaire nous permet d’arriver a la forme voulue ( 01 m )
2

Appliquant le méme procédé au couple (my,d3), on peut le remplacer par le couple
(pged(my, 83), ppcm(my, 63)). Puisque d; = pged(d;,02) et 6, | 83, dy divise dy :=
pged(my, 83). En itérant le procédé, on remplace les coefficients (84,...,6,) par (dy,...,d;)
avecd; |---|d;.

Il reste a régler la question des signes : si on se restreint toujours a nos opérations élé-
mentaires, on peut changer les signes deux par deux en faisant deux fois les opérations

décrites en (13) :
L; —Lj -L;
> ~> .
L; L; -L;

Cela termine la récurrence : seul ds peut encore étre négatif (et uniquement dans le cas
m = n = s). Pour montrer le lemme, il suffit ensuite, si d; < 0, de multiplier a droite par
I,, — 2E; (et c’est la seule fois qu’on multiplie par une matrice de déterminant —11!). O

Exemple 3.11 (Théoréme de Mordell). — Une courbe elliptique sur Q est 'ensemble E
des solutions (x, y) € Q* d’'une équation du type

y2=x3+ax+b,

avec (a,b) € Q? et 4a® + 27b? # 0, auquel on adjoint un point O 1Y, On peut mettre une
structure de groupe abélien sur E, d’élément neutre O, définie par

P+Q+R=0 < lespoints P,Q,R sont alignés.

Il est non trivial de montrer que cela définit bien une loi de groupe. Le théoréme de Mordell
(1922) dit que (E, +) est un groupe abélien de type fini (1a preuve est longue, mais elle peut
étre expliquée a des éleves de premiere année).

Un théoreme de Mazur (1977) décrit tous les groupes de torsion T(E) qu’'on peut obte-
nir : ce sont les Z/dZ, pour d € {0,1,...,10,12} et les Z/2Z x Z/dZ, pour d € {2,4,6,8}. Les
rangs possibles du groupe abélien libre E/T(E) sont beaucoup plus mystérieux : le plus
grand rang calculé explicitement est 28 (Elkies, 2006) ; on conjecture, mais on ne sait pas

11. Le bon point de vue est de regarder les points de la courbe dans le plan projectif (cf p. 55), donnés par
I'équation homogene y?z = x3 + axz? + bz3; le point O est alors le point a I'infini (0: 1: 0).
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démontrer, que des rangs arbitrairement grands devraient étre possibles. Voici la courbe
d’Elkies (I'équation est présentée sous une forme légerement différente) :

VHxy+y = xX°—x

—20067762415575526585033208209338542750930230312178956502x
+3448161179503055646703298569039072037485594435931918036126
6008296291939448732243429.

Pour la courbe plus simple d’équation y? = x3—x, onaE = {0, (0,0), (1,0), (-1,0)} et (E, +) =
(Z127)2.

4. Le groupe GL;(Z)

Notre démonstration du lemme 3.3 permet d’obtenir des générateurs pour les groupes
GL,(Z) et SL,(Z). Expliquons pourquoi.

Partons d'une matrice A € GL,(Z). Il est clair que ses facteurs invariants sont tous égaux
a1, c’est-a-dire que la réduction finale de A est la matrice I,. On a donc écrit A = PQ, ot la
matrice P (resp. Q) est produit de matrices correspondant aux opérations réalisées sur les
lignes (resp. colonnes). Si on relit la preuve du lemme 3.3, on voit que ces opérations sont
de deux types :

- lamultiplication a gauche (ou a droite) par la matrice élémentaire I, + aE; j, qui n’est

autre que (I, +E;)%;

— la multiplication par I, — 2E ;.

Les premieres opérations ne changent pas le déterminant. La deuxiéme opération n’est
nécessaire que si on est arrivé par I’algorithme de la preuve a la matrice I,, — 2E,;, c’est-a-
dire dans le cas dét(A) = —1.

On en déduit le résultat suivant.

Théoréeme 4.1. — 1° Le groupe SL,,(Z) est de type fini : il est engendré par les matrices élé-
mentairesly +E;j, pouri,jel{l,...,n}, i # j.

2° Le groupe GL,,(Z) est de type fini : il est engendré par les matrices précédentes et la
matricel,, — 2E,,.

En particulier, le groupe SL;(Z) est engendré par les deux matrices

=) el

(et il ne peut pas étre engendré par une seule matrice, puisqu’il n’est pas abélien). Le
groupe GL, (Z) peut aussi étre engendré par seulement trois éléments (cf. exerc. 4.3).

Exercice 4.2. — a) Montrer que le groupe SL(Z) est engendré par les deux matrices
(0 -1} 1 L _ (0 -1
S.—(l 0)—T UT R._ST_(1 1).

b) Montrer que les matrices S et R sont d’ordre fini.
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c) Montrer que I'image de tout morphisme SLy(Z) — C* est contenue dans le groupe p, des
racines 12°™€ de I'unité 12),

Exercice 4.3. — Montrer que pour tout n, le groupe GL;(Z) peut étre engendré par trois élé-
ments (Indication : on pourra montrer qu’il est engendré par la matrice I, + E12 et deux ma-
trices de permutation bien choisies).

Exercice 4.4. — Pour tout n =2, on pose
1 1 0 0
0 1 1 0
A =
. 1 1
0 o0 e 0 1

Montrer que pour 1 # 4, les matrices A et ‘A engendrent le groupe SLy(Z) (Indication : on
pourra calculer A1 /AATA™1A) (13

Exercice 4.5. — Soit R un anneau euclidien (par exemple Z si vous ne savez pas ce que c’est).
Pour tout A € GL;(R), montrer qu’il existe une matrice P € GL;(R) produit de matrices élé-
mentaires I,; + Eij (avec i # ) telle que

1 0
PA= :
1 0
0 - 0 déta
Exercice 4.6. — a) Soit G un groupe de type fini et soit H un groupe fini. Montrer que 1'en-

semble des morphismes G — H est fini.

b) Soit G un groupe de type fini, soit f : G — G un morphisme surjectif, soit H un groupe fini et
soit g : G — H un morphisme. Montrer ker(f) < ker(g) (Indication : on pourra utiliser a) pour
montrer qu'il existe m > n > 0 tels que go f = go f" puis, si a € ker(f), introduire by, € G tel
que a= f"(bp)).

¢) Soit f: SLy(Z) — SL;;(Z) un morphisme surjectif. Montrer que f est un isomorphisme.

5. Groupes simples et suites de composition

5.1. Groupes simples. — Rappelons qu'un groupe G est simple s’il est non trivial et que
ses seuls sous-groupes distingués sont {e} et G. Un groupe simple est donc un groupe qui
n’a pas de quotient non trivial : on ne peut pas espérer le comprendre a partir de groupes
plus petits. Les groupes simples sont les blocs de base de la théorie des groupes.

12. Ce résultat est optimal : 'application f: SL(Z) — p;, donnée par

f(? Z) = exp(iTr((l —?)(bd +3(c-1)d+c+3) + c(a+d—3))/6)

est surjective, mais ce n’est pas évident de montrer que c’est un morphisme!

13. Pour 7 = 4, un calcul sur machine montre que le sous-groupe de SL4 (Z/2Z) engendré par A et ‘A est d’indice
8 dans SL4(Z/2Z) (il est en fait isomorphe a 2(g) ; on peut en déduire que le sous-groupe de SL4(Z) engendré par
Aet ’A est encore d’indice 8 dans SL4(Z) (Gow, R., Tamburini, M. C., Generation of SL;,(Z) by a Jordan unipotent
matrix and its transpose, Linear Algebra Appl. 181 (1993), 63-71).
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Les groupe abéliens simples sont les Z/pZ, avec p premier. Le théoréme de Feit et
Thompson (1963) affirme que tout groupe fini simple non abélien est d’ordre pair (son
ordre est méme divisible par 4 grace a l'exerc. 2.5).

Une série infinie de groupes simples non abéliens est donnée par les groupes alternés.

Théoreme 5.1. — Pourn =3 oun =5, le groupe alterné®d,, est simple.

La conclusion du théoréme est fausse pour n = 4. En effet, le groupe 2(4 contient le
groupe de Klein des doubles transpositions :

K= {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)},

qui est distingué, puisqu'une conjugaison doit envoyer une double transposition sur une
double transposition.

Corollaire5.2. — Sin # 4, les seuls sous-groupes distingués de S, sont {e}, A, et S,,.

Démonstration. — Si n =2, le corollaire est trivial. On suppose donc n =3 ou n = 5.

SiHL G, alors HN2A, 1A, donc HN A, =2, ou {e} par le th. 5.1.

Dans le premier cas, I'indice [H : 2(,,] divise [&G, : ;] =2; s’il vaut 1, on a H =%, s'il
vaut2,onaH=G6,.

Dans le second cas (HN %A, = {e}), la composée H — &, — &,,/2,, = Z/2Z est injective,
donc soit H est trivial, soit il est de cardinal 2. Si |H| = 2, son élément non trivial o est
d’ordre 2, donc est un produit (ab)(--)--- de transpositions a supports disjoints. Comme
n = 3, on peut choisir c ¢ {a, b}; le produit (ac)o(ac)”! envoie alors ¢ sur b. Il est donc
distinct de o et de e mais est dans H, ce qui contredit [H| = 2. O

Démonstration du théoréeme. — Soit H # {e} un sous-groupe distingué de 2,,. On utilise
le fait essentiel que si o € A, et T € H, le conjugué oto~! de T est dans H. La méthode de
preuve consiste alors, a partir d'un élément non trivial T de H, a en fabriquer suffisamment
pour assurer H =%(,,. On suppose n = 5, le case n = 3 étant trivial.

Premiére étape : tous les 3-cycles sont conjugués dans 2!, et toutes les doubles trans-
positions sont conjuguées dans 2A,,.

En effet, on sait que deux 3-cycles sont toujours conjugués dans S, ; écrivons alors par
exemple (123) = o107}, avec 0 € G, et T un 3-cycle. On a alors aussi

(123) = 45)(123)(45) "' = @5)ot0’ ' 45) ' = o'10’ 7},

avec o’ = (45)0, et 'un des deux éléments o ou o’ est dans 2(,,. On déduit que si H contient
un 3-cycle, il contient tous les 3-cycles, et donc est égal a 2, (qui est engendré par les
3-cycles par I'ex. 1.12.2°).

Le méme type de raisonnement s’applique aux doubles transpositions : si (12)(34) =
ovo !, alors (12)(34) = ((12)0)v((12)0) 1.

Seconde étape : si H contient une double transposition (donc toutes les doubles trans-
positions), ou un 5-cycle, il contient un 3-cycle.
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En effet, comme n =5, si a, b, ¢, d, e sont distincts, on a
(abc) = (ae)(cd) (ad)(ce) (ab)(de),
———— —— ——
dans H dans H dans H
(abd) = (abc)(abcede)(abe) ™ (abede)™.
~- ~—
dans H dans H
Dans les deux cas, on en déduit H = 2(,,. Cela résout complétement le cas n = 5, puisque
25 ne contient que I'identité, des doubles transpositions, des 3-cycles et des 5-cycles.
Troisiéme étape : on montre que si 2,_; est simple, 2, est simple. On commence par
montrer que H contient toujours un élément non trivial envoyant 1 sur lui-méme. Sup-
posons ¢ € H, avec o(1) = i # 1; on va corriger o en un élément ¢’ € H tel que o’(1) = 1.
Soit j ¢ {1,i} tel que a(j) # j (o n'est pas la transposition (1,i)) et soient [, m distincts
¢{1,i,j,0(j)} (onan=6);alors'élément

o' =(jlmo (jlm) o
de Hvérifieo’(1)=1eto’(j)=1# j.Donc o’ #eeto’ € Gy nH, ot
Gi={oeA, o) =1} =2A,_;.
Ainsi HN Gy # {e}. Or HN G; < G; dong, par '’hypotheése de récurrence, HNG; = Gy et H

contient donc un 3-cycle. Donc H = 2,,. O

5.2. Théoréeme de Jordan-Holder. — La notion de suite de composition exprime 'idée
de « casser en morceaux simples » un groupe : une suite de composition d'un groupe G est
une suite finie

G=Gy>G>--->G, ={e} (14)
de sous-groupes emboités oli chaque groupe quotient G;/G;+; est simple.
Exemples 5.3. — 1° Le groupe Z/6Z admet la suite de composition
Z/6Z1>Z/3Z1> {0},

avec quotients successifs Z/2Z et Z/3Z, aini que la suite
Z/6Z1>Z/2Z1> {0},

avec quotients successifs Z/3Z et Z/2Z.

2°Soitn=T] p?i une décomposition en produit de facteurs premiers d'un entier positif
non nul. 1l résulte du lemme chinois (prop. 3.1) que le groupe Z/nZ admet une suite de
composition dont les quotients successifs sont les Z/ p;Z, chacun répété «; fois.

Plus généralement, il résulte du th. 3.6 que tout groupe abélien fini d’ordre n admet une
suite de composition dont les quotients successifs sont les Z/ p;Z, chacun répété «; fois.

3° Le groupe symétrique &, admet la suite de composition

Gy Ay >K>Z/2Z1> {e},

avec quotients successifs Z/2Z, Z/3Z, Z/2Z et Z.| 2Z.
4° Pour n =3 ou n = 5, une suite de composition pour &, est donnée par

S, >, {e},

avec quotients successifs Z/2Z et 2 ;.
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5° Le groupe Z n’'a pas de suite de composition : en effet, tout sous-groupe de Z est
du type mZ, et m est premier si on veut que le quotient Z/mZ soit simple. Il reste donc
isomorphe a Z et on ne peut pas atteindre {0} en un nombre fini de pas.

Une suite de composition G = G(] > G’1 > > G’s = {e} est dite équivalente a la suite (14)
si r = s et qu'il existe une permutation o € &, telle que Gq(;)/Go(iy+1 = G} /G ;.

Le théoreme suivant indique I'existence et I'unicité des suites de composition pour les
groupes finis : il dit ainsi qu’en un certain sens tous les groupes finis sont construits a partir
de ces blocs de base. La classification des groupes finis simples est un énorme travail,
achevé dans les années 80, donc ces blocs de base sont connus, mais cela n’entraine pas

du tout qu’on connaisse tous les groupes finis en général !

Théoreme 5.4 (Jordan-Hoélder). — Tout groupe fini admet une suite de composition. Deux
telles suites sont équivalentes.

Le théoréme ne dit pas que les termes d'une suite de composition d'un groupe fini
G ne dépendent que du groupe G (cf. ex. 5.3.1°); seuls les quotients successifs ont cette
propriété. Ces quotients simples (comptés avec les répétitions éventuelles) sont appelés
les facteurs simples de G.

Attention : ils ne caractérisent pas le groupe G a isomorphisme pres : les groupes Gy,
(Z/2Z)3 x Z/3Z et Z/24Z ont les mémes facteurs simples (cf. ex. 5.3) mais ne sont pas iso-
morphes deux a deux.

Remarquons que I'unicité (a équivalence pres) de la suite de composition pour Z/nZ
entraine, grace al'ex. 5.3.2°, celle de la décomposition de 'entier non nul 7 en produit de
facteurs premiers.

Démonstration. — Lexistence d'une suite de composition est facile : si G # {e}, on définit
G; comme un sous-groupe distingué maximal distinct de G. Alors le groupe non trivial
G/G; est simple car un sous-groupe distingué de G/G; remonte en un sous-groupe distin-
gué de G contenant Gj, qui ne saurait étre que G; ou G; dans le premier cas, le sous-groupe
de G/G; est {e}, dans le second, G/G; entier. On recommence le raisonnement a partir de
G pour construire Gy. La construction s’arréte quelque part puisque les cardinaux des G;
décroissent strictement (le fait que G soit fini est bien str essentiel ici).
La démonstration de l'unicité va utiliser le lemme suivant.

Lemme 5.5. — Soit G un groupe. SiH; <{G etK; <G sont des sous-groupes distingués dis-
tincts tels que G/H; et G/K; sont simples, alors H) N K, est distingué dans H; et dans K;
et

G/H; =Ky/(HinKy), G/K;=H;/(H;nKjy).

Admettons le lemme pour le moment. On raisonne par récurrence, en supposant le
résultat vrai pour les groupes dont une suite de composition a une longueur inférieure ou
égalear—1.

Soient (Hy,...,H;) et (Ky,...,Ky), avec r < s, des suites de composition de G. Si Hy =
Kj, on applique a ce groupe I'hypothése de récurrence, et on en déduit que les suites de
composition (Hy,...,H;) et (K»,...,K;) sont équivalentes, d’ot1 la conclusion dans ce cas.
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Supposons donc H; # K; et introduisons une suite de composition (Ly,...,L;) pour le
groupe fini H; nK;. On consideére le diagramme

Hi > H > -+ > Hy={e}
v 4
G L,=H;nK; > > L;={e}
a <J
Ki > Ko > > Ks = {e}

Compte tenu du lemme, tous les quotients apparaissant dans ce diagramme sont simples.
Par conséquent, nous avons deux suites de composition pour H;, a savoir (Hp,...,H;) et
(Ly,...,Ly). Par 'hypothése de récurrence, on a r = t et, a permutation prés, les quotients
(Hy/Hy,...,H,_1/H,) sont isomorphes aux quotients

(Hy/(H; nKy) = G/Ky, (H; nKy)/Ls,...,Lr—1/L;). (15)

Puisqu’on dispose maintenant de la suite de composition (L) de K;, de longueur r -1,
on peut aussi appliquer 'hypothese de récurrence a K; pour obtenir s = r, et que les
(Ky/Ky,...,K;—1/K;) sont isomorphes aux

(Ky1/(Hy nKy) = G/H;, (H; nKy)/Ls,...,Lr—1/L;). (16)

De la comparaison de (15) et (16) résulte que les suites de composition (H;) et (K;) de G
sont équivalentes. O

Démonstration du lemme 5.5. — Le noyau du morphisme canonique K; — G/H; étant
H; nKj, on a une injection
Kl/(Hl NnKy) — G/Hl.

Comme K; est distingué dans G, on obtient que K; /(H; NnKj) est distingué dans G/H;. Par
simplicité de ce dernier, on obtient soit K; /(H; NKy) = G/H;, soit K; /(H; nKy) = {e}.
Dans le second cas (qu'on veut exclure), on a K; < H; et H;/K; est un sous-groupe
distingué non trivial du groupe simple G/K;. Comme H; # G (puisque G/H;, étant simple,
est non trivial), H; /K est trivial, ce qui contredit I'hypotheése H; # K.
On a donc montré le premier isomorphisme du lemme, et le second se montre de fagon
analogue. O

Exercice 5.6. — Soit G un groupe (quelconque).

a) Soit H un sous-groupe distingué de G. Supposons que G admette une suite de composition
G =Go>Gy>---> Gy = {e}. Montrer qu’on peut « extraire » de la suite (HN G;)g<j<r Une suite
de composition pour H.

b) En déduire la généralisation suivante du th. 5.5 : deux suites de composition de G sont équi-
valentes (Indication : reprendre la preuve ci-dessus et utiliser a)).

¢) Montrer que I'énoncé de b) ne s’étend pas aux suites de composition infinies (Indication :
pour chaque nombre premier p, on pourra considérer la suite ( piZ)i>0 de sous-groupes de
Z).

Exercice 5.7. — Soit H un sous-groupe distingué d’'un groupe fini G. Montrer que la collec-
tion de facteurs simples de G est la réunion de la collection des facteurs simples de H et de la
collection des facteurs simples de G/H (il peut bien stir y avoir des répétitions).



40 CHAPITRE 1. GROUPES

5.3. Groupe dérivé. — Des éléments x et y d’'un groupe G commutent si leur commuta-
teur

[x,y]:=xyx 1y ! (17)
vaut e. Le sous-groupe
DG =([xyllx,yeG

de G engendré par tous les commutateurs est appelé groupe dérivé de G.
Le groupe dérivé est trivial si et seulement si G est abélien.

Proposition 5.8. — Le groupe dérivé D(G) est un sous-groupe caractéristique de G, c’est-
a-dire qu'il est stable par tout automorphisme de G. En particulier, il est distingué.

Le quotient G/D(G) est abélien et c'est le plus grand quotient abélien de G au sens sui-
vant : SiH=<G, on aD(G) <H si et seulement siH <G et G/H est abélien. En d’autres termes,
tout quotient abélien de G est un quotient de G/D(G).

On peut dire aussi que tout morphisme de G vers un groupe abélien se factorise a tra-
vers G/D(G). Si par exemple G = D(G), tout morphisme de G vers un groupe abélien est
trivial.

Démonstration. — Limage du commutateur [x, y] par un automorphisme f de G est le
commutateur [f(x), f(y)], donc f(D(G)) =D(G).

Puisque [x, y] € D(G) pour tous x, y € G, tous les commutateurs sont nuls dans le quo-
tient G/D(G), donc G/D(G) est abélien. Si G/H est abélien, tous ses commutateurs sont
triviaux, donc pour tous x, y € G, il faut [x, y] € H, ce qui impose D(G) <H. O

Proposition 5.9. — Pourn=5,onaD@,)=U,. Pourn=2,onaD(G,)=%2,.

Démonstration. — Comme D(2(;) est distingué dans 2, il est, par le th. 5.1, égal, pour
n#4,

— soit a {e}, auquel cas 2, est abélien, ce qui ne se produit pas pour n =5,

— soitafA, .

Ceci montre la premiére assertion. D’autre part, D(&,,) <%, (carla signature d'un commu-
tateur est toujours 1), et D(S,,) est distingué dans &,, donc dans 2,,. On conclut comme
ci-dessus pour n # 4.

On peut aussi remarquer que tout 3-cycle

(abc) = (ab)(abc)(ab)~ (abe)™! = [(ab), (abc)]

est un commutateur. Ainsi, le groupe D(G,,) contient tous les 3-cycles, donc est 2(,, pour
tout n. O

Exercice 5.10. — Soit H un sous-groupe d'un groupe G. Montrer que D(H) est un sous-
groupe de D(G) et qu’il est distingué dans D(G) si H est distingué dans G.

Exercice 5.11. — Soit n un entier = 2. Décrire tous les morphismes de &, dans C*.
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Exercice 5.12. — Montrer que groupe dérivé D(SLp(Z)) est d'indice divisant 12 dans SLy (Z)
(Indication : si R et S sont les générateurs de SLp(Z) définis dans 'exerc. 4.2.a), on pourra
calculer Sz, S4, R3 et RY) a4,

Exercice 5.13. — Soit G un groupe. On note S 'ensemble de tous les commutateurs [x, y] de
G.

Le but de ce long exercice est de montrer que si S est fini, le groupe qu’il engendre, D(G),
est aussi fini.
a) Montrer que l'inverse d'un élément de S est encore dans S.
b) Pour tout entier m = 0, on note S;;; le sous-ensemble de G formé des produits d’au plus m
éléments de S. Montrer D(G) = U;;=0Sm-
¢) Pour tout z dans G et tout s dans S, montrer que zsz~ ! est dans S.
d) Pour tous x1, y1, X2, y2, X3, y3 dans G, montrer la formule

[x1, y11lx2, y2llx3, y3] = [x1, 1] [xs.ys][z_lxzz. z_lyzZ],

ol z = [x3, y3l.
e) On suppose dans cette question que l'indice [G : Z(G)] du centre de G (cf. 1.4.5°) est fini et
on le note n.
) Montrer que S est fini de cardinal r < n2.0Onnote S = {s1,...,8r}.
) Montrer que tout élément de S ;,; peut s’écrire s{n‘ -5/, avec my,..., my € Net my +
---+ my < m (Indication : on pourra utiliser la formule de d)).
Y) Montrer que pour tout S€ S, on a s"eZ(G).
0) Montrer que pour tout entier m = 0, on a Sy, < Sy (Indication : on pourra pro-
céder par récurrence sur m et démontrer les relations [x, yI"*! = y~l(x, y]"y[x, y] =
y e 1" ).
€) En déduire que D(G) est fini (de cardinal < n”3).
f) On suppose dans cette question S fini. Par c), le groupe G agit par conjugaison sur S et on
note K le noyau du morphisme composé D(G) — G — Bij(S).
«) Montrer que K est d’indice fini dans D(G) et qu'il est contenu dans Z(D(G)).
B) En déduire que D(D(QG)) est fini. Il est distingué dans G par 'exerc. 5.10; on pose
H:=G/DD(G)).
Y) Montrer que D(H) est abélien et en déduire que pour tout x € H et tout d € D(H), on
a[x,d)? = [x,d?).
0) En déduire que le sous-groupe [H,D(H)] de H engendré par les [x, d], pour x € H et
d € D(H), est fini et distingué dans H. On pose M := H/[H, D(H)].
€) En déduire que D(M) est fini, puis que D(G) est fini.

6. Groupes résolubles

Dans 'ex. 5.3.3° du groupe symétrique G4, tous les facteurs simples sont abéliens. C’est
un exemple de groupe résoluble.

C’est une notion essentielle pour I'application de la théorie de Galois a la résolution
par radicaux des équations polynomiales. Elle admet plusieurs définitions équivalentes

14. 1l ressort de la note 12 que l'indice est exactement 12 (cf. aussi exerc. I11.2.14). On peut montrer que

1 -1 1 1
D(SLy(Z)) est le sous-groupe de SLy (Z) engendré par les matrices [S,T] = (_1 2 ) et[S,T7 1] = (1 2).
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que nous allons expliquer. Etant donné un groupe G, on définit une suite de sous-groupes
G=DG)>D'G>D*G)-
en posant, pour tout entier n € N,
D"*(G) :=D(D"(G)).

Noter que D"**1(G) est distingué dans D"(G) (et méme dans G par I'exerc. 5.10) et que les
groupes quotients D" (G)/D"*!(G) sont abéliens.

Proposition 6.1. — On dit qu'un groupe G est résoluble s'il vérifie 'une des conditions
équivalentes suivantes :
(i) ilexisten €N tel que D" (G) = {e};
(i) il existe une suite
G=G >G> B>Gr={e}

de sous-groupes emboités ot chaque groupe G;/G; 1 est abélien.

Démonstration. — 1l est clair que (i) entraine (ii). Supposons donc qu'’il existe une suite
comme dans (ii). Puisque Gy/G; est abélien, on a vu plus haut que G; contient D(G). On
montre de la méme facon, par récurrence sur n, que G, contient D”(G) pour tout n €
{0,..., 1}, donc que D’ (G) est trivial. O

Exemples 6.2. — 1° Tout groupe abélien est résoluble.

2° Le groupe G, est résoluble pour n < 4, mais pas pour n = 5 puisqu’'on a alors
D"(&,) =2, pour tout m = 1 (prop. 5.9).

Limportance de ce résultat réside dans le fait que, par la théorie de Galois, il implique
que I'équation générale de degré n = 5 n’est pas résoluble par radicaux. Cela explique aussi
la terminologie.

3° Un groupe G qui est résoluble et simple est cyclique d’ordre premier : en effet, on a
D(G) # G (sinon la condition (i) du théoreme ne pourrait étre vérifiée) et comme D(G) <G,
on a D(G) = {e} puisque G est simple. Le groupe G est donc abélien; étant simple, il est
cyclique d’ordre premier.

4° Si K est un corps, le groupe affine GA(K) (cf. ex. 1.1.5°) est résoluble (cf. exerc. 1.28). En
revanche, pour n = 2 et card(K) = 4, les groupes SL, (K) et GL,(K) ne le sont pas puisque
leur groupe dérivé est SL,(K) (th. I1.2.6).

La propriété d’étre résoluble passe aux sous-groupes et aux groupes quotients.

Proposition 6.3. — Soit G un groupe et soit H un sous-groupe de G.
1°Si G est résoluble, H est résoluble.
2°SiH<G,ona
G résoluble < H et G/H résolubles.

Démonstration. — 1° Pour tout entier n, D" (H) est contenu dans D"(G). Le premier point
résulte donc de la prop. 6.1.(i).

2° Si G est résoluble, avec D"(G) = {e}, on vient de voir que H 'est aussi (avec D" (H) =
{e}). Les commutateurs de G/H sont les images par la surjection canonique G — G/H des
commutateurs de G. Le groupe D(G/H) est donc 'image de D(G), puis le groupe D" (G/H)
est'image de D" (G), donc D"(G/H) = {e} et G/H est résoluble.
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Inversement, supposons H et G/H résolubles, avec D™ (H) et D" (G/H) triviaux. Comme
D"(G/H), qui est trivial, est 'image de D"(G) par la surjection canonique, ce dernier est
contenu dans H. On a alors

D"*™"(G) =D™(D"(G) <D™ (H) = {e},
donc G est résoluble. O
Exemple 6.4. — Le groupe SL,(Z) n’est pas résoluble pour n =2 (1%,

Proposition 6.5. — Soit G un groupe fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) G estrésoluble;
(ii) les facteurs simples de G sont cycliques d’ordre premier.

Démonstration. — Pour montrer que (ii) implique (i), on peut procéder par récurrence
sur la longueur d'une suite de composition G = Go > Gy > --- > G, = {e} (dont les quo-
tients successifs sont donc cycliques d’ordre premier). Lhypothése de récurrence entraine
que G; est résoluble. Comme G/G; est cyclique, donc abélien, il est aussi résoluble et on
conclut que G est résoluble par la prop. 6.3.2°.

Inversement, si G est résoluble, la méme proposition dit que tous ses facteurs simples
sont résolubles. Etant simples, il sont cycliques d’ordre premier (ex. 6.2.3°). O

Le théoreme de Burnside dit que tout groupe fini dont I'ordre a au plus deux facteurs
premiers est résoluble. On peut le démontrer en utilisant la théorie des représentations,
qui sera présentée au chap. IV. La preuve est astucieuse, mais du niveau de ce cours. Plu-
sieurs cas particuliers sont proposés en exercice ci-dessous.

Ce n’est pas le cas du théoréme de Feit et Thompson (1963), qui affirme que tout groupe
fini d’ordre impair est résoluble. Sa démonstration occupe plusieurs centaines de pages. Il
est équivalent a dire que tout groupe fini simple non abélien est d’ordre pair (pourquoi?).

Exercice 6.6. — Soit p un nombre premier. Montrer qu'un p-groupe est résoluble.

Exercice 6.7. — Soient p et g des nombres premiers.

a) Montrer que tout groupe d’ordre pq est résoluble (Indication : on pourra utiliser 1'exerc.
2.29).

b) Montrer que tout groupe d’ordre p?q est résoluble (Indication : on pourra utiliser I'exerc.
2.33).

¢) Montrer que tout groupe d’ordre p3 g est résoluble (Indication : on pourra utiliser I'exerc.
2.34).

Exercice 6.8. — Soient p et g des nombres premiers, avec p < ¢, et soit G un groupe d’ordre
p™q", avec 0 < m <2 et n = 0. Montrer que G est résoluble (Indication : on pourra utiliser
l'exerc. 2.32).

Exercice 6.9. — Soit g un nombre premier impair et soit G un groupe d’ordre 8¢™. Le but de
cet exercice est de montrer que G est résoluble. On note n4 le nombre de g-sous-groupes de
Sylow de G.

a) Montrer que G est résoluble si (g, ng) € {(3,4), (7,8)}.

15. Pour n = 3, cela résulte de I'exerc. I1.2.9; pour tout n = 2, on peut utiliser le fait que I'application SL; (Z) —
SL;(Z/5Z) de réduction modulo 5 est surjective, que le groupe SLy(Z/5Z) n’est pas résoluble (ex. 6.2.4°), et ap-
pliquer la prop. 6.3.
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b) On suppose g = 3 et ng = 4. Montrer que G est résoluble (Indication : on pourra considérer
I'action transitive de G sur 'ensemble des 3-sous-groupes de Sylow et appliquer 'exerc. 6.8
aAa son noyau).

¢) On suppose g =7 et ng = 8. Montrer que G est résoluble (Indication : on pourra considérer
I'action transitive de G sur I'ensemble des 7-sous-groupes de Sylow; pour le cas n = 1, on
pourra compter les éléments d’ordre 7).

Exercice 6.10. — Soient p, g et r des nombres premiers et soit G un groupe d’ordre pqgr.
Montrer que G est résoluble.

Exercice 6.11. — Montrer que tout groupe d’ordre 72 est résoluble (Indication : on pourra
considérer les 3-sous-groupes de Sylow et utiliser I'exerc. 2.31).

Exercice 6.12. — Montrer que tout groupe d’ordre 495 est résoluble (Indication : on pourra
considérer les 5- et 11-sous-groupes de Sylow, montrer que 1'un d’eux est distingué, puis uti-
liser les exercices précédents).

Exercice 6.13. — Montrer que tout groupe d’ordre 2907 est résoluble (Indication : on pourra
utiliser I'exerc. 2.37).

Exercice 6.14. — Soit K un corps et soit 7 un entier = 1. Montrer que le sous-groupe T de
GL;, (K) formé des matrices triangulaires supérieures est résoluble (Indication : on pourra étu-
dier la suite des groupes dérivés D' (T)).

Exercice 6.15. — Soit p un nombre premier. Le groupe affine GA(F)) (cf. ex. 1.1.5°) est réso-
luble (cf. ex. 6.2.4°) et il opere transitivement et fidelement sur I'ensemble F, = {0,..., p — 1}.
On peut le voir comme un sous-groupe de GF}" = Gp ; son cardinal est p(p — 1) (exerc. 1.28).
Le but de cet exercice est de montrer que tout sous-groupe résoluble H< &), qui opére
transitivement est conjugué a un sous-groupe de GA(F)); en particulier, son ordre divise
p(p—1) (C’est un résultat d a Galois).
Soit H = Ho > Hj > --- > H; = {e} une suite de sous-groupes emboités oli chaque groupe
H;/H; ., est abélien d’ordre premier (prop. 6.5).
a) Soit T la translation x — x + 1. Déterminer les p-sous-groupes de Sylow de G. En déduire
que si g est un élément de G, tel que gtg !estdans G, alors g € G.
b) Montrer que le groupe Hy— agit transitivement sur Fj, (Indication : on pourra utiliser
I'exerc. 2.6), puis qu’il est d’ordre p.
¢) Soit T’ un générateur de H,_1. Montrer qu'il existe g € S, tel que gtv'g™! = 1. On pose
H) = gH;g7 L.
d) Conclure H< g~'Gg (Indication : on pourra montrer H; <G par récurrence descendante
sur i, en utilisant b)).

Exercice 6.16. — Soit p un nombre premier. Le but de cet exercice est de montrer qu'un
sous-groupe H de & qui opere transitivement est résoluble si et seulement si aucun élément
de H autre que I'identité laisse deux éléments de {1,..., p} fixes.

a) On suppose que H est résoluble. Montrer que H a cette propriété (Indication : on pourra
utiliser I'exercice précédent).

b) On suppose que H a cette propriété. On note Hy <H le stabilisateur d'un point x de
{1,..., p}. Montrer que les (Hy—{Id})xe(1,... p} forment, avec I'ensemble S des éléments de H
sans aucun point fixe, une partition de H—{Id}. Montrer 1'égalité |H| = p|Hy| et en déduire le
cardinal de S.
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¢) Montrer que H contient un p-cycle o (Indication : on pourra utiliser le lemme de Cauchy
(exerc. 2.14)) et que S = {o,...,aP 1}
d) Montrer que S est stable par conjugaison par tout élément de H (Indication : on pourra uti-
liser la question b) de I'exercice précédent). En déduire que H est conjugué a un sous-groupe
du groupe affine GA(Fj) et conclure.

7. Groupes nilpotents

Dans le paragraphe précédent, nous avons considéré la suite dérivée descendante
(D™(G)) de sous-groupes distingués d'un groupe G. On peut construire une suite ascen-
dante (Z"(G)) de sous-groupes distingués de G de la fagon suivante.

Onpose Zy(G) := {e} et Z; (G) := Z(G), le centre du groupe G. Il est bien distingué dans G.
Supposons Z"(G) <G construit. On note alors Z,,+1 (G) <G l'image inverse par la surjection
canonique G — G/Z,(G) du centre de G/Z,(G), c’est-a-dire

Zn1(G)={geG|VxeG gxg lx ' e€Z,G).
On obtient ainsi une suite croissante de sous-groupes
{e}=20(G)4Z,(() 4Z,(Q) I+
ol les quotients successifs sont abéliens.
Définition 7.1. — On dit qu'un groupe G est nilpotents’il existe n € N tel que Z,(G) =G.

Exemples 7.2. — 1° Tout groupe abélien est nilpotent, puisque Z; (G) = G.
2°Le groupe G, estnilpotent pour 7 < 2, mais pas pour n = 3, puisqu'on a alors Z(G&,,) =
{Id} (exerc. 1.6).

Exercice 7.3. — Soit p un nombre premier. Montrer qu'un p-groupe est nilpotent.

Exercice 7.4. — Montrer que le groupe D, est nilpotent si et seulement si n est une puissance
de 2 (Indication : utiliser I'exerc. 1.5).

Exercice 7.5. — SoitKun corps et soit n un entier = 1. Montrer que le sous-groupe de GL, (K)
formé des matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale est nilpotent.

On peut aussi caractériser les groupes nilpotents a I'aide d'une autre suite de sous-
groupes, cette fois descendante. Il s’agit de la suite (C"(G)) définie récursivement par

C’G) =G C"™(G):=[G,C"G):=lxyl | x€G,yeC"G}

(on rappelle la notation de (17) : [x, y] = xyx~ 'y~ 1).
Montrons tout d’abord, par récurrence sur n, que C"(G) est distingué dans G. Pour tout
x€G, tout ye C"(G), ettout ze G, on a

zlx, Y1zt = (zxz7 1, zyz V).

Si C"(G) est distingué dans G, on a zyz~! € C*(G), donc z[x,ylz"! € C"*1(G). On en dé-
duit que les générateurs de zC"*!(G)z~! sont dans C"*1(G), donc que C"*!(G) est aussi
distingué dans G.

Cela entraine les inclusions

G=C’G)>ClG)>C*G)>---
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ol les quotients successifs sont abéliens, puisque C**!(G) 2 D(C"*(G)).

Proposition 7.6. — Un groupe G est nilpotent si et seulement si il existe n = 0 tel que
C"(G) = {e}.
Démonstration. — Supposons tout d’abord G nilpotent, avec Z,(G) = G. Nous allons

montrer par récurrence sur m € {0,...,n} 'inclusion C"™(G) € Z,-,;(G), qui donne
C™"(G) = {e}, c'est-a-dire le résultat cherché, pour m = n.

Pour m = 0, cette inclusion est G € Z,(G) : elle est vraie par hypothese.

Supposons C"(G) € Z,,—» (G). Pour montrer C"™1(G) € Z,,— m-1(G), il suffit de montrer
que [x, y] est dans Z,,_,—1(G) pour tout x € G et tout y € C"(G). Par hypothése, ona y €
Z,-m(G), doncla classe y de y dans G/Z,,_,,-1(G) est dans le centre de ce groupe, de sorte

que [x, y] = [x,y] =e. On en déduit [x, y] € Z;— ;-1 (G).

Supposons inversement C"*(G) = {e}. Nous allons montrer par récurrence sur m €
{0,...,n} Tinclusion C""™(G) € Z,,(G), qui donne Z,(G) = G, c’est-a-dire le résultat
cherché, pour m = n.

Pour m = 0, cette inclusion est C"*(G) < {e} : elle est vraie par hypotheése.

Supposons C*""(G) < Z,,(G). Soit y € C"™=1(G). Pour tout x € G, on a alors [x, yl €
Zm(G), c'est-a-dire [x,y] = e dans G/Z,,(G). On en déduit que ¥ est dans le centre de

G/Z,(G), donc que y est dans Z,;,+1(G), ce qui montre le pas de récurrence. O
Corollaire 7.7. — Tout groupe nilpotent est résoluble.

Démonstration. — Cela résulte du fait qu’on a D"*(G) € C"(G) pour tout n = 0. O
Corollaire 7.8. — Le produit de deux groupes nilpotents est nilpotent.

Démonstration. — Cela résulte du fait qu'on a C"(G x H) € C"*(G) x C"(H) pour tout n =
0. O

La propriété d’étre nilpotent passe aussi aux sous-groupes et aux groupes quotients.

Corollaire 7.9. — Soit G un groupe nilpotent et soit H un sous-groupe de G.
1° Le groupe H est nilpotent.
2°SiH <G, le groupe G/H est nilpotent !9,

Démonstration. — Pour le premier point, cela résulte du fait qu’on a C"(H) < C"(G) pour
tout n = 0.

Pour le second point, les commutateurs de G/H sont les images par la surjection cano-
nique G — G/H des commutateurs de G. On en déduit que C"(G/H) est I'image par p de
C*(G). O

16. Mais attention : H et G/H peuvent étre nilpotents sans que G le soit ! C’est le cas par exemple pour H = Z/6Z,
nilpotent, sous-groupe distingué de G = Dg, non nilpotent (exerc. 7.4), bien que G/H = Z/2Z le soit.
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En particulier, il résulte du cor. 7.9 et de I'exerc. 7.5 que tout sous-groupe de GL,(K)
formé de matrices triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale est nilpotent !7),

Exercice 7.10. — Soit G un groupe fini. Le but de cet exercice est de montre I'équivalence des
conditions suivantes :

(i) G est nilpotent;

(ii) G est isomorphe au produit de ses sous-groupes de Sylow, c’est-a-dire a un produit de
p-groupes (pour des p peut-étre différents).

a) Montrer I'implication (ii)= (i).

On suppose maintenant G nilpotent (fini).

b) Soit H < G un sous-groupe propre de G. Montrer que son normalisateur Ng(H) (cf. (6))
contient strictement H (Indication : on pourra considérer le plus grand entier m < n tel que
C™(G) <H, choisir g € C"™*1(G)—H, et montrer g € Ng (H)).

¢) Soit S un p-sous-groupe de Sylow de G. Montrer S est distingué dans G (Indication : on
pourra utiliser I’exerc. 2.42.b)).

d) Soient S et S’ des sous-groupes de Sylow distincts de G. Montrer S NS’ = {e} et que tout
élément de S commute avec tout élément de S’. En déduire (ii).

Exercice 7.11. — Soit G un groupe nilpotent. Montrer que le produit de deux éléments de G
d’ordre fini est d’ordre fini. Plus précisément, si x” = y™ = e et C"(G) = {e}, ona (xy)™" =e
(Indication : on pourra procéder par récurrence sur n).

8. Croissance des groupes de type fini

Lexerc. 7.10 ci-dessus montre qu’en un certain sens, les groupes nilpotents finis ne
sont pas tres intéressants. Nous allons voir dans cette section que la théorie des groupes
nilpotents infinis est beaucoup plus riche.

Rappelons (§1.2) qu'un groupe G est de type fini s'il existe une partie génératrice finie
A={ay,...,ar} = G. Pour tout entier m = 0, on note Bg A (m) 'ensemble des éléments de G
qui peuvent s'écrire comme produits d’au plus m éléments de AUA~!. On veut étudier la
fonction (croissante)

Bga:N — N
m +— card(Bga(m)).

Exemple 8.1. — Considérons la partie génératrice A = {1} du groupe Z. On a alors
Bza(0) =1et,pour n=1,onaBga(m)={-m,...,0,...,m}, donc

Vm=1 Bza(m)=m+1.
La partie B = {2,3} est encore génératrice. On peut montrer (ce n'est pas completement
trivial) qu'on a

Vm=2  Pzp0)=m+1.

17. Ellis Kolchin a démontré en 1948 que plus généralement, tout sous-groupe de GL;(K) formé de matrices
unipotentes (c’est-a-dire de la forme I, + N, out N est une matrice nilpotente) est nilpotent, en montrant qu'il
existe une base de K" dans laquelle tous les éléments du groupe ont une matrice triangulaire supérieure (avec
des 1 sur la diagonale).
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La fonction peut donc dépendre de la partie génératrice choisie. Ceci dit, nous nous
intéresserons non pas au calcul précis de ces fonctions, mais a leur comportement lorsque
n tend vers I'infini. Dans I'’exemple, on voit que z A et Pz 4 sont toutes deux polynomiales
de méme degré. De fagon générale, on a toujours la borne

Bg.a(m) < (2card(A) + 1)™.

La croissance est donc au plus exponentielle.

Les fonctions obtenues lorsqu’on change de partie génératrice peuvent étre comparées.
Pour cela, nous introduisons la relation d’ordre entre fonctions croissantes N — Rt définie
par

B1=P2 < @Hc>0JaeN*"VmeN* PB1(m)<cPz(am)).

On dit que de telles fonctions p; et 2 sont équivalentes, et on écrit f; ~ P2, siP1 <P et

B2 <P1.

Exemples 8.2. — 1° Toute fonction bornée est équivalente a toute fonction constante.
2° Des fonctions poynomiales sont équivalentes si et seulement si elles sont de méme
degré.

3° Pour tout a > 0, les fonctions m — e™ et m — %™ sont équivalentes.

Proposition 8.3. — Soit G un groupe de type fini et soient A et A’ des parties génératrices
finies de G. Les fonctions g a etPg,a sont équivalentes.

On parlera ainsi (abusivement) de la fonction de croissance g de G.

Démonstration. — 11 suffit bien stir de montrer g a < g a’. Soit a un entier tel que tous
les éléments de A soient dans Bg a(@). On a alors aussi A™! ¢ Bg,a'(a), d’ot on déduit

Bg,a(m) = Bg a(am)
et la proposition. O

Exercice 8.4. — Soit H un sous-groupe d’'un groupe de type fini G.
a) Si H est de type fini, montrer By < Bg.
b) Si H est d’'indice fini dans G, il est de type fini (exerc.1.14) ; montrer fy ~ Bg-

Définition 8.5. — Soit G un groupe de type fini.
Le groupe G est a croissance polynomiale (de degré au plus d) si pg(m) < m%.
Le groupe G est a croissance exponentielle si fg(m) ~ e™.

1l existe des groupes de type fini qui ne sont ni a croissance polynomiale, ni a crois-
sance exponentielle! C’est un probléme tres difficile de recherche actuelle de construire
des groupes de type fini dont la fonction de croissance est « exotique ».

Exemples 8.6. — 1°Un groupe abélien de type fini est a croissance polynomiale de degré

au plus le nombre de générateurs 18

18. Plus précisément, il résulte du th. 3.6 que la croissance est polynomiale de degré au plus le nombre r ap-
paraissant dans ce théoréme.
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2° Pour n = 2, les groupes SL,(Z) (qui sont de type fini par le th. 4.1) sont a croissance
exponentielle 19,

Proposition 8.7. — Soit G un groupe de type fini. Les groupes C"(G)/C"""1(G) sont abéliens
de type fini.

Démonstration. — On a déja remarqué que ces quotients sont abéliens. On montre par
récurrence sur n qu’ils sont de type fini. Soient a,, ..., a, des générateurs de G.

Pour n = 0, il est clair que C%G)/CHG) = G/ICLHG) est engendré par les classes de
al,...,ar.

Supposons donc que C*(G)/C"*1(G) est engendré par les classes de by, ..., bs € C"(G).
Nous allons montrer que C"*!(G)/C"*?(G) est engendré par les classes des [aF', b;frl], pour
1<is<retl<js<s. Ilsuffit de montrer que tout commutateur [x,z], avec x € Get z €
C™(G), est produit de ces éléments modulo Cc"2(G).

Nous allons utiliser les deux identités suivantes, valables pour tous éléments x, y et z
d’un groupe, que le lecteur est invité a vérifier par lui-méme :

xy,z] = [yazlllz ] x1x, 2], (18)
x,yz] = [x¥y]lx 2]z x],y]. 19)
Si on prend z € C"(G) dans (18), on obtient
(x1X2,2] = [x1,2] [X2,2]  dans C"*1(G)/C"%(G)

puisque [[z, x2], x1] € C"*2(G). Ceci entraine que le groupe C"*"1(G)/C"*?(G) est engendré
par les classes des [al.il, z] pour 1 i <r et ze C"(G). Il suffit ensuite de décomposer z en
produit des b; et de leurs inverses et d’utiliser (19) de la méme fagon pour conclure. O

J. A. Wolf a montré (1968) que les groupes nilpotents de type fini sont a croissance po-
lynomiale, donc aussi les groupes de type fini qui possedent un sous-groupe nilpotent
d’indice fini (exerc. 8.4.b)).

La réciproque est un résultat spectaculaire de M. Gromov (1981).

Théoreme 8.8. — Un groupe de type fini est a croissance polynomiale si et seulement si il
possede un sous-groupe nilpotent d'indice fini.

Démonstration. — 1l est hors de question de démontrer ici le théoreme de Gromov; nous
renvoyons au célebre blog de T. Tao (http ://terrytao.wordpress.com/) pour une démons-
tration « élémentaire ».

Nous nous contenterons d’expliquer le théoréme de Wolf dans le cas ou C2G) =
[G, G, Gl] est trivial, c’est-a-dire quand tout commutateur est dans le centre de G (le cas
ot1 C!(G) est trivial est I'ex. 8.6.1°).

Soit donc A = {ay,..., a;} un ensemble fini de générateurs de G, stable par inversion et
contenant e. Pour tout entier m = 0, un élément g de Bg a(m) est produit de m éléments

19. C’est plus difficile! Brievement, on peut supposer n = 2, considérer le sous-groupe H de SL»(Z) engen-

1 2
dré par les matrices M = (O 1
I'identité I lorsque r > 0 et que les a; et b; sont des entiers non nuls (on dit que H est un groupe libre) : cela

entraine alors By, ov,Nj (/1) = 4" pour tout m. On conclut alors avec I'exerc. 8.4.a).

1 0
) etN = (2 1), et montrer qu'aucun produit M4 NP1M2ND2 ... M Nbr est
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de A. Si on rencontre dans ce produit a;a;, avec j > i, on I'écrit aiaj[a;l,ai‘l]. Comme
[a;l, ai‘l] commute avec tous les éléments de G, on peut I’envoyer ensuite toute a la droite
du produit. Cette opération nous permet d’écrire, apres au plus (m—1) +---+ 1 pas,

gzafl...af’c,

avec ki =0et k; +---+ k = n, et ol ¢ est un produit d’au plus m(m — 1)/2 commutateurs
[a;i,aj]. On en déduit

Bg,a(m) <O(m") B g aa (Mm(m—1)/2).

Comme le groupe [G, G] est abélien de type fini (en fait, ici, engendré par les [a;, a;], pour
1<i<j<r),onendéduit que G est a croissance polynomiale (de degré < r + r?).

Ceci démontre le théoreme de Wolf dans ce cas particulier. La preuve dans le cas général
(qui procede par récurrence sur un entier n tel que C"(G) est trivial, en utilisant le méme
algorithme) est laissée au lecteur. O

Remarque 8.9. — 1l existe des groupes de type fini résolubles a croissance exponentielle.
Plus précisément, J. Milnor et J. Wolf ont montré (1968) qu'un groupe de type fini résoluble
qui ne contient aucun sous-groupe nilpotent d’indice fini est a croissance exponentielle.
On sait construire explicitement de tels groupes.



CHAPITRE 11

GROUPES CLASSIQUES

1. Préliminaires sur les corps

Les groupes classiques qu’'on étudie dans ce chapitre sont définis sur des corps, et
quelques propriétés de base de la théorie des corps seront utiles. Le but de cette section
préliminaire est de les rappeler.

Soit K un corps. On dispose d’'un morphisme d’anneaux

¢:Z—K

défini par
n fois

———
(b(n):n-lK:1K+---+1K

sinz0,etdp(n) =—d(—n)si n<0. Le noyau de ¢ est un idéal pZ < Z et fournit un mor-
phisme injectif

$:Z/pZ — K.

Puisque K est un corps, Z/ pZ est integre et donc p est un nombre premier s'il est non nul.

Lenombre p (un entier premier ou bien 0) est appelé la caractéristique du corpsK, notée

car(K).

On a les propriétés suivantes :

— Si car(K) = 0, alors K contient Q comme sous-corps. C’est le plus petit sous-corps de
K; onl'appelle le sous-corps premier de K.

— Sicar(K)=p>0,0onap-1kg =0dans K, donc pour tout xe Kona p-x=p(lg-x) =
(p-1x)x = 0. Limage de ¢ est le sous-corps premier de K;; il est isomorphe a F, (qui
est une autre notation pour le corps Z/ pZ).

— Toujours si car(K) = p > 0, 'application

Fk:K — K
x — xP
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est un morphisme de corps, appelé morphisme de Frobenius. En effet, la formule du
binéme fournit les égalités

(x+y)P:xp+(r1))xp—1y+...+yp:xp+yp

car p | (/) pour 1 < i < p—1.Le morphisme Fk est injectif (x” = 0 entraine x = 0) mais
pas nécessairement surjectif (si c’est le cas, on dit que le corps K est parfai?).

— Si K est un corps fini, ¢ ne peut étre injectif, donc p = car(K) > 0. Le corps K est
alors un F-espace vectoriel, nécessairement de dimension finie d, d’ou [K| = pd. Le
morphisme de Frobenius Fx, étant une application injective entre ensembles finis de
méme cardinal, est bijectif.

Le groupe multiplicatif (K*, x) étant d’ordre g—1, le théoréme de Lagrange fournit
x971 =1 pour tout x € K*, donc x7 = x pour tout x € K, c’est-a-dire que Fl‘i est I'iden-
tité de K. En particulier, Fg, est I'identité. En d’autres termes, le sous-corps premier
F), de K est contenu dans '’ensemble

{xe K|F(x) = x}

des racines du polynéme X” —X. Comme cet ensemble a au plus p éléments, ils sont
égaux.
La derniere propriété dont nous aurons besoin est plus difficile et nous ne la démon-
trerons pas ici.

Théoreme 1.1. — Si q = p®, oiL p est un nombre premier et d € N*, il existe, a isomor-
phisme pres, un et un seul corps de cardinal q. On le noteF .

On peut soit construire ce corps comme le corps de rupture du polynéme X7 —X sur
F,, c’est-a-dire le plus petit sur-corps de F;, dans lequel le polynéme X7 — X est scindé en
produit de facteurs du premier degré, soit, si on admet ’existence d'une cloture algébrique
F, de Fj, comme

F,:={xeF,|x7=x}

(c’est bien un sous-corps de F,, puisque c’est I'ensemble des points fixes de I'automor-
phisme FIZ‘fp de F)).

Exemple 1.2. — Voici les tables d’addition et de multiplication du corps F4 (on a noté ses
éléments 0,1, a,b) :

ST Q - O+
(SRS e ) Nl
QO ==
— O T
© =TT
St Q O X
S O O oo
StQ = O
— S Q O
SIS e

Exercice 1.3. — Montrer que le groupe abélien (F pd> +) est isomorphe a (Z/ pZ)d .
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2. Le groupe linéaire

Soit Kun corps (commutatif). On rappelle que GL,,(K) est le groupe des matrices n x n
inversibles a coefficients dans K et que SL;(K) est le sous-groupe distingué des matrices
de déterminant 1.

Pourtous i, j € {1,..., n}, on a défini dans le §1.3.5 les matrices E; et, pour i # j eta €K,
les matrices élémentaires I, + aE; ;. Ce sont des éléments de SL, (K).

2.1. Centre. — Rappelons que le centre d’'un groupe est le sous-groupe formé des élé-
ments qui commutent avec tous les éléments du groupe. 1l est clair que les homothéties
AL, pour A € K*, sont dans le centre de GL,,(K).

Proposition 2.1. — SoitK un corps et soit n un entier = 2.

1° Le centre de GL,,(K) est réduit aux homothéties, c'est-a-dire Z(GL, (K)) =~ K*.

2° Le centre de SL,,(K) estSL, (K) N Z(GL,(K)), qui est isomorphe a 1, (K) := {A e K| A" =
1}.

Démonstration. — Soit A = (a;;) une matrice de GL, (K) qui commute a tous les éléments
de SL,,(K). On a alors, pour tous i # j,

A, +E;j) = (I, +E; A,

C'est-a-dire AE;; = E;;jA. Or la matrice AE;; est formée de la i-eme colonne de A placée
comme j-éme colonne, avec des 0 ailleurs. De la méme fagon, la matrice E; ;A est formée
de la j-eme ligne de A placée comme i-éme ligne, avec des 0 ailleurs. On en déduit a;; =
ajj, puis ajx = 0 pour tout k # j, et a;; = 0 pour tout [ # i. La matrice A est donc une
homothétie.

Cela montre a la fois les deux énoncés de la proposition. O

2.2. Générateurs. — Nous avons étudié dans le § 4 des générateurs du groupes GL, (Z) et
SL,(Z) en utilisant la réduction par opérations élémentaires d'une matrice a coefficients
entiers. La méme méthode s’applique aux matrices aux coefficients dans un corps quel-
conque (en plus facile, car étant dans un corps, on peut diviser par tout élément non nul!)
pour démontrer le théoréme suivant.

Théoreme 2.2. — SoitK un corps et soit n un entier = 2.

1° Le groupe SL,(K) est engendré par les matrices élémentaires 1,, + aE;;, pour i, j €
{1,...,n},i#jetaekK

2° Le groupe GL,(K) est engendré par les matrices précédentes et les matrices I, + (A —
En,, pour A e K.

Exercice 2.3. — Montrer que SL;(R) est connexe et que GL;,(R) a deux composantes
connexes.

Exercice 2.4. — Montrer que SL;(Q) est dense dans SLy (R).

Exercice 2.5. — a) Soit p un nombre premier. Montrer que la réduction modulo p des coef-
ficients d’'une matrice induit un morphisme de groupes SL;,(Z) — SLy (Z/ pZ) qui est surjectif
(Indication : on pourra utiliser le th. 2.2.1°).

b) Montrer que ce résultat reste vrai en remplagant p par n'importe quel entier N = 2.
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2.3. Conjugaison, commutateurs. — Rappelons que le groupe dérivé d'un groupe est le
sous-groupe engendré par ses commutateurs (§ 1.5.3).
D’autre part, étant donnés un corps K et un entier n = 1, on définit le groupe projectif
linéaire
PGL,(K) := GL,(K)/Z(GL,(K)) = PGL, (K)/{homothéties}
et son sous-groupe
PSL,(K):=SL,(K)/Z(SL, (K)) = PSL,,(K)/{homothéties de déterminant 1}.

Leur centre est trivial par construction.

Théoréme 2.6. — SoitK un corps et soit n un entier = 2.

1°On aD(SL,(K)) = SL,(K) (et donc D(PSL,(K)) = PSL,(K)) saufsin=2etK=F, ou
Fs.

2°0naD(GL,(K)) =SL,(K) (et donc D(PGL,(K)) =PSL,(K)) saufsin=2 etK=F,.

On verra plus bas que les groupes GL;(F») = SL(F2) sont isomorphes au groupe sy-
métrique S3, dont le groupe dérivé est 23. D’autre part, on peut montrer que le groupe
D(SL;(F3)) est d’'indice 3 dans le groupe SL,(F3). Ces cas sont donc bien des exceptions
aux conclusions du théoreme.

Démonstration. — Le déterminant d'un commutateur est 1, donc le groupe dérivé de
GL,(K) est toujours inclus dans SL,(K). Pour montrer qu’il est égal, on montre que le
groupe dérivé contient toutes les matrices élémentaires, et donc tout le groupe SL, (K).

En utilisant la formule E;jEx; = 8;1E;;, on obtient facilement les formules suivantes,
pour i, j, k distincts :

In+aE;j))™" = I,-aE;
(In+aE; ) (I +PEj) I +aBi ) Un +PEj) ™ = Iy—oBEj.

Cela montre le 1° (donc aussi le 2°) pour n = 3 (c’est nécessaire pour pouvoir choisir les
trois indices i, j, k distincts).

Lorsque n = 2, il suffit de montrer que les matrices I, + aE, et I, + aE,; sont des com-
mutateurs.

On écrit les formules suivantes : pour ¢ {0,1, —1} (ce qui est possible si |[K| > 3), on a

bl 76 ) 6

(et une formule analogue pour I+ aE2;), ce qui montre le 1°, et pour p ¢ {0, 1}, (ce qui est
possible si |[K| > 2), on a

S O I ) R

ce qui montre le 2°. O

Exercice 2.7. — Soit K un corps et soit n un entier = 2. Quel est le groupe dérivé du groupe
affine GA(K") (cf. ex. 1.1.5°) ?
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Exercice 2.8. — Soit K un corps fini et soit n un entier = 1. Décrire tous les morphismes de
GL;,(K) dans K* (Indication : on pourra utiliser I'exerc. 1.1.29).

Exercice 2.9. — Montrer que pour n = 3, le groupe dérivé D(SL, (Z)) est SL;,(Z) ),

Comme annoncé plus haut, nous allons maintenant montrer que certains des « petits »
groupes linéaires sont des groupes de permutations.

On a déja défini dans I'ex. 1.2.2.4° 'espace projectif P"~!(K) = K" — {0}/K* des droites
vectorielles de K”. En particulier,

P'(K) = {K(x,1) | x € K} U{K(1,0)} = KU {oo},

appelé droite projective, est constitué d'une copie de K et d'un « point a I'infini ».

Laction de GL,,(K) sur K" induit une action sur P 1(K). Le noyau de I’action est consti-
tué des automorphismes linéaires de K" qui fixent chaque droite, c’est-a-dire des homo-
théties @, Par passage au quotient, on obtient ainsi une action fidéle du groupe projectif
linéaire PGL,,(K) sur P"~!(K) .

Exemple 2.10 (Homographies). — On représente souvent 1’élément de P 1(K) corres-
pondant a la droite vectorielle engendrée par le vecteur (non nul) (xy,..., x;) de K" par ses
coordonnées homogenes (xy :...: Xp) (ona (x:...: x;) = (Axy :...: Axy) pour tout A € K*).
Lorsque n = 2, la bijection P! (K) = KU {oo} construite ci-dessus envoie (xj : x2) sur xj/x»

b
si xp # 0 et sur oo si xo = 0. Une matrice A = (Z d) € GL,(K) agit sur P! (K) en envoyant

(x1 : x2) sur (ax; + bx, : cx) + dxp). Viala bijection ci-dessus, elle agit donc sur Ku {oo} par
(si par exemple bc # 0)
ax+b

cx+d
—-dlc — oo

xeK-{-d/c} —

oo — alc

Plus généralement, on appelle homographie toute bijection de P~ ! (K) induite par I'action
d’un élément de GL,,(K).

Exemples 2.11. — 1° Le groupe GL, (R) (resp. SL,(R)) (resp. PGL,(R)) (resp. PSL, (R)) est
une variété différentiable de dimension n? (resp. n® — 1) (resp. n® — 1) (resp. n> —1).

2° Le groupe GL,,(C) (resp. SL,(C)) (resp. PGL,(C)) (resp. PSL,(C)) est une variété com-
plexe de dimension n? (resp. n® — 1) (resp. n> — 1) (resp. n® - 1).

1. On peut montrer que D(SLy(Z)) est d’'indice 12 dans SL2(Z) (note 1.14).

2. On utilise ici un petit argument classique : si u est un automorphisme linéaire d’'un K-espace vectoriel V
qui fixe chaque droite vectorielle de V, alors, pour tout x € V non nul, il existe Ay € K* tel que u(x) = Axx. Si x et
y sont colinéaires, on a Ax = Ay ; sinon, on écrit, par linéarité de u,

Axty(X+y) = ulx+y) = ulx) + u(y) = Axx+Ayy.

On en déduit )\x+y =Ax = )\y, de sorte que u est une homothétie.
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Dans le cas d'un corps fini, on a déja vu dans I'exerc. 1.1.24 les cardinaux de certains de
ces groupes :

IGL,(F)l = """ Y2(@"-1)(g" ' -1 (g-1),
ISL,(Fg)| = [PGL,(Fy)| g"" V2@ - 1" =D (g7 - D),

d’ol1 on déduit, en utilisant la prop. 2.1.2° et le fait que F; est cyclique d’ordre g — 1,
ISLy, (Fy)I
IPSL,(Fg)l = ———— .
pged(n,g—-1)
En particulier, [PSLy (Fg)| = q(q* - 1)/ pged(2, g —1). Noter aussi les égalités
GL;, (F2) = PGL,(F2) = SL,(F2) = PSLy(F2)

pour tout 7 (il n'y a qu'un seul déterminant non nul possible dans F,, a savoir 1, et une
seule homothétie non nulle, I'identité!).

Nous avons indiqué dans le tableau ci-dessous les cardinaux des premiers de ces
groupes, ainsi que les isomorphismes avec certains groupes de permutations ® :

q 2 3 4 5 7 8 9
n 2 3 4 2 2 3 2 2 2 2
PSL 6 168 8!/2 12 60 8!/2 60 168 504 | 6!/2
=G3 =Ag | =Ay | =Us | #Ag | =As5 | =PSL3(F) =g
PGL 24 60 120 6!
=Gy | =Us =G; # G
SL 24
# Gy

Certains de ces isomorphismes sont étonnants et pas faciles du tout a démontrer et
encore moins a construire explicitement. D’autres sont plus simples a voir.

Lisomorphisme PSL;(F,) = G3 est facile : on a vu que P! (F,) a 3 éléments; le groupe
PSL,(F,) agit fidelement sur cet ensemble, ce qui fournit un morphisme injectif

PSL;(F2) — Bij(P! (F)) = &3

qui, comme ces deux groupes ont le méme ordre, est un isomorphisme.
De facon analogue, le groupe PGL, (F3) agit fidelement sur 'ensemble P! (F3), qui a 4
éléments, ce qui fournit un morphisme injectif

PGL,(F3) — G4

qui, comme ces deux groupes ont le méme ordre, est un isomorphisme.
Le sous-groupe PSL, (F3) < PGL; (F3) est d’indice 2 ; il est donc distingué dans &4 (exerc.
1.1.16) et isomorphe a 2(4 (pourquoi?).

3. On sait que ce sont les seuls tels isomorphismes (cf. Artin, E., The orders of the linear groups, Comm. P App.
Math 8 (1955), 355-365).
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Exercice 2.12. — Montrer que les groupes SLy (F3) et 4 ne sont pas isomorphes (Indication :
on pourra regarder leur centre).

Exercice 2.13. — Les groupes PSL3(F4) et PSL4(F2) ont méme cardinal. Le but de cet exercice
est de montrer qUu’ils ne sont pas isomorphes.

a) Soit p un nombre premier. Montrer que pour toute puissance g de p, le sous-groupe T (F4)
de SL, (Fg) formé des matrices triangulaires supérieures unipotentes (cf. ex. [.2.19) est un p-
sous-groupe de Sylow de SLy (F;) et que son image dans PSL; (F4) est un p-sous-groupe de
Sylow de PSL, (Fg).

1 0 «
b) Montrer que le centre de T3(F4) est formé des matrices [0 1 0 |, pour a € F4.
0 0 1

¢) Montrer que le centre de T4 (F2) est d’ordre 2. Conclure.

Exercice 2.14. — On rappelle (exerc. 1.5.12) que le groupe dérivé D(SL(Z)) est d’indice divi-
sant < 12 dans SLy (Z).

a) Montrer que SL»(Z) a un quotient d’ordre 2 et un quotient d’ordre 3 (Indication : on pourra
utiliser I'exerc. 2.5, pour p =2 et 3).

b) En déduire que I'indice de D(SL2(Z)) dans SL2(Z) est 6 ou 12 (on peut montrer que c’est 12
(cf.- note 1.14) ; comparer avec I'exerc. 2.9).

2.4. Simplicité. — Une des raisons de notre intérét pour les groupes linéaires est qu’ils
donnent lieu, lorsqu’ils sont finis, a des séries infinies de groupes simples (tout comme les
groupes alternés; cf. th. 1.5.1).

Le but de cette section est de démontrer le résultat suivant.

Théoréeme 2.15. — SoitK un corps. Le groupe PSL,,(K) est simple saufsin=2, etK=F, ou
Fs.

Les exceptions ne sont effectivement pas simples : PSL; (F2) =~ G3 admet {3 comme
sous-groupe distingué propre, tandis que PSL; (F3) = 24 admet un sous-groupe distingué
d’indice 3 (ex. 1.5.3.3°).

En prenant pour K un corps fini F;, on obtient donc ainsi une troisiéme série de
groupes finis simples (les deux premiéres étant formées des groupes d’ordre premier d'un
coté et des groupes alternés de 'autre) @. 1l y a quelques coincidences qui sont toutes
indiquées dans le tableau p. 56.

Le premier nouveau groupe simple fini qu'on découvre dans ce tableau est donc le
groupe PSL3(F,), d’ordre 168 (cf. exerc. 1.2.35). Le suivant est PSL,(Fg), d’ordre 504. Le
plus petit groupe fini simple qui n’est ni cyclique, ni un groupe alterné, ni un groupe spé-
cial linéaire est d’ordre 6048 ; c’est le groupe PSU3(Fg) qui sera défini dans le § 10.4 ),

Lisomorphisme PSL,(F;) = PSL3(F,) découle abstraitement du fait que tous les
groupes simples (cf. th. 2.15) d’ordre 168 sont isomorphes (de méme, tous les groupes

4. Pour des raisons que vous comprendrez plus tard, le groupe PSLy, (F4) est aussi noté A,—1(q).

5. Le suivant est le groupe de Mathieu M1, de cardinal 7920, qui peut étre défini comme le sous-groupe de
&1 engendré par le 11-cycle (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11) et la permutation (3,7,11,8)(4,10,5,6). Il a été construit
par Mathieu en 1861 (d’'une autre fagcon!). C’est un des 26 groupes finis simples sporadiques : il ne fait pas partie
d’une série infinie comme les groupes cycliques, alternés, ou projectifs spéciaux linéaires.
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simples d’ordre 60 sont isomorphes (exerc. .2.40), ce qui montre deux des isomorphismes
du tableau) ©.

Ce n’est pas par hasard que les exceptions sont les mémes dans les th. 2.6 et 2.15. En
effet, on va présenter ici une démonstration ou le second théoreme est déduit du premier
par la méthode d’lwasawa, qui s’appuie sur I'action du groupe PSL, (K) sur I'espace pro-
jectif P*~1(K).

Plus généralement, supposons qu'un groupe G agisse sur un ensemble X. On dira que
G agit primitivement sur X si

1° l'action de G sur X est transitive ;

2° le stabilisateur G, d’'un point de X (donc de tout point de X) est un sous-groupe
maximal de G, c’est-a-dire que les seuls sous-groupes de G contenant G, sont G et
G.

Un cas particulier d’action primitive est donnée par une action 2-transitive, c’'est-a-dire
telle que

VX1, X2, y1,)2€X (1 #x,1#y, = 38€G gxi=y1 g x2=y2).
Autrement dit, 'action de G sur X x X—A, olt A = {(x,x) | x € X}, définie par g-(x,y) =
(g-x,g-y) est transitive.

En effet, il suffit de vérifier qu'un stabilisateur G, est un sous-groupe maximal. Soit
donc H =G un sous-groupe contenant strictement G et soit & € H- Gy, de sorte que y :=
h-x # x.Soit g € G— Gy, de sorte que z := g-x # x. [l existe alors k € G tel que k-(x, z) = (x, ),
c'est-a-dire k € G, et k- z = y. Cette seconde relation s’écrit (kg) - x = h- x, c’'est-a-dire
h™'kg € Gy < H. Comme h et k sont dans H, on en déduit que tout élément g de G— G est
dans H, soit H=G.

Le théoréme permettant de montrer la simplicité d'un groupe a partir d'une action pri-
mitive est le suivant.

Théoreme 2.16. — Supposons que le groupe G agisse primitivement sur X. Si on se donne,
pour chaque x € X, un sous-groupe T, <G tel que

1° Ty est abélien;

2° Tg.x = gTg ! pourtoutg € G et tout x € X;

3° Uxex Ty engendreG;
alors tout sous-groupe distingué de G agissant non trivialement surX contient D(G).
Démonstration. — Soit H un sous-groupe distingué de G agissant non trivialement sur X
et soit x € X. Puisque Gy est maximal, le sous-groupe HG <G (cf. exerc. 1.1.27) est égal soit
a Gy, soita G.

Dans le premier cas, on a H< G, donc, pour tout g € G,

H=gHg '<gG,g™' = Gg.x

ce qui, puisque G agit transitivement sur X, contredit le fait que H n’agit pas trivialement
sur X.

6. Dans le méme ordre d’idées, on sait que les seuls groupes simples d’ordre 8!/2 sont (a isomorphisme pres)
Ag = PSL4(Fo) et PSL3(Fy).



2. LE GROUPE LINEAIRE 59

On a donc HG, = G. Comme I'action de G sur X est transitive, on a
X=G-x=HGy;-x=H-x,

donc I'action de H sur X reste transitive. Montrons qu’en outre G = HT . En effet, si h € H,
on apar 2°

Th.e=hT h ! SHTH=HT,,

puisque H < G. Puisque H agit transitivement sur X, on a donc T, <HT} pour tout y € X,
donc G = HT, puisque les (T ) yex engendrent G par 3°.
Finalement,

G/H=HT,/H=T,/(HNTy)
(exerc. 1.1.27) est abélien puisque Ty 'est, de sorte que H 2 D(G). O

Nous aurons encore besoin d'une autre définition. Soit @ un élément non nul d'un K-
espace vectoriel V de dimension finie n. On appelle transvection de vecteur a tout auto-
morphisme de V de la forme

x—x+€(x)a,

ol £ : V — K est une forme linéaire telle que ¢(a) = 0 (si ¢ # 0 et H := ker(£), on dit aussi
transvection d’hyperplan H; notons que la transvection est I'identité sur H). On note cet
automorphisme 1(¢, a). On vérifie que

10,a)=Idy et T, a)ot,a)=10+0,a),

de sorte que les transvections de vecteur a forment un sous-groupe abélien de GL(V).
Si u € GL(V), le conjugué

1

uot,@)ou' =t(Wout, u(a)

est une transvection de vecteur u(a) et d’hyperplan u(H).

Enfin, si € # 0, on choisit une base (a, e,...,e,-1) de ker(€), que I'on complete en une
base de V par un vecteur e,;. La matrice de t(¢, a) dans cette base est la matrice élémentaire
I, +€(e,)E1,. Toutes les matrices élémentaires sont en fait des matrices de transvection. Il
résulte du th. 2.2.2° que les transvections engendrent SL(V).

Nous pouvons maintenant démontrer le th. 2.15.

Démonstration du th. 2.15. — Laction de PSL,(K) sur X = P 1(K) est fidele et 2-
transitive (il suffit en effet de remarquer qu’étant données des paires de points distincts
de P 1K), correspondant a des paires (D1, D») et (D ,D;_) de droites distinctes de K", il
existe un automorphisme linéaire de K" qui envoie D; sur D] et D, sur D’,) donc primitive.

Pour chaque x € P"~1(K), correspondant 4 une droite vectorielle D € K", on prend pour
groupe T, le groupe des transvections de K" de vecteur un générateur de D. Comme on
vient de I'expliquer, toutes les hypotheéses du th. 2.16 sont vérifiées, donc un sous-groupe
distingué de PSL,,(K), non réduit a {Id}, doit contenir D(PSL, (K)) = PSL,(K) (th.2.6). O

Exercice2.17. — a) Vérifier que les groupes 23 et 24 sont des quotients de SLy(F3) et le
groupe 2(5 est un quotient de SLp (F5).
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b) Montrer que pour m = 6, le groupe 2l ;; n’est un quotient d’aucun groupe SL» (Fp) (Indica-
tion : on pourra utiliser les exerc. 1.5.1 et 1.5.7) (7).

Exercice 2.18 (Une autre démonstration de la simplicité de PSL;, (K) pour n = 3)

Soit G un sous-groupe distingué de SL; (K) contenant strictement le centre Z(SL; (K)) et
soit g un élément de G qui n’est pas une homothétie. On suppose n = 3.
a) Montrer que les transvections de K" engendrent SL;, (K). En déduire qu’il existe une trans-
vection T, de vecteur a, avec laquelle g ne commute pas. On pose h:= gtg 117! #1d.
b) Pour tout x € K", montrer que h(x) — x est combinaison linéaire de a et g(a). Soit H un
hyperplan de K” contenant ces vecteurs (il en existe car n = 3). Montrer h(H) = H.
¢) On suppose qu'’il existe une transvection d’hyperplan H ne commutant pas avec h. Mon-
trer que G contient une transvection autre que 'identité (Indication : on pourra considérer le
commutateur de h et la transvection).
d) On suppose maintenant au contraire que £ commute avec toutes les transvections d’hy-
perplan H. Montrer que / est une transvection.
e) Montrer que les transvections de K” autres que l'identité sont toutes conjuguées dans
SL;,(K). En déduire G = SL,(K).

Exercice 2.19 (Une autre démonstration de la simplicité de PSL; (K) pour K| ¢ {2,3,5})
Soit G un sous-groupe distingué de SL (K).

a b
a) On suppose que tout élément de G s’écrit M = (c d) avec a # 0. Montrer que tout élément

de G est diagonal, puis que G < {Iy,—I»} (Indication : on pourra calculer (Ip + tE12)M(I> +
tE12) " et (Ip + tE2))M(I2 + tEp1) 7 1).

0 b
b) On suppose au contraire que G contient une matrice du type M = ( ) Soient

-1 4

o,f,y €K, avec f # 0. On pose Py g := (_g_l [3) Calculer
M = MPegM™'Pg,
M = M0+ yERIM T G+ yER)
M" = Py iM"Py1.

En déduire que si [K| ¢ {2,3,5}, on a G = SL2(K).
¢) Conclure.

Exercice 2.20 (Une autre démonstration de la simplicité de PSL; (F5))
On peut montrer par des calculs du méme type que ceux de I'exercice précédent que
PSL (F5) est simple, conformément au th. 2.15. On peut aussi le démontrer de la fagon sui-
vante.
a) Montrer qu'’il existe un morphisme injectif PGLy (F5) — Gg.
b) En déduire que PGL; (Fs5) estisomorphe a &5 (Indication : on pourra calculer les ordres des
groupes en présence et utiliser I'exerc. 1.2.43).

7. On peut montrer que pour m = 6, le groupe 2(;;, n’est un quotient d’aucun groupe SL»(Z/NZ) pour N = 2,
mais que pour m = 9, le groupe 2(;; est en revanche quotient de SLy(Z). Comme 'application de restriction
rN := SLa(Z) —» SLp(Z/NZ) est surjective, le noyau de I'application SLp (Z) — 2, est un sous-groupe (distingué)
de SLy(Z), d’indice fini, qui ne contient aucun ker(ry) = {M € SLo(Z) | M = I, (mod N)}. On dit que ce n’est pas
un sous-groupe de congruence (I'existence de ces sous-groupes a été annoncée par Klein en 1879 et publiée
indépendamment par Fricke et Pick en 1887). En revanche, c’est un théoreme difficile de Bass, Lazard et Serre de
1964 que pour n = 3, tout sous-groupe de SL; (Z) d’'indice fini est un sous-groupe de congruence.
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¢) En déduire que PSL; (F5) est isomorphe a 2(5. C’est donc un groupe simple par le th. 1.5.1.

3. Formes bilinéaires et quadratiques

Soit V un K-espace vectoriel. Dans cette section, on introduit les types de formes bili-
néaires que 'on va étudier.

3.1. Définitions. — Une forme bilinéaire sur V est une application b:V xV — Ktelle que,
pour chaque y €V, les applications partielles x — b(x, y) et x — b(y, x) sont K-linéaires.
Une telle forme est

— symétriquesi b(x, y) = b(y, x) pour tous x,y€V;

— alternéesi b(x, x) =0 pour tout x € V.
Cette derniere condition entraine (et, si car(K) # 2, lui est équivalente) le fait que b est

— antisymétrique, c’est-a-dire qu’elle vérifie b(x, y) = —b(y, x) pour tous x, y € V.

Etant donnée une forme bilinéaire symétrique b, on définit la forme quadratique asso-
ciée

f(x) :=b(x,x).
On a alors
fx+y) = fx)+2b(x, y) + f(3).

Si car(K) # 2 ®, on récupere la forme b a partir de f par la formule

1
me:50u+w—ﬂm—ﬂw) (20)

dite « de polarisation ».

Si V est de dimension finie n, la matrice M de la forme bilinéaire b dans une base
(e1,...,en) de V est la matrice (b(ej, ej))1<i,j<n- Si des éléments de V sont représentés par
les vecteurs colonnes X et Y, alors b(X,Y) = XMY. La forme b est (anti)symétrique si et
seulement si la matrice M est (anti)symétrique. Si P est la matrice de passage de la base
(e;) aune base (e}), la matrice de b dans la nouvelle base est donnée par

M’ = 'PMP.

Supposons b symétrique et notons f la forme quadratique associée. Si dét(M) # 0, la
classe de dét(M) dans le groupe multiplicatif quotient K* /K*? est bien définie et s’appelle
le discriminant de f, noté disc(f). Quand dét(M) = 0, on convient que le discriminant est
nul aussi .

La forme quadratique f est donnée par la formule

flaer+-+xpen)= ) aijxixj,
1<i<js<n

8. Sicar(K) =2, il faut définir une forme quadratique sur V comme une application f:V — K telle que 'appli-
cation (x,y) — f(x+y) — f(x) — f(y) soit bilinéaire.

9. Cette notion n'a pas d’intérét dans le cas alterné car nous verrons plus tard que dét(M) est toujours un
carré.
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ou a;; = f(e;) = blej, e;) et a;j = 2b(e;, e) si i < j. En d’autres termes, une forme quadra-
tique sur un espace vectoriel de dimension finie est donnée par un polynéme homogene
de degré 2 en les composantes d’un vecteur !0,

3.2. Quadriques. — Attention de ne pas étendre aux formes bilinéaires symétriques gé-
nérales les propriétés que vous pouvez connaitre des produits scalaires. Ceux-ci corres-
pondent au cas des formes bilinéaires symétriques définies positives sur un espace vecto-
riel réel, ce qui est un cas tres particulier.

Il faut plut6t penser a une forme quadratique en termes géométriques de la fagon sui-
vante. Une quadrique affine Q < K" est définie par une équation polynomiale de degré
2

fZ(xly---)xn)+fl(x1)---rxn)+_ﬁ)=0)

ol f; est un polynéme homogene de de degré i. Chomogénéisé
f(XO)xl)-“)xn) = f2(x1»---;xn) +f1(xlr---)xn)x0 +f0x(2)

est une forme quadratique sur K™ 1 équation f(xg, x1,...,Xx,) = 0 définit un céne qua-
dratique C < K"*! (et Q est I'intersection de C avec 'hyperplan affine d’équation xo = 1)
mais aussi une quadrique projective

(noter que 'annulation de f(xo, x1,...,X;) ne dépend pas du choix des coordonnées ho-
mogenes (Xg: X1 :...: X,)). Bien sir, cette quadrique peut étre vide, comme par exemple la
quadrique d’équation x; +---+x% = 0 dans P"(R) ou la quadrique d’équation x3+x7 —3x3 =
0 dans P?(Q).

Lapplication injective

K' — P'K
(X1,..0,xn) — (L:ixy:...:Xp)
identifie K" avec le sous-ensemble de P (K) défini par xy # 0. On retrouve la quadrique

affine Q comme l'intersection de Q avec ce sous-ensemble.

Exemples 3.1. — Considérons dans R? la conique Q d’équation

xf—x§+2x2+1:().
Lhomogénéisé est f(xp, x1,X2) := xf - x§ +2x0X2 + x% et définit une conique projective
Qc P2(R). 11 y a deux points « a I'infini » (c’est-a-dire avec xy = 0), a savoir (0:1:1) et
(0:1:-1). IIs correspondent aux deux asymptotes de 'hyperbole Q.

10. Cette formulation reste d’ailleurs valable en caractéristique 2.
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3.3. Formes non dégénérées. — Soit b une forme bilinéaire symétrique ou alternée sur
un espace vectoriel V de dimension finie sur un corps K de caractéristique # 2.
Onnote b:V — V* I'application linéaire qui a x € V associe la forme linéaire y— b(x, ).
On définit le noyau de b comme celui de b, c’est-a-dire

ker(b):={xeV|VyeV bx,y)=0={yeV|VxeV bx,y) =0}

et on dit que b est non dégénérée si ker(b) = 0. On appelle souvent forme symplectique une
forme alternée non dégénérée.

On définit le rang de b comme celui de b. La matrice de b dans une base de V et sa base
duale dans V* est la matrice de b comme définie plus haut. En particulier, le rang de b est
le rang de cette matrice.

Proposition 3.2. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
1° b est non dégénérée;
2° l'application linéaire b:V — V* est bijective;
3° la matrice de b dans une base deV est inversible, c'est-a-dire que le rang de b est la
dimension deV.

Démonstration. — La premiére condition est exactement que b soit injective. Comme V
est de dimension finie, c’est équivalent a dire que b est bijective, c’est-a-dire la seconde
condition, ou encore surjective, ce qui donne la troisieme condition. O

Larestriction de b a tout supplémentaire de ker(b) dans V est non dégénérée. Cela per-
met de se ramener a une forme non dégénérée, ce qu’on fera le plus souvent.

3.4. Groupe d’isométries. — Soient V et V' des espaces vectoriels sur un corps K de ca-
ractéristique # 2 équipés de formes b et b’ de méme type (symétriques ou alternées). Une
application linéaire injective u:V — V' est une isométrie si, pour tous x, y€ V, on a

b'(u(x), u(y) = b(x, y).

Si b et b’ sont des formes bilinéaires symétriques, de formes quadratiques associées [ et
f', il suffit que

flux) = fx)
pour tout x € V.

Si b est non dégénérée, I'injectivité découle de la propriété d’isométrie. Si en outre
(V',b') = (V, b), toute isométrie est un isomorphisme et 'ensemble des isométries forme
un groupe pour la composition. Lappellation habituelle de ce groupe est différente sui-
vant les cas :

— pour une forme quadratique f, le groupe orthogonal O(V, f) ;

— pour une forme alternée b, le groupe symplectique Sp(V, b).

Dans tous les cas, si M est la matrice de la forme b dans une base, une matrice U repré-
sente une isométrie si ‘'UMU = M.

Comme b est non dégénérée, cela implique dét(U)? = 1 donc dét(U) = +1. Le groupe
spécial orthogonal est alors défini comme SO(V, f) := O(V, f) N SL(V).

Le groupe symplectique n'a pas de forme «spéciale » car il est déja inclus dans SL(V),
comme on le verra plus loin (cor. 7.2).
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4. Orthogonalité

Dans la suite, b désignera une forme bilinéaire symétrique ou alternée sur un espace
vectoriel V de dimension finie sur un corps K de caractéristique # 2.

4.1. Définition. — On dit que des vecteurs x et y sont orthogonaux si b(x,y) = 0; vu les
propriétés de b, c’est la méme chose que de demander b(y, x) = 0 : c’est donc une relation
symétrique. L orthogonal d'une partie W de V est le sous-espace vectoriel, noté W+, des
vecteurs de V orthogonaux a tous les éléments de W. On a par exemple ker(b) = V*.

Proposition 4.1. — Si b estnon dégénérée et que W est un sous-espace vectoriel deV, on a
dim(W) + dim(W+) = dim(V).
En particulier, siW nW+ = 0 (ce qui est équivalent & bly non dégénérée), V=W e W+,

Démonstration. — Lapplication linéaire r : V¥ — W* de restriction des formes linéaires
est surjective, donc la composée

rob:v. — W*
x — b,

est linéaire surjective. Or ker(r o b) = W+, d’oi1 la formule sur la dimension en écrivant que
la dimension de V est la somme des dimensions du noyau et de 'image de r o b. O

Voici quelques formules sur I'orthogonal (la seconde est vraie aussi en dimension infi-
nie) :
wht=w, w+wHt=wiaw™, waw)t=wt+w-
On dit qu'un vecteur x € V est isotrope si b(x, x) = 0, c’est-a-dire si x € x1. On dit aussi
que la droite Kx est isotrope.

Un sous-espace vectoriel W €V est totalement isotrope si blw = 0, ce qui est équivalent
awcwt,

Exemple 4.2. — Comme onl'avu dansle § 3.2, une forme quadratique f sur K**! définit
une quadrique projective Q < P"(K). Les points de Q sont en bijection avec les droites
vectorielles D € K**! isotropes pour f.

Si K =R, I'orthogonal D correspond a I’espace tangent a Q en ce point; cela résute de
la formule

df(x)(y)=2b(x,y)
donnant la différentielle de f en x, obtenue en différentiant la formule de polarisation
(20).
Dans I'ex. 3.1 de la conique Q d’équation x? — x5 + 2x + 1 = 0 dans K?, si (a1, ap) est
un point de Q, la droite R(1, a;, a») est isotrope pour f (elle définit un point de Q) et son
orthogonal pour f est défini par

ayx)—axxs+ xo+axxy+ xg=0.

La droite tangente a Q en (a;, az) a donc pour équation affine a; x; —axx2 + xp + a, +1 =0.
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4.2. Décomposition en somme directe orthogonale : cas d’'un vecteur non isotrope. —
Si la forme symétrique b n’est pas nulle, il résulte de la formule (20) qu’il existe un vec-
teur non isotrope x. Dans ce cas, on a Kxn x*+ =0 donc V = Kx @& xt. Par récurrence sur
la dimension, en considérant la restriction de b a x*, on obtient I'existence d’'une base or-
thogonale (ey, ..., ey), C'est-a-dire satisfaisant b(e;,e;) =0si i # j. Posant a; = b(e;, e;), on
obtient
fx1,...,x0) = (xlx% +--~+(xrxf,

avec0<rs<netay,...,a nonnuls; c'estla réduction de Gauss de la forme quadratique f.
Lentier r ne dépend que de la forme f car c’est son rang.

Dans la base (ajey,...,aney,), ou a; € K*, les coefficients «; deviennent aiaf. Si
ay,..., 0, sont des scalaires non nuls, il est d'usage de noter la forme quadratique non

dégénérée (x,...,x,) — (xle +eeet (x,,x‘:‘l sur K" par le symbole

<a1)---van>

et I'isométrie entre deux telles formes par le symbole =. Pour tous scalaires non nuls
a,...,a,,onadonc
2 2
(o1,...,0,) ={ajQay, ..., a,0n).

En d’autres termes, on peut considérer que les a; sont dans K* /K* 2 Ona disc({ay,...,a,)) =
o0

Le probleme de la classification des formes quadratiques est de savoir quand des
formes (ay,...,a,) et {B1,...,p) sont isométriques, avec ay,...,0,,P1,...,Pn € K*/K*2.
Une condition nécessaire est que les discriminants soient les mémes, o1 -, = P11 -Pn
dans K*/K*2, mais elle n’est en général pas suffisante.

Exemples 4.3. — 1° Si K est un corps algébriquement clos (ou plus généralement si K est
quadratiquement clos, c est-a-dire K = K?), on peut toujours trouver a; tel que al? =1/a;.
Il en résulte qu’étant donnée une forme quadratique non dégénérée f sur K", il existe une
base dans laquelle elle s’écrit
fx) =xf+-~+xi.

Son groupe orthogonal (indépendant donc de f) est noté O, (K).

2° Si K =R, on peut toujours trouver a; tel que alg = +1/a;. En réordonnant la base, on
déduit qu’étant donnée une forme quadratique non dégénérée f sur R”, il existe une base
dans laquelle elle s’écrit

_ 42 2_ .2 2
fE)=x7+ x5 =X~ — Xy

Le couple (s, n — s) est la signature de f; on verra plus loin (ex. 5.6.1°) que c’est un inva-
riant de f. Son groupe orthogonal est noté O; ;,—s(R) et on note O,(R) au lieu de O, ¢(R).
Comme les groupes orthogonaux de f et de — f sont les mémes, on a O, ;(R) = O, ;(R). Le
discriminant est (—1)"~° donc ne sulffit pas a distinguer les formes quadratiques.

3°SiK="Fg, alors F;/ F;z est d’ordre 2 (car, ¢ étant impair, le noyau de x — x? dans F;
est {+1}). Donc on peut ramener chaque a; non nul a étre égala 1 oua o ¢ F;z. Mais on
peut en fait faire mieux.

Remarque 4.4 (Sommes de puissances). — Supposons K = C. La réduction de Gauss
nous dit qu'on peut décomposer tout polynéme a coefficients complexes en n variables,
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homogene de degré 2, en somme de carrés d’au plus n formes linéaires. On peut se
demander plus généralement si on peut décomposer un polynéme P en n variables,
homogene de degré d, en somme de puissances d-iemes de s formes linéaires

d d
P=£07+---+05.

A d fixé, c’est vrai pour s assez grand. Plus exactement, Alexander et Hirschowitz ont mon-
tré en 1995 que lorsque d = 3 et que P est « général » (en un sens que je ne préciserai pas;
disons pour P choisi au hasard), on peut prendre pour s le plus petit entier supérieur a
%(”J'Z_l), saufsi (d, n) € {(3,5),(4,3), (4,4), (4,5)}, ot il faut ajouter 1 a2 ce nombre (ces ex-
ceptions étaient connues depuis le XX®™€ siecle ; d’autre part, Sylvester avait déja démon-
tré en 1851qu'une forme cubique générale en 4 variables s’écrit comme somme des cubes
de 5 formes linéaires, et ceci de facon unique).

En revanche, pour certains polynomes P, la valeur minimale de s peut étre bien str
strictement inférieure a ce nombre (par exemple pour P(x) = xf 1) mais aussi, ce qui est
plus surprenant, strictement supérieure. On ne sait pas déterminer la valeur minimale
de s pour laquelle fout polynéme en n variables, homogéne de degré d, est somme de
puissances d-iemes de s formes linéaires.

Proposition 4.5. — Etant donnée une forme quadratique f non dégénérée sur Fy, il existe
une base dans laquelle elle s'écrit sous l'une des deux formes suivantes :

2 2 2
o=

2 a2 2
X[+ X Oy,

ot est un scalaire non nul fixé qui nest pas un carré dans F.

Notons que les deux formes proposées ne sont pas équivalentes, puisque leurs discri-
minants sont 1 et a, qui sont différents dans Fj / F;Z. On déduit de la proposition que des
formes quadratiques non dégénérées sur FZ sont équivalentes si et seulement si elles ont
méme discriminant.

Démonstration. — Par récurrence sur n. Si n = 2, on va montrer qu’il existe e; tel que
f(e1) =1.Alors F =Ke; & ell et 'hypothese de récurrence montre le résultat.

. e +1 .
Ecrivons f dans une base orthogonale, f(x) =X, O(ixf. Puisqu’il y a qT carrés dans

F; (en comptant 0) et que a;ay # 0, les quantités (xlx% etl —azxg décrivent toutes deux un

s g+l . - . 1 S
ensemble a % éléments quand x; (resp. xz) décrit F,. Puisque 2% > g, il existe x1, x2
2

tels que (xle et 1 —apx5 coincident, c’est-a-dire f(x, x2,0,...,0) = 1. O

On a donc a priori deux groupes orthogonaux pour chaque dimension, selon que le dis-
criminant de la forme est trivial ou non. Cependant les groupes orthogonaux de (1,...,1)
etde {(q,...,a) sont les mémes et la seconde forme est de discriminant o”.

Si n=2m+1 estimpair, on a donc un seul groupe orthogonal, noté Oz,;+1(Fy).

Si n = 2m est pair, on note les deux groupes orthogonaux O} (Fg) et 05, (F,) MV (il
ressort de (28) que leurs cardinaux sont différents : ils ne sont donc pas isomorphes).

11. Plus précisément, le groupe O;m (Fg4) est le groupe d’isométries de toute forme quadratique de discrimi-
nant (-1)™ et 05,,,(Fg) le groupe d’isométries de toute forme quadratique de discriminant (-D™a.
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4° Si K = Q, on a une infinité de discriminants possibles, puisque le groupe Q* /Q*? est
infini. Etant donnée une forme quadratique sur Q, on peut aussi la voir comme une forme
quadratique sur R et considérer sa signature. Mais, méme a discriminant et signature fixés,
il existe encore une infinité de classes d’équivalence de formes quadratiques sur Q 2.

Exercice 4.6. — Soit K un corps. Pour tous a, p dans K* tels que o +f # 0, montrer {a,p) =

(o + B, af (o +P)).

Exemple 4.7 (Pinceaux de formes quadratiques). — Soit V un espace vectoriel de di-
mension 7z sur un corps K algébriquement clos (de caractéristique # 2) et soient f et f’
des formes quadratiques sur V. On suppose f non dégénérée. Le pinceau engendré par f
et f’ est’ensemble de formes quadratiques

{ii=Af-f"INeK].

On choisit une base de V dans laquelle la matrice de f est I, (ex. 4.3.1°); soit M la matrice
de g dans cette méme base. La forme quadratique f est dégénérée si et seulement si
dét(Al,, — M) = 0, c’est-a-dire si A est valeur propre de M. Supposons ces valeurs propres
A1,...,A, toutes distinctes (c’est le cas « général »). La matrice M est alors diagonali-
sable 1% : il existe une base (ey,...,e,) de V composée de vecteurs propres de M. Plus
précisément, ME; = A;E;, ol E; est la matrice (colonne) des composantes de e; dans la
base de départ. On a alors, pour i # j,

b'(ei,ej) = tEiMEj = )\thiEj»
qui est aussi égal, par symétrie de b', a
b'(ej,e;) = "E;ME; = \;'E;E; = \;'E;E;.
Comme A; # A, on en déduit 0 = ”E,-Ej =b(e;,ej) = b’(e,-,e,-). La base (ey,...,e;) est donc

orthogonale a la fois pour f et pour f'. En remplacant e; par e;/+/b(e;, e;), on obtient une
base de V dans laquelle

fx X4t 12,
f'(x)
C’est le cas le plus simple. Dans tous les cas, on peut définir pour tout pinceau de formes

quadratiques une suite de nombres appelée symbole de Segre du pinceau et, pour chaque
symbole, une « forme normale » des quadriques du pinceau.

2 2
A1xy + -+ Apxy,.

Exercice 4.8 (Pinceaux de formes quadratiques, suite). — Soit V un espace vectoriel de di-
mension 7 sur un corps K algébriquement clos (de caractéristique # 2) et soient f et f’ des
formes quadratiques sur V. On suppose f non dégénérée et on pose

X:={xeV| f(x)=f'(x)=0}.

12. Pour décrire ces classes d’équivalence, il faut voir une forme quadratique sur Q comme une forme quadra-
tique non seulement sur son complété R, mais aussi sur chacun des corps p-adiques Qp, ou p est un nombre
premier impair : des formes quadratiques sur Q sont équivalentes si et seulement si elles le sont dans R et dans
chacun des Qp (« Théoréme de Hasse-Minkowski »; Serre, J.-P, Cours d'arithmétique, chap. 1V, th. 9; cf. aussi
prop. 7). Sur chacun de ces corps, il y a un invariant facile a calculer qui permet de tester 1'équivalence (c’est la
signature sur le corps R et un invariant dans {+1} sur les corps Qp).

13. Attention : la matrice M est symétrique, mais cela n’entraine pas en général qu’elle est diagonalisable!
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C’est un cone dans V.
a) Montrer I'équivalence des conditions suivantes :

(i) il existe une base Z de V et A1,..., A, € K distincts tels que, pour tout x € V de coordon-
nées (x1,...,x,) dans %,

[ = x++xd,
f’(x) = )\lx%+--~+)\nx%;

(ii) 'ensemble des A € K tels que la forme quadratique A f — f' soit dégénérée a n éléments;

(iii) pour tout x € X—{0}, les orthogonaux de x pour f et pour f’ sont des hyperplans dis-
tincts de V.

(Indication :1'équivalence (i) « (ii) est'ex. 4.7 ci-dessus.)
b) On suppose les conditions équivalentes de a) satisfaites et 7 impair. Montrer que X contient
exactement 2"~ 1 sous-espaces vectoriels de V de dimension (1 —1)/2 et qu'ils forment une
unique orbite sous 'action du groupe pg (ou pp = {1,-1} = Z/2Z est le groupe des racines
carrées de 1 dans K) donnée dans la base % de V de la condition (i) ci-dessus par (€1, ...,€5)
(x1,...,xn) =(€1X1,...,€nXn).

(Commentaire : le cas n = 3 est relativement facile. Le cas général peut se faire au prix
de calculs assez lourds, pour lesquels on peut consulter la partie 3 de la thése de M. Reid a
www.maths.warwick.ac.uk/ miles/3folds/qu.pdf).

4.3. Décomposition en somme directe orthogonale : cas d’'un vecteur isotrope. — La
forme b est ici symétrique ou alternée, non dégénérée.

Lemme 4.9. — Si x est un vecteur isotrope non nul, il existe un vecteur isotrope y tel que
b(x,y)=1.

1
Dans la base (x, y) du plan P engendré par x et y, la matrice de b est (2 0), ole=1ou

—1 selon que b est symétrique ou alternée. On dit que P est un plan hyperbolique.

Démonstration. — Comme b est non dégénérée et que x n’est pas nul, on peut toujours
trouver x tel que b(x, x') = 1, puis on prend y = x’ — 1 b(x’, x') x, qui satisfait les propriétés
voulues. O

Lintérét d'un plan hyperbolique P est que b|p est non dégénérée ou, de maniére équi-
valente, P NP+ = 0. Il en résulte
V=PaP’
La forme b est encore non dégénérée sur P+ et on peut recommencer la méme opéra-

tion sur P, si celui-ci admet un vecteur isotrope non nul. Finalement, on fabrique une
décomposition en somme directe orthogonale

R
V=Pi®---&PyoW,

ou Py,...,P, sont des plans hyperboliques et ol le seul vecteur isotrope de W est 0; on dit
que W est un sous-espace anisotrope.
Lentier v est 'indice de la forme b; on verra plus loin (cor. 5.5.2°) que c’en est un inva-

L1
riant. Une somme orthogonale de plans hyperboliques comme ci-dessus P; & --- & Py est
appelée un espace hyperbolique.
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On a obtenu a ce stade deux formes de réduction pour une forme quadratique f :

— une décomposition dite de Gauss en {Qy,...,Qz) ;

— une décomposition en somme directe orthogonale d'un espace hyperbolique et d'un

espace anisotrope.

Remarquons que toute forme (a,—a) (a« € K*) est un plan hyperbolique, puisqu’elle
contient un vecteur isotrope non nul, (1,1). Concrétement, cette forme s’écrit f(x1,x2) =
O(xf - axg dans une base (ej, e2) et f(y1,y2) = 2y1y. dans la base (é(el + e2),e1 — e2), qui
est donc hyperbolique.

Exemples 4.10. — 1° Si K est quadratiquement clos, toute forme quadratique non dégé-
nérée sur K" peut s’écrire (1,—-1,1,-1,...,). C’est donc la somme directe orthogonale de
[n/2] plans hyperboliques et, si n est impair, de la forme anisotrope (1).
2°Si K=R, on avu (ex. 4.3.2°) que toute forme quadratique non dégénérée s’écrit
1,...,1,-1,...,—-1).
—— ——
s fois t fois

Si s < ¢, c’est donc la somme directe orthogonale de s plans hyperboliques et de la forme

définie négative (donc anisotrope) (—1,...,—1).
——
t—s fois
Exercice 4.11. — Soit Kun corps de caractéristique différente de 2 et soit f une forme qua-

dratique non dégénérée sur un K-espace vectoriel V de dimension finie non nulle. Soit a € K.
On dit que f représente a s'il existe v € V non nul tel que f(v) = a.
a) La forme quadratique (1,1,1, -7) sur Q* représente-t-elle 02
b) Si f représente 0, montrer que f représente tout élément de K.
¢) Soit g une forme quadratique non dégénérée sur un K-espace vectoriel W de dimension
finie non nulle. Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe a € K* qui est représenté a la fois par f et par g;

(i) la forme quadratique h(v, w) = f(v) — g(w) sur 'espace vectoriel V& W représente 0.

4.4. Décomposition en somme directe orthogonale : cas alterné. — On suppose b al-
ternée (et non dégénérée). Dans ce cas, tout vecteur est isotrope et on obtient comme ci-
dessus une décomposition en somme directe orthogonale ('espace W est nécessairement
nul)

L 1
V=P &---®&P,.

En particulier, la dimension de V est paire (égale a 2v) et, a isométrie pres, il n'y a qu'une
seule forme alternée non dégénérée sur un K-espace vectoriel de dimension paire 2v; on
notera son groupe d’isométries Sp,,, (K).

Dans une base (ey, ..., e2y) telle que (e;, e;+y) est une base standard de P;, la matrice de

b est
(0 I,
Joy = (_IV O). 21)
On a alors
Spyy (K) = {U € GLyy (K) | “UJT2y U =Joy}. (22)
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Décomposant la matrice par blocs,

A B
u=[¢ o
il vient U € Sp,, (K) si et seulement si
‘AcC="'CA, 'BD='DB, ‘AD-'CB=lI,. (23)

En particulier, on a Sp, (K) = SL»(K). On a en fait I'inclusion
Sp,, (K) € SLyy (K)

pour tout v = 1, mais elle n’est pas facile a démontrer (cor. 7.2 et cor. 111.4.8).

5. Théoreme de Witt

Le théoréme de Witt est un théoreme de prolongement des isométries. Il est essentiel
dans la théorie.

Théoréme 5.1 (Witt). — Soient (V,b) et (V',b') des espaces isométriques non dégénérés.
SoitW un sous-espace deV et soit u: W — V' une isométrie. Il existe une isométriev:V — V'
telle que vlw = u.

Commengns par le cas simple ot W est de dimension 1, engendré par un vecteur x.
Le vecteur y := u(x) vérifie b(x, x) = b(y, y) et il s’agit de trouver une isométrie v telle que
v(x) = y. Pour résoudre ce probléme, nous aurons besoin de la construction suivante.

Exemple 5.2 (Réflexions). — Si b(x,x) # 0 (en particulier, b est symétrique), on a V =
x* @ Kx et la réflexion (ou symétrie hyperplane) par rapport a x* est 'endomorphisme
sy de V de valeurs propres 1 et —1 sur cette décomposition. Il s’agit manifestement d'une
isométrie, donnée explicitement par la formule

b(x,y)
b(x, x)

Si b(x,x) = b(y,y) # 0 et qu'on note la forme quadratique associée f, le théoréeme de
WItt résulte alors du lemme suivant.

sx(y)=y-2 X.

Lemme5.3. — Si f(x) = f(y) #0, il existe une isométrie v telle que v(x) = y.

Démonstration. — De f(x+y)+ f(x—y) =2(f(x) + f(3)) =4 f(x), on déduit que 'un au
moins des vecteurs x + y et x — y est non isotrope, disons par exemple x + y. Alors la ré-
flexion par rapport a (x + y)* envoie x sur —y, et on la compose par —Id. O

Le deuxieme cas qu’on va traiter est celui d'un espace W totalement isotrope (c’est-a-
dire tel que blw = 0). On construit pour cela un espace hyperbolique contenant W.

Lemme 5.4. — SoitV un espace vectoriel muni d’'une forme bilinéaire symétrique ou alter-
née non dégénérée, soit W un sous-espace vectoriel totalement isotrope deV et soit (ey, ..., e;)
une base deW. Il existe (e,..., e,) dansV tels que

- chaqueP; :=(e;,e}) estun plan hyperbolique;

— Py,...,P, sont en somme directe orthogonale.



5. THEOREME DE WITT 71

L1
En outre, toute isométrieW — V' se prolonge en une isométrieP, ®--- &P, — V',

Démonstration. — Le cas r = 1 est le lemme 4.9. On raisonne ensuite par récurrence sur
r.Posons Wy = (ey,...,e;).

Lhyperplan ell contient e; et Wy ; soit V] un supplémentaire de e; dans ell contenant
W;. La restriction de b a V; est non dégénérée; on applique 'hypothése de récurrence a
son sous-espace totalement isotrope W et il existe donc des plans hyperboliques Py, ..., P,

1l L
dans V; avec les propriétés du lemme. La somme directe P, @ - -- @ P, est alors orthogonale
a e et la restriction de by est non dégénérée. Son orthogonal contient donc e; et la res-
triction de b y est aussi non dégénérée. On peut y appliquer le lemme 4.9 au vecteur e; : il

existe e| orthogonal a P, é ‘e éPr et formant avec e; un plan hyperbolique.

Lextension d'une isométrie u: W — V' se montre en étendant im(u«) dans V' de laméme
maniere que W : comme b est non dégénérée, u est injective et u(W) = (u(ey),..., ule;))
est un sous-espace totalement isotrope de V'; on construit alors des plans hyperboliques
(u(e;), ) et on prolonge u en envoyant chaque e sur e’. O

Démonstration du th. 5.1. — On commence par étendre u a un sous-espace W de V
contenant W sur laquelle la forme b est non dégénérée.

Soit W' un supplémentaire de W n W+ dans W. La restriction de b 2 W’ est non dé-
générée, donc aussi la restriction de b 2 W't Ce dernier espace contient le sous-espace
vectoriel totalement isotrope W N W+, Par le lemme 5.4, on peut donc étendre ulyy1 a un
sous-espace hyperbolique H de W'+ (sur laquelle b est non dégénérée). On a ainsi étendu

u en i au sous-espace W := H $W’ , sur lequel b est non dégénérée. Remarquons que la
restriction de b’ a u(W) est aussi non dégénérée.

Si b est alternée, les restrictions (non dégénérées) de b a W+ et de b’ a 7(W)+ sont
équivalentes (a isométrie pres, il n'y a qu'une seule forme alternée non dégénérée sur un

_1
espace vectoriel de dimension paire). On a ainsi étendu u aWe W+ =V.

Supposons donc b symétrique. De plus, comme (V, b) et (V/, b) sont isométriques, on
peut les supposer égaux. Le cas dim(W) = 1 est alors fourni par le lemme 5.3.

On raisonne alors par récurrence sur dim(W). Si dim(W) = 2, on écrit W = W é;)Wz,
avec W; et W, non nuls, ol la restriction de b a W) et a W, est non dégénérée (cf. § 4.2).
Par I'hypothése de récurrence, ulw, se prolonge en une isométrie v; de V, qui induit par
restriction une isométrie v, |W]L : Wf‘ = u(Wp)*. On applique alors 4 nouveau I'hypothese

derécurrence a ulw, : Wp — u(Wp)+ pour le prolonger en une isométrie v, :Wll Suwypt.
On prend alors v = ulw, ® v : Wy @ Wik — u(Wy) & u(Wy)*. O

Corollaire5.5. — 1°Si W et W' sont des sous-espaces isométriques de V, les sous-espaces
W+ et W't sont isométriques.

2° Tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux ont méme dimension v, appelée
Uindice de b.

3° Tous les sous-espaces hyperboliques maximaux ont méme dimension 2v.

1
4° Si H est un sous-espace hyperbolique maximal, on peut écrireV =H®W, avec W sans
vecteur isotrope non nul (W est anisotrope).
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On noteraqu'auvude 3°,onav s % dim(V).
D’autre part, dans le cas alterné, le corollaire résulte de la classification des formes al-
ternées non dégénéréees;onav = % dim(V) etl'espace anisotrope W du 4° est nul.

Démonstration. — Le 1° résulte du théoréme de Witt.

On prouve le 2°. Si W et W' sont totalement isotropes et dim(W) < dim(W’), n'importe
quelle application linéaire injective u : W — W’ est une isométrie, donc s’étend en une
isométrie v de V. Alors W est contenu dans v~ (W'), qui est aussi totalement isotrope. Il en
résulte que tous les sous-espaces totalement isotropes maximaux ont méme dimension.

Tout sous-espace hyperbolique contient un sous-espace totalement isotrope de di-
mension moitié, et inversement, comme on 1'a vu dans le lemme 5.4, tout sous-espace
totalement isotrope est contenu dans un sous-espace hyperbolique de dimension double.
Le 3° résulte donc du 2°.

Le 4° a déja été vu dans le § 4.3. O

Exemples 5.6. — 1° Si K est un corps quadratiquement clos, une forme quadratique non
dégénérée de dimension n est d’'indice |n/2] (ex. 4.10.1°).

2° Dans le cas d'une forme quadratique non dégénérée sur R”, de signature (s, t = n—s),
on voit que I'indice est inf(s, f) (ex. 4.10.2°), donc la signature est bien un invariant de la
forme quadratique.

3° Dans le cas d'un corps fini F, (de caractéristique différente de 2), rappelons que les
formes quadratiques sont de deux types :

(1,...,1) et (1,...,1,0),

avec o ¢ F?]. D’autre part, toute forme quadratique sur un espace de dimension = 3 admet
un vecteur isotrope non nul (cela résulte de la démonstration de la prop. 4.5). Lespace F
du cor. 5.5 est donc de dimension < 2.

En dimension 2,

— laforme (1, —1) a un vecteur isotrope non nul, (1,1);

— laforme (1, —a) n’a pas de vecteur isotrope non nul.

Si la dimension de I'espace est 2m + 1, impaire, W est de dimension 1 et I'indice de la
forme quadratique est m. On rappelle qu’on a un seul groupe orthogonal, noté Oz,+1(Fg).

Sila dimension de I'espace est 2m, paire, soit W = 0 et 'indice de la forme quadratique
est m, soit W est de type (1, —a) et!'indice est m—1. On a déja noté les groupes orthogonaux
correspondants O3, (F;) et O3, (F;), respectivement (cf. note 11; la forme quadratique
(1,-1,...,1,—-1) étant visiblement d’'indice m, on voit que le discriminant associé est bien

(=D™.

Exercice 5.7. — Soit q une puissance de nombre premier impair et soit f une forme quadra-
tique non dégénérée sur FZ Calculer le cardinal de 'ensemble

{x€FZ|f(x)=1}
(Indication : on distinguera plusieurs cas selon le discriminant de f et la parité de n).
Exercice 5.8. — On considere sur R%" la forme quadratique

f(X1,..0,X20) = X1 Xp41 + -+ XnXop.
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Pour toute partieJ de {1,...,2n} de cardinal 1, on note V! le sous-espace vectoriel de R2" défini
par les équations x; = 0 pour tout j €].

a) Déterminer le rang et la signature de f.

b) Soit @ : R” — R une application linéaire. A quelle condition sur la matrice de a le graphe V4
de a (vu comme un sous-espace vectoriel de R” xR" = R2") est-il totalement isotrope pour f?
Montrer qu’on obtient ainsi tous les espaces V totalement isotropes maximaux (c’est-a-dire
de dimension n) tels que Vvl = {0},

¢) Si a,b: R™ — R" sont des applications linéaires, peut-on dire de la parité de la dimension
deV,nVy?

d) Pour toute partie J de {1,...,2n} de cardinal n, et toute application linéaire a : R” — R”,
définir comme dans b) des sous-espaces V) < R?" totalement isotropes maximaux tels que
vV =10}

e) Pour toutes parties J et K de {1,...,2n} de cardinal n, montrer que

— soitcardJ nK) # n (mod 2) et, pour tout a et b, on aVL # vK ;

— soitcardJ NK) = n (mod 2) et «la plupart » des VL sont aussi des Vg.

6. Groupe de Witt

Soit K un corps. On considere '’ensemble des classes d’équivalence (ou d’isométrie)
de K-espaces vectoriels munis d'une forme quadratique non dégénérée. Cette ensemble
est muni d'une addition (commutative et associative) correspondant a la somme directe
orthogonale et I'’élément neutre correspond a la forme quadratique nulle sur I'espace vec-
toriel nul. Le 1° du cor. 5.5 dit exactement que 'addition est simplifiable :

(f1+1g1=1f1+1gl = f1=1f"].

C’est un semi-groupe mais ce n'est pas un groupe, puisque dim([f] + [g]) = dim([f]) +
dim([g]), donc [f] + [g] n’est nul que si [f] et [g] le sont. De la méme facon qu’on passe
du semi-groupe simplifiant N au groupe Z, on associe a cette situation le groupe de
Grothendieck-Witt GW(K) de K : c’est I'ensemble des couples ([fi],[f2]) (auquel il faut
penser comme la différence formelle [f] — [ f2]) modulo la relation déquivalence

(AL L2D ~ (1g1], 182D) = [fil + [g2] = [ f2] + [g1]-
On vérifie que GW (K) est bien un groupe, muni de morphismes de groupes surjectifs
dim:GW(K) —Z  disc: GW(K) — K*/K*?,

Notons par ailleurs la relation [f]+ [-f] = dim(f)[P], ou — f est la forme quadratique op-
posée a f (sur le méme espace vectoriel) et P est un plan hyperbolique.

On définit le groupe de Witt W(K) de K comme le quotient de GW (K) par le sous-groupe
Z[P] engendré par [P]. C’est encore un groupe abélien dans lequel I'opposé de [ f] est [ f].
En utilisant I'écriture diagonale des formes quadratiques, on a les relations suivantes dans
W(K) :

Kog)-- Ogm)?] = [ag,...,a,)] pourtouto € Gy,
Kag,...,0m) + [PB1,.., Bl = Kag,.., @, P1y.-0, P,
—[Kay,..., o) = [{=ai,...,—am)],
Ko, -] = 0.
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On a un morphisme
dim: WK) —» Z/2Z

mais le discriminant ne passe pas au quotient puisque disc(P) = —1.
Le 1° du cor. 5.5 dit que les éléments de W(K) peuvent étre représentés par des formes
quadratiques anisotropes. On a plus précisément

W(K) = {classes d'isométrie de formes quadratiques anisotropes}.

En effet, si des formes quadratiques anisotropes fj et f, ont méme image dans W(K), il

1 1
existe des entiers positifs n; et n, tels que fy ®P™ ~ f, @ P"™2. Le cor. 5.5 entraine que fj et
f> sont isométriques.

Exemples 6.1. — 1° Si K est un corps quadratiquement clos, dim : W(K) — Z/2Z est un
isomorphisme (ex. 5.6.1°).

2° Si —1 est un carré dans K, on a [f] = [- f] pour tout forme quadratique f, donc tout
élément de W(K) est d’ordre 2.

3° Toute forme quadratique réelle anisotrope est isométrique a +(1,...,1). On a donc
W(R) = Z. On peut en déduire un isomorphisme dim®s : GW(R) >Z & Z, ou s est le mor-
phisme signature, défini par s([(1)]) = 1.

4° Dans le cas d’'un corps fini F; (de caractéristique différente de 2), on a

ZI2Z8Z/2Z si—1€K?,

W(K) =
o {Z/4Z si —1¢ K>

En effet, si on note comme d’habitude o un élément de Fq—F?], il y a 4 (classes d’iso-
métrie de) formes quadratiques anisotropes : 0, (1), («) et (1,—a). Le groupe W(F,) a
donc 4 éléments, et il est isomorphe soit & Z/4Z, soit & (Z/2Z)?. Si —1 est un carré dans
F4, on est dans le second cas par 2°. Dans le cas contraire, on peut prendre a = —1 et
K]+ 1] = [{1,1)] = [{1,-a)] ; on est donc dans le premier cas : W(F,) est isomorphe a
Z/4Z, avec comme générateur [(1)].

5° Le groupe W(Q) est connu. Il contient le groupe cyclique Z engendré par 1y q), etle
quotient est @, premier W (Fp).

Remarque 6.2 (Idéal fondamental et conjecture de Milnor). — On peut aussi mettre sur
W(K) une structure d’anneau en définissant une forme quadratique sur le produit tenso-
riel (exerc. I11.1.8) de deux espaces munis d'une forme quadratique. Cela revient a poser

Kag, e amd] - [P, -, Brd] = Kaifj, 1< i<m, 1< j<m)l.

Le morphisme dim : W(K) — Z/2Z est alors un morphisme d’anneaux et on appelle son
noyau I(K) I'idéal fondamental de W(K). Un élément de I(K) est donc représenté par une
forme quadratique sur un espace vectoriel de dimension paire. Le morphisme discrimi-
nant signé est défini ainsi :

discs: 1K) — K*/K*
[f] — (—l)dlm(f)/zdlsc(f)

On montre qu'il induit un isomorphisme I(K)/I(K)? = K> /K*?.
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La conjecture de Milnor, montrée par Voevodsky en 1996 (démonstration pour laquelle
il a obtenu la médaille Fields en 2002) identifie tous les quotients successifs 1(K)” /1(K)" !
en termes de groupes dits de K-théorie de Milnor.

7. Groupe symplectique

Dans cette section, le K-espace vectoriel V, de dimension finie paire 2v, est muni d’'une
forme alternée non dégénérée (on dit aussi forme symplectique) b et on étudie le groupe
symplectique Sp(V, b).

On rappelle que V est somme directe orthogonale de v plans hyperboliques.

7.1. Générateurs. — Soit une transvection t(x) = x + £(x)a, olt £ € V* et a € ker(€) (cf.
§2.4).0Ona

b(t(x),T(y)

b(x+€0(x)a,y+L(y)a)
b(x,y)+£(y)b(x,a) +£(x)b(a,y).

Si on prend pour ¢ une forme linéaire Ab(a, ), la transvection T est symplectique; toutes
les transvections de la forme

T(x) =x+Ab(a,x)a, acV,AeK (24)

sont donc symplectiques.

Remarquons que si dim(V) = 2, dans une base hyperbolique de V, on a b((x1, x2), (¥1, ¥2)) =
X1Y2 — X2y1. Un morphisme u de V multiplie b par dét(u), d’oti il résulte (comme on peut
aussi le voir sur les équations (23))

Sp, (K) = SLy (K). (25)

En dimension 2, toutes les transvections sont symplectiques.
Théoreme 7.1. — Les transvections symplectiques engendrent Sp(V).
Corollaire 7.2. — Le groupe symplectique Sp(V) est un sous-groupe de SL(V).
On verra dans le cor. I11.4.8 une autre démonstration de ce corollaire.
Démonstration. — Les transvections ont déterminant 1. O

Démonstration du théoréeme. — La démonstration se fait par récurrence sur la dimen-
sion, en commencant par la dimension 0 (!).

SiV # 0, il contient un plan hyperbolique P = (x1, x2). Soit u € Sp(V). Alors Q := u(P) =
(u(x1), u(x2)) est aussi un plan hyperbolique. Si on admet (provisoirement) le lemme ci-
dessous, il existe un produit v de transpositions symplectiques tel que v(x;) = u(x;) et
v(x2) = u(xp). La composée v~1u est alors I'identité sur P, donc laisse stable son ortho-
gonal PL. Sa restriction a P* en est un automorphisme symplectique, qui est donc, par
hypothése de récurrence, produit de transvections symplectiques de P*. Prolongées par
I'identité sur P, ces transvections symplectiques deviennent des transvections symplec-
tiques de V, dont le produit est v~ u. Ainsi, u est bien produit de transvections symplec-
tiques de V. O
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Lemme 7.3. — SiP = (x1,x2) et Q = (y1,y2) sont des plans hyperboliques (avec b(x1, x2) =
b(y1,y2) = 1), il existe un produit d'au plus 4 transvections symplectiques envoyant x; sur
Y1 et x suryp.

Démonstration. — Observons que si b(x1, y1) # 0, on peut envoyer x; sur y; par la trans-
vection symplectique
b(y1 — x1,x)
T(xX)=x———(y1 — x1).
b(x1, y1) n-a

Dans le cas général, en passant par un z tel que b(x;, z) # 0 et b(z, y1) # 0 (qui existe parce
que V n’est pas réunion des hyperplans le et ylL 1), onvoit qu'un produit de 2 transvections
symplectiques envoie x; sur y;.

On est ainsi ramené au cas x; = y; et on veut donc envoyer x, sur y» en laissant x; fixe.
A nouveau, la situation est plus simple si b(x, y2) # 0 : la transvection
B b(y2 — X2, Xx)

b(xz,y2)

convient alors, car b(y2 — X2, X1) = b(y2, y1) — b(x2, x1) = 0. Si b(xy, y2) = 0, il faut a nouveau
passer par un intermédiaire z tel que b(x,z) # 0, b(z, y») # 0, mais aussi (pour fixer x;),
b(z—x2,x1) =0 et b(y2 — z,x1) = 0, ce qui revient a b(x;, z) = 1. Mais z = xj + y» satisfait
toutes ces conditions. O

T(X)=x (y2 —x2)

On déduit d’ailleurs de ce lemme que toute isométrie d'un espace symplectique de di-
mension 2v est produit d’au plus 4v transvections symplectiques.

Remarque 7.4. — On peut montrer 14 que le groupe Sp,, (K) est engendré par les ma-
trices par blocs (cf. (23))
IV O((E,'j-i-Eji) IV+O(El'j 0 ..
s ’ s ) )
0 I, et 0 I, - oE;;)’ pourl<i,j<v,a€ekK
et leur transposée (1%,
Exercice 7.5. — Montrer que Sp,, (R) est connexe.

Exercice 7.6. — Montrer que Sp,,, (Q) est dense dans Sp,,, (R).

7.2. Centre. — Soit u une isométrie commutant avec toute isométrie. Elle commute en
particulier avec toutes les transvections symplectiques, de sorte que, pour tout a € V et
toutxeV,ona

u(x)+ b(a,u(x))a=1twx)) =u(t(x)) = ulx)+bla,x)ula).

Ftant donné a # 0, on peut choisir x de fagon que b(a, x) # 0 et on en déduit que u(a) est
proportionnel a a pour tout a € V. Lautomorphisme u est alors une homothétie (cf. note
2), de rapport A. Comme il est symplectique, ona A = £1.

14. O’Meara, O. T., Symplectic Groups, Mathematical Surveys 16, American Mathematical Society, Providence,
R.L, 1978.

15. Le groupe Sp,,, (Z), qu’on peut définir comme le sous-groupe de Sp,,, (Q) formé des matrices a coefficients
entiers, est engendré, pour v = 2, par quatre matrices explicites (Hua, L. K., Reiner, 1., On the generators of the
symplectic modular group, Trans. Amer. Math. Soc. 65 (1949), 415-426).
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Le centre de Sp,, (K) est donc réduit a {+I»y}. On considere le groupe projectif associé,
a savoir le quotient
PSp,, (K) = Spy, (K)/ {1z}
C’est un sous-groupe de PSL(2v, K) ; il agit donc fidélement sur I'espace projectif P>V~ (K).

Exemples 7.7. — 1° Les groupes Sp,, (R) et PSp,, (R)) sont des variétés différentiables de
dimension v(2v + 1).
2° Les groupes Sp,, (C) et PSp,, (C)) sont des variétés complexes de dimension v(2v +1).

7.3. Cardinal des groupes symplectiques finis.— On suppose g impair (cf. rem. 7.11 pour
le cas de la caractéristique 2). Comme pour les groupes linéaires, il est facile de dénom-
brer les éléments de Sp,, (F;) : il suffit de compter le nombre de bases hyperboliques. On
obtient

ISp2u Bl = (47" - 1)—("2:_"? R | e s ;:?ZV gt 1)“’%1‘”
= RVl 2V Y22 gy (g - )
_ qu(qZV_1)(q2v—2_1).”(q2_1)’ 26)
PSpay (Bl = 51PSpyy (Fy)

1 2 -
— Equ(qZV_l)(qZV 2_1)..(q2_1)'
On rappelle (cf. (25)) que le groupe Sp, (F;) est le méme que le groupe SL, (Fj).

Exercice 7.8 (p-sous-groupes de Sylow de Sp,, (F4)). — Lespace vectoriel F%]V est muni de
0

_IV

la forme symplectique de matrice Joy = ( Ia] dans la base canonique (cf. (21)).

Soit W ¢ F%i" le sous-espace vectoriel engendré par les v premiers vecteurs de la base ca-

nonique. On considere le sous-groupe
H:= {u € Spyy (Fg) | u(W) = W}

a) Montrer que la restriction a W induit un morphisme surjectif ¢ : H — GL(W) = GL(v,Fg)
(Indication : on pourra utiliser les relations (23)).
b) Montrer que le noyau de ¢ est isomorphe au groupe additif des matrices symétriques v x v
(Indication : on pourra utiliser les relations (23)).
¢) En déduire que S := ¢~ (Ty (Fg)) est un p-sous-groupe de Sylow de Sp,, (Fq) (cf. exerc.
1.2.13 pour la définition du p-sous-groupe de Sylow Ty (F;) de GLy (F4)). Donner une descrip-
tion matricielle de S en utilisant les relations (23).

7.4. Groupe dérivé. — On rappelle que le groupe dérivé D(G) d'un groupe G est le sous-
groupe de G engendré par les commutateurs de G.

Théoreme 7.9. — On supposecar(K) #2 etv =2. OnaD(Sp,, (K)) = Sp,, (K).

Démonstration. — Par le th. 7.1, il suffit de montrer que toute transvection symplectique
peut s’écrire comme un commutateur. Soit T1(x) = x+Ab(e, x)e, avec e € V et A € K, une telle
transvection. Le vecteur e est contenu dans un plan hyperbolique P = (e, f) (lemme 4.9) et,

1 1
comme Vv =2, on peut écrire V=P&Qa&W, ot Q = (¢, f') est aussi un plan hyperbolique.
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Dans une base de V obtenue en complétant (e, €', f, f’) par une base de W, la transvection

. NQ) 0 N
T a pour matrice par blocs , oll
0 I2v—4
1 0 A O
01 00
NV := 0 0 1 of
0 0 0 1

Il suffit donc d’exprimer la matrice N(t) comme commutateurs d’éléments de Sp,(K).

D’apres (23), les matrices
_ Ay 0 _ L A
Ul—(o IAII)’ Uz—(o 12)
sont symplectiques, pourvu que A, soit symétrique. Si on prend

1 1 1.(0 1
a=(y 1) ae=31(] o)

on vérifie I'égalité U,U,U; U, = N(A), ce qui termine la démonstration. O

Simplicité. — La simplicité des groupes projectifs symplectiques finis fournit une nou-
velle liste infinie de groupes finis simples.

Théoreme 7.10. — On suppose car(K) # 2 et v = 2. Le groupe PSp,,, (K) est simple.

Démonstration. — Ce théoreme se déduit du th. 7.9, comme dans le cas des groupes PSL,
par la méthode d’Iwasawa, en considérant I'action fidele et transitive du groupe sur l'es-
pace projectif X := P>V~ (K). Nous disposons en effet pour chaque droite x € X du groupe
abélien (isomorphe a K) des transvections symplectiques de droite x, et 1a seule hypothese
restant a vérifier pour appliquer le th. 2.16 est que I'action est primitive, c’est-a-dire que
les stabilisateurs sont des sous-groupes maximaux.

L'action de Sp,, (K) sur X est transitive : étant deux droites vectorielles de V, il existe
par le théoreme de Witt une isométrie qui envoie 'une sur I'autre (cf. aussi la preuve du
lemme 7.3). Mais cette action n’est pas 2-transitive : 'action diagonale de G := Sp,,, (K) sur
{(x,y) eXxX|x # y} adeux orbites :

— l'orbite O; des couples de droites (x, y) engendrant un plan hyperbolique;

— l'orbite O, des couples de droites (x, y) engendrant un plan totalement isotrope.

En effet, la restriction de la forme symplectique b a un plan est soit hyperbolique, soit
nulle. Par le théoreme de Witt, étant donnés deux plans dans V du méme type, il existe
une isométrie de V envoyant I'un sur l'autre.

Pour montrer que I'action est primitive, on doit donc revenir a la définition et montrer
que le stabilisateur G, d'un point x € X est maximal. Supposons donc G, < H<G. On doit
montrer H=G.

On rappelle que Hx := {hx | h € H} < X est I'orbite de x sous I'action induite de H;
comme Gy # H, elle n'est pas réduite a {x}. Regardons les sous-ensembles gHx de X
lorsque g décrit G (parmi eux, on trouve I'orbite Hx).

Tout d’abord, leur réunion Ugec gHx contient Ugeg g, qui n’est autre que l'orbite de
x; c’est donc bien X tout entier puisque I'action de G sur X est transitive.
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Ensuite, si gHx N g'Hx # @, il existe h, i’ € H tels que ghx = g'h'x, donc h™'g71g'h’ €
G, donc g7'g’ € H, ce qui implique gHx = g'Hx. Ainsi les (gHx) geG distincts réalisent une
partition de X.

Posons
I':={(y,2) eXxX|y+#z, yetzsontdans le méme gHux}.

Comme Hx # {x}, 'ensemble I" n’est pas vide.

Si(y,2) €T, ona y,ze€ gyHx pour un certain gy € G et pour tout g € G, gy et gz sont
dans ggoHx. En d’autres termes, I est stable par 'action diagonale de G, donc c’est une
réunion d’orbites. Mais il n'y a que deux orbites.

SiI' =01, ona, pour tout y # z,

y et z sont dans le méme gHx <= y et z engendrent un plan hyperbolique

Mais pour toutes droites distinctes y et z, il existe ¢ € X qui n'est orthogonalnia ynia z
(tout simplement parce que V ne peut étre la réunion des deux hyperplans y* et z*). Les
droites y et t engendrent alors un plan hyperbolique, donc y et ¢ sont dans le méme gHx;
mais de méme, les droites z et ¢ engendrent alors un plan hyperbolique, donc z et ¢ sont
dans le méme gHx. On en déduit que y et z sont dans le méme gHx. Comme y et z sont
quelconques distinctes, cela contredit I = O;.

On écarte de fagon similaire le cas I' = O,. On a donc I' = O; L O3 : toutes droites dis-
tinctes y et z sont dans le méme gHx. En particulier, tout y # x est dans Hx. Pour tout
g €G,oubien g'x=xet ge Gy cH, oubien y:= g’'x # x etil existe h € H tel que g’x = hx,
soit h!g' € Gy CH. On en déduit g’ e Het H=G.

On a donc montré que les stabilisateurs sont des sous-groupes maximaux de G. L'action
de G = Sp,, (K) sur X = P>V (K) est primitive. Comme elle est aussi fidele, le th. 7.9 dit alors
que tout sous-groupe distingué non trivial de Sp,, (K) contient D(Sp,, (K)). Par le th. 7.9, il
est donc égal a Sp,,, (K), qui est ainsi un groupe simple. O

Remarque 7.11 (Cas de la caractéristique 2). — Pour tout corps K, on peut toujours dé-
finir un groupe comme en (22) par

Spyy (K) := {U € GLyy (K) | U2y U = o\ }.

Beaucoup des résultats démontrés plus haut lorsque car(K) # 2 restent vrais en caractéris-
tique 2. On en particulier :
* Spy(K) =SLa(K);
° Spgv (K) =SLyy(K);
e Z(Spyy (K)) = {£I»y} (le centre est donc trivial en caractéristique 2) ;
* |Sp,,(Fy)| est donné par la formule (26) et, en caractéristique 2, PSp,, (F;)
Sva (Fq) ;
e pour v = 2, on a D(Sp,, (K)) = Sp,, (K) et PSp,, (K) est simple, sauf pour Sp, (F2)
PSp, (F,) = G, dont le groupe dérivé est 2(g (prop. 1.5.9).

On obtient donc une quatrieme série de groupes finis simples PSp,, (F,) 19

16. Pour des raisons que vous comprendrez plus tard, ce groupe est aussi noté Cy (q), pour v = 2.
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8. Groupe orthogonal

On étudie ici quelques propriétés de base du groupe orthogonal. La situation est beau-
coup plus compliquée que dans le cas symplectique, vu qu’il peut y avoir beaucoup de
formes quadratiques non équivalentes sur un méme espace vectoriel.

8.1. La dimension 2. — Si dim(V) = 2, a une constante multiplicative prés (ce qui ne
change pas le groupe orthogonal associé), toute forme quadratique s’écrit

_ .2 2
f(x) =x7 —ax;.
Ily a deux cas, suivant que « est un carré ou non dans K.

Cas o1 a est un carré. La forme f admet alors des vecteurs isotropes non nuls et V est un
plan hyperbolique pour f : il existe une base (ej, e2) de V dans laquelle
J(x1, x2) = 2x1%5.

Les droites engendrées par e; et e étant les seules directions isotropes, elles sont ou bien

préservées, ou bien échangées par un élément du groupe orthogonal O(V, f). On en déduit
-1

A0 ),pour)\e

que les éléments de O(V, f) sont de la forme R, := (i)\ )\91) ous) := (
K*. On adonc

SOW, f)

oWV, f)

Les transformations S) de O(V, f)—SO(V, f) sont des réflexions (par rapport a la droite
engendrée par e} + Aey). Le groupe SO(V, f) est abélien. Comme

1

Ry IA €K™},
Ry, SAIAeK*} =SSOV, /HuS; -SO, f).

[t}

S1RAS;' =Ry,

le groupe O(V, f) n'est pas abélien, sauf si K = F;3 (dans ce cas, c’est {Iy,—1»,51,—-S1}, iso-
morphe a (Z/27)?%).

Exemples 8.1. — 1° Lorsque K est quadratiquement clos, on est toujours dans ce cas.
2° Lorsque K = R, on est dans ce cas uniquement lorsque la signature est (1,1). On a
donc SO;,; (R) = R*. Dans une base orthogonale, ol la forme quadratique est donnée par

xf - x%, on vérifie que les isométries directes ont pour matrice

€ —€p
! €
-4 1 . A < . . . i
avec € = +1. Le facteur e (qui est relié au parametre A de la rotation R) définie ci
1-A

dessus par la formule p = {73, tandis que € est le signe de A) est celui qui intervient dans
les formules de Lorentz en relativité (la vitesse de la lumiere est ici égale a 1; voir exerc.
11.6).

3° Lorsque K = F, on est dans ce cas pour la forme (1, -1). Avec les notations de la note
11 et de I'ex. 5.6.3°, on a SO; (F4) = Fy, cyclique d’ordre g — 1. On vérifie que O (F,) est
isomorphe au groupe diédral D, (cf. ex. 1.1.4.4°).
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Cas o1 a n’est pas un carré. La forme f est alors anisotrope et on vérifie par un calcul
direct qu'on a

SO, f) = {Rw:(f C;X)iaz_aczzl}’
o, f) = {Ra,c,sa,c:z(f __C:)|a2—(x02:1}

SO(V,f) L SI,O -SO(V, f)

A nouveau, le groupe SO(V, f) est abélien. Ses éléments sont appelés rotations et
OV, f)—SO(V, f) est constitué de réflexions : I'isométrie de matrice S, dans la base
(e1, e2) estla symétrie orthogonale par rapport a la droite engendrée par (1 + a)e; + cey.

Les groupes SO(V, f) et O(V, f) s'interprétent en terme du corps K[/a] = {a+cval a, c€
K}. Si x = a+ cy/a € K, son «conjugué » est X = a — ¢y/a et le morphisme «norme » N :
K[v/a] — K défini par N(x) = xx vérifie N(xy) = N(x)N(y) et (N(x) =0) © (x =0).

Si x € K[v/a]*, il opere sur le K-espace vectoriel K[/a], de dimension 2, par la multipli-
cation par x, ce qui donne un morphisme de groupes injectif

p:Klval* — GLy(K).

Si x = a+ ¢/, la matrice de p(x) dans la base {1, /a} de K[/a] est (Lcl c;x). 11 s’ensuit que

p induit un isomorphisme entre le groupe (abélien) des éléments de K[v/a] de norme 1 et
le groupe SO(V, f).

La conjugaison peut aussi étre vue comme un élément de GL; (K), dont la matrice dans
labase {1, /a} de K[y/a] est Sy 9. Le groupe O(V, f) est donc isomorphe au sous-groupe des
automorphismes de K[v/a] engendré par la multiplication par les éléments de norme 1 et
la conjugaison.

Le centre de O(V, f) est {+1dy} : sila multiplication par x € K[ /«] est dans le centre, elle
commute a la conjugaison, ¢’est-a-dire qu’on a pour tout y € K[y/a] de norme 1,

Xy =xy.

On en déduit X = x, donc x € K. Comme N(x) =1,ona x = =+1.
Dans le cas K = R, le corps R[v/a] est C, la conjugaison est la conjugaison complexe et
le groupe des éléments de norme 1 est le groupe des complexes de module 1.

Exemples 8.2. — 1° Lorsque K = R, on est dans ce cas uniquement lorsque la signature
est (2,0) (forme définie positive) ou (0,2) (forme définie négative) ; les deux cas donnent le
meéme groupe spécial orthogonal SO» (R), qui est donc isomorphe au groupe multiplicatif
des nombres complexes de module 1. On retrouve la description usuelle du groupe des
isométries du plan euclidien :

cosf —sin0
SO:(R) = {Re = (sine cos0 ) |6 €R}’
cosO sinb
O:(R) = {Re’ So:= (sinﬁ —cosG) |6€R}'
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2° Lorsque K = Fy, avec les notations de la note 11 et de I'ex. 5.6.3°, le corps Fq[\/&]
est F 2, la conjugaison est x — x7 (cf. ex. 9.1), donc N(x) = x9*1 et le groupe SO; (E,4) est
isomorphe au groupe multiplicatif {x € FZIZ | x9*! =1}, cyclique d’ordre g + 1 (cf. (28)). De

plus, comme 31,0Ru,c31_}, =Rg;-c= R;'lc, on voit que le groupe O; (F4) est isomorphe au
groupe diédral D41 (cf. ex. 1.1.4.4°).

8.2. Le groupe SO3(R). — Commencons par un petit résultat plus général que ce dont
nous aurons besoin.

Lemme 8.3. — SoitK un corps et soit f la forme quadratique sur K" définie par
flx1,...,xp0) :xf+---+xfl.

Toute isométrie qui est directe si n est impair, indirecte si n est pair, admet 1 comme valeur
propre.

Démonstration. — Soit U la matrice d'une telle isométrie dans la base canonique de K".
Onaalors ‘UU =1, et

dét(I, - U) =dét('UU - U) = dét('U —1,,) det(U)
= dét(U —1,,) det(U) = (-1)"det(U) dét(,, — U).

Si (-1)"det(U) = —1, comme la caractéristique de K n’est pas 2, on en déduit dét(I,, —U) =
0. O

En particulier, pour toute isométrie directe u de I'espace euclidien R3, il existe x de
norme 1 tel que u(x) = x. Lisométrie u laisse alors stable le plan x* sur lequel u est une
rotation. Dans n'importe quelle base orthonormale commencant par x, la matrice de u est

donc
1 0 0

0 cos® —sinBO
0 sin® cosH

On peut en particulier déterminer I'angle 0 au signe preés par la relation
tr(u) =1+2cos0.

Notons d’ailleurs que le signe de 6 n’est bien déterminé que si on choisit une orientation
de I'espace R® et une orientation de I'axe Rx.

Soit B® la boule unité fermée de centre 0 dans R?, que 1'on suppose orienté. A tout y € B
non nul, on associe la rotation d’axe Ry et d’angle | y|ln; a 0, on associe Idgs. On obtient
ainsi toutes les rotations, d’ol1 une surjection

p:B3 —S03(R)

dont on vérifie qu’elle est continue. Inversement, étant donnée une rotation u, on choisit
un vecteur x directeur unitaire de son axe de facon que ’angle 6 de la rotation soit dans
[0,7t] (C’est-a-dire sinB = 0). Lantécédent de u par p est y = x0/m; il est unique sauf si
0 = &, c’est-a-dire lorsque u est un renversement, auquel cas il y a deux antécédents, x et
—x. Lapplication p est donc injective sur l'intérieur de B et elle identifie tout vecteur de
sa frontiere S® avec son opposé. Or, topologiquement, cette sphére n’est rien d’autre que
la demi-sphére unité $’* < R*. On en déduit que SO3(R) est homéomorphe au quotient de
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§* par la relation d’équivalence y ~ —y. Ce dernier espace n’est autre que P (R) (associer a
une droite vectorielle de R* ses deux points d’intersection avec $*). On a montré :

Le groupe topologique SO3(R) est homéomorphe aP*(R).

Revenant a l'interprétation de SO3(R) comme B3/ ~, on «voit» que I'image dans SO3(R)
d’un diametre de B® est un lacet y qui n’est pas homotope a zéro : [y] # 0 dans 7, (SO3(R)).
En revanche, si on fait 'aller-retour le long du diametre, il devient un lacet dans B, qu’on
peut donc contracter sur un point. On a donc 2[y] = 0 dans m; (SO3(R)).

On peut montrer

71 (SO3(R)) = ([y]) = Z/2Z.

Le revétement universel de SO3(R) est le groupe SU»(C) (déf. 10.1) ou Sping(R) (cf.
§ II1.6.4) : un morphisme SU;,(C) — SO3(R) de noyau {+I,} sera étudié dans le th. 11.2 (cf.
aussi note 29).

8.3. Le groupe de Lorentz SO, 3(R). — Le groupe SO; 3(R) des isométries directes de’es-
pace vectoriel R* muni de la forme quadratique

f(xo,..., X3) = X5 — X2 — x5 — x5
(espace-temps de Minkowski) est important en physique. On 'appelle le groupe de Lo-
rentz.

On note (e, ..., e3) labase canonique de R* et H = (e}, e, e3) = eoL la partie «espace». La
paire (H, — f) est donc I'espace euclidien standard a trois dimensions. Si x € H est unitaire
(f(x) = 1), la restriction de f au plan Py := (ep, x) a pour signature (1,1). Une isométrie
directe de P, a donc pour matrice

€ —€p
- €

dans la base (e, x) (ex. 8.1.2°). On note r g , 'isométrie directe de V qui a cette matrice
sur Py et qui est 'identité sur Pi. Elle « préserve le sens du temps » si € = 1, elle I'inverse si
e=-1.

On appelle rotation espaceles rotations de H (prolongées par I'identité sur Rey).

Proposition 8.4. — Dans l'espace-temps de Minkowski, toute isométrie directe peut s'écrire
comme le produit d'un reg . et d'une rotation espace.

On verra plus bas (p. 86) que € ne dépend que de 'isométrie, pas de la décomposition :
il vaut 1 si'isométrie préserve le sens du temps, —1 sinon.

Démonstration. — On écrit u(eg) = aeg + bx, avec x € Het f(x) = —1. Si on exprime le fait
que f(u(eg)) = f(eg) =1, on obtient a’-b*=1,donclal =1.0n choisit p du signe de b avec
pZ=1- é = 0eton prend € = a/|al. On a alors u(eg) = r¢,p x(€). On en déduit rs‘ﬁ1 Luleo) =

eo. Lisométrie directe rg’é U laisse donc stable H et s’y restreint en une rotation, ce qui

montre la proposition. O
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8.4. Centre et générateurs. — Rappelons que si D est une droite non isotrope, on dis-
pose d'une symétrie orthogonale (réflexion) sp (de déterminant —1) par rapport a D*. De
méme, si P est un plan sur lequel la forme quadratique est non dégénérée, onaV =P &P+
et le renversement rp, défini par rp = (—1) @ 1, est aussi une transformation orthogonale,
élément de SO(V, f).

Si u €OV, f), on vérifie qu'on a usp ul= SuD) et urp ul= T'u(P)-

Proposition 8.5. — Le centrede O(V, f) est {+1dv}, saufsiK=F;3 etV est un plan hyperbo-
lique'".

Si dim(V) = 3, le centre de SO(V, f) est trivial si dim(V) est impair, {+1dy} si dim(V) est
pair.

Sidim(V) =2, onavu (§8.1) que SO(V, f) est toujours abélien.

Démonstration. — Si dim(V) = 2, la description explicite de O(V, f) vue au § 8.1 donne le
résultat. On suppose donc dim(V) = 3.

Si u € O(V, f) commute aux éléments de SO(V, f), on a ryp) = urpu™ " = rp pour tout
plan hyperbolique P, donc u(P) =P et u préserve les plans sur lesquels la forme f est non
dégénérée.

Montrons que toute droite D = Kx est intersection de deux plans P et Q de ce type.

1

1
Si D est non isotrope,onaV =D& D+, donc en prenant deux éléments distincts y et z
1
d’une base orthogonale de D (ce qui est possible puisque dim(V) = 3), les plans P = D&Ky
1
et Q = D@ Kz conviennent. Si D est isotrope, on inclut D dans un plan hyperbolique P (sur

lequel f est non dégénérée) et on compléte x en une base (x, y) de P. Puisque V =P éPL
et que dim(V) = 3, on peut choisir z € P+ non nul. Alors on peut prendre Q =D & K(y + 2).

Il s’ensuite que si u € O(V, f) commute a tous les éléments de SO(V, f), il préserve toutes
les droites; c’est donc une homothétie (cf. note 2). Cela termine la preuve. O

Le quotient de SO(V, f) par son centre est le groupe projectif orthogonal
PSO(V, f) := SOV, /H/Z(SO(V, f)).

C’est un sous-groupe de PSL(V); il opere donc fidelement sur 1'espace projectif P(V). On
définit de la méme facon le sous-groupe PO(V, f) <PGL(V).

Exemples 8.6. — 1° Les groupes O; ,—s(R), SO, .- s(R) et PSOg ,— s (R) sont des variétés dif-
férentiables de dimension n(n —1)/2. Leur nature topologique est différente : pour n = 2,
parmi les groupes SO, seul SO, (R) est compact, et seul SO, (R) est connexe (cf. ex. 8.12.3°,
exerc. 8.11; mais il n'est pas simplement connexe pour n = 2 (rem. 11.4)).

2° Les groupes 0,(C), SO,(C) et PSO,(C) sont des variétés complexes de dimension
nn-1)/2.

Théoreme 8.7. — Les réflexions engendrent O(V, f).

17. On avu que dans ce cas, O(V, f) est abélien de cardinal 4.
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Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension. Soit u € O(V, f) et soit
X1 € V non isotrope; on pose x, := u(x;). Puisque f(x1 + x2) + f(x1 —x2) =4f(x1) #0,'un
au moins des éléments x; — x2 ou xj + X2 est non isotrope :

— si x; — xp est non isotrope, Sy, —x, (X1) = X2, donc Sy, —x, u(x1) = X1 ;

— si x1 + X, est non isotrope, Sy, Sx, +x, (X1) = Sx, (—X2) = X2, dONC Sy, 1 x, Sx, U(X1) = X7.
Dans les deux cas, on est ramené au cas ou u fixe un vecteur non isotrope xj, et on ap-

plique 'hypothése de récurrence dans le. O
Remarque 8.8. — Cette démonstration montre que toute isométrie est produit d’au plus

2n réflexions (n = dim(V)). Le théoréme de Cartan-Dieudonné affirme qu’il suffit d’au plus
n réflexions.

Théoréeme 8.9. — Sidim(V) = 3, les renversements engendrent SO(V, f).

Démonstration. — Par le théoreme précédent, tout élément de SO(V, f) est produit d'un
nombre pair de réflexions. Il suffit donc de montrer qu’'un produit s, sy, de deux réflexions
est un produit de renversements.

Sidim(V) =3, ona sy, Sx, = (—Sx,)(—Sx,) et'opposé d'une réflexion est un renversement
(puisque la dimension de V est 3), d’ol le résultat.

Si dim(V) = 3, on peut supposer x; et x, non colinéaires. Considérons le plan P :=
(x1, x2). On va construire un espace vectoriel W 2 P, de dimension 3, sur lequel f est non
dégénérée.

Si PN P+ = {0}, on prend y € P* non isotrope et W := (x1, X2, ).

Si PN P+ est non nul, il est de dimension 1 (car il ne contient pas x;), engendré par
un vecteur z. On prend y ¢ zt et W:= (x1, x2, ). Un vecteur de W NWL est orthogonal a
z, donc est dans P; comme il est orthogonal a P, il est colinéaire a z. Enfin, comme il est
orthogonal a y, il est nul.

Alors sy, Sy, agit par I'identité sur W+, donc laisse aussi stabel W. On est ainsi ramené
au cas de la dimension 3 : sur W, I'isométrie sy, lwsy,lw est le produit des renversements
—Sx, lw et —sy, lw; on obtient alors sy, sy, comme produit de leurs extensions sur V par
I'identité sur W+, qui sont encore des renversements. O

Exercice 8.10. — Montrer que O;(Q) est dense dans Oy (R) et que SO, (Q) est dense dans
SO, (R) (Indication : on pourra utiliser le th. 8.7).

Exercice8.11. — Lorsque n = 2, montrer que SO (R) est connexe et que Oy (R) a deux com-
posantes connexes (Indication : on pourra utiliser le th. 8.7).

8.5. Norme spinorielle et groupe dérivé. — La situation pour le groupe orthogonal est
beaucoup plus compliquée que pour le groupe symplectique et nous ne donnerons pas
toutes les démonstrations ni tous les détails. Une des raisons en est I'existence d’'un mor-
phisme

0:0(V, f) — K*/K*?

appelé norme spinorielle, qui vérifie la propriété

0(sy) = f(x) e K*/K*?, 27)
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pour tout x € V non isotrope. Nous ne démontrerons que plus tard (§ I11.6.3, cor. 6.8)
I'existence de ce morphisme . Notons cependant que comme K*/K*? est abélien, son
noyau, noté O’ (V, f), contient le groupe dérivé D(O(V, f)), etle noyau SO’ (V, f) := O’ (V, /)n
SO(V, f) de sarestriction a SO(V, f) contient D(SO(V, f)).

Exemples 8.12. — 1° Lorsque K est quadratiquement clos, K*/K*? est trivial, donc aussi
0.

2°Si K =R, le groupe R*/R*? a deux éléments, a savoir les classes de 1 et de —1.

Si f est définie positive, 0 prend ses valeurs dans R**/R* 2, donc 0 est trivial et SO, (R) =
SO, R).

Si f est définie négative, toute réflexion a pour image —1 dans R*/R*?, donc 0 est le
morphisme déterminant et est trivial sur SO, (R).

Pour avoir un morphisme 6 intéressant, il faut donc regarder les groupes O ;(R) avec s
et t non nuls (c’est-a-dire les cas ot 'indice est = 1). Dans le cas de Oy ,,(R), la forme f est

donnée sur R”*! par

2_ 2 2
[ X0y X)) = X5 — X7 — -+ — X,

Ce groupe agit sur la quadrique affine Q := {x € R”"! | f(x) = 1}. Or celle-ci a deux com-
posantes connexes Q* et Q~ selon que xp est positif ou négatif. On peut donc définir un
morphisme de groupes

0':01,mR) — Syq+ g} = Z/2Z.
Si x n’est pas isotrope, on vérifie que 6’(sy) = Id si et seulement si f(x) < 0 (on voit bien ce
qui se passe sur un dessin en dimension 2). Cela signifie que le morphisme 6’ n’est autre
que le produit dét-0, donc qu’on a I'égalité 19

SO} ,,(R) = {u eSOy ,[® | u(Q") =Q*},

sous-groupes d’'indice 2 dans SOy, (R).

En relativité, on travaille dans I'’espace-temps de Minkowski, qui correspond au cas
m = 3; le groupe SO, 3(R) est le groupe de Lorentz (§8.3) et le groupe SO’L3 (R) des trans-
formations qui préservent le sens du temps, le groupe de Lorentz restreint (cf. exerc. 11.6).

La situation est analogue si s, f = 2, mais la quadrique Q définie ci-dessus est mainte-
nant connexe. Il faut regarder a la place les sous-espaces vectoriels maximaux W < RS*?
sur lesquels la forme f est définie positive, comme par exemple (e, ..., es). On voit facile-
ment qu'ils sont tous de dimension s et on vérifie qu’ils forment une « famille connexe »
(dans le cas s = 1, ce sont les droites engendrées par les points de Q, qui sont paramé-
trées par une de ses composantes connexes). On peut alors définir de maniére continue
une orientation ow sur chacun de ces sous-espaces vectoriels W. Limage de W par une
isométrie u est encore un sous-espace du méme type et on obtient

SO}, (R) = {1 € SO, (R) | ulow) = 0uw)}-

18. Comme les réflexions engendrent O(V, f), la relation (27) définit uniquement 0; cependant, il faut vé-
rifier que cette définition a un sens, c’est-a-dire que si u € O(V, f) se décompose en u = sy, o---0 sy, alors
fxp) - flxp) e KX /KX 2 est indépendant de la décomposition de u choisie.

19. Le groupe SO’Lm(R) est le groupe de la géométrie hyperbolique, il agit transitivement sur Q*, qui est
un modele de I'espace hyperbolique de dimension m. Le stabilisateur de ey est isomorphe a SO, (R), qui est
connexe par l'exerc. 8.11. Cela permet de montrer que SO'L (R est connexe.
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De fagon plus « concrete », dans une base ol1 la forme quadratique s’écrit
2 2 2 2
X1, X)) =X+ X=X~ = Xy g

la matrice U d'un élément de SO; ;(R) s’écrit sous forme de blocs

A B
U‘(c D)’

oi1la matrice A est carrée d’ordre s. On voit que la matrice A est inversible ®?. On a alors
SO;J(R) ={U €SO0, (R) | dét(A) > 0} = {U € SO, ;(R) | dét(D) > 0}.

On peut montrer que ce groupe est connexe .
3° Lorsque (V, f) est un plan hyperbolique, on note r) la «rotation » de matrice R) dans
une base hyperbolique (e;,e2) de V (¢f.§8.1). Ona

r)\ = S)\E] —e2 Sel—ezr

donc 8(ry) = f(Ae; — ex) fey — e2) = 4A = A dans K*/K*? et le morphisme Olsow,p) :
SOV, f) — K* /K*? est surjectif.

Sil'indice v de f est =1, c’est-a-dire qu’il existe un vecteur isotrope non nul, V contient
un plan hyperbolique. Lexemple 3° ci-dessus montre que le morphisme

Blsow,) : SOV, f) — K* JK*2

est alors surjectif. En particulier, si v > 1 et que K n'est pas quadratiquement clos (K*? #
K*), onaD(O(V, f)) =SO'(V, ) € SO, f).
On a en fait un résultat plus précis ?2.

Théoréme 8.13 (Eichler). — Soit f une forme quadratique non dégénérée sur un espace
vectoriel V de dimension = 3. Si l'indice v de f est =1 (c’est-a-dire si f a un vecteur isotrope
non nul), on a

SO'(V, f) = D(O(V, f)) = D(SOV, f))
et SOV, f)/D(SO(V, f)) = K*/K*2.

Exemples 8.14. — 1° Si K = R et que f est définie positive ou négative, on peut montrer
qu'onaD(0,(R)) =D(SO,[R)) =SO,(R).

Sist>0ets+t =3 (desorte que f estd’indice = 1), le théoreme montre que D(SOy ;(R))
est d’'indice 2 dans SO ;(R).

3° Lorsque K = Fg, le groupe F;/F;2 est isomorphe a Z/2Z et 'indice est toujours = 1
des que n =3 (ex. 5.6.3°) ; le groupe D(SO(FZ, f)) est alors d’indice 2 dans SO(FZ, f).

1 0 I 0
20. En effet, en développant la relation 2y (OS I )U = ((; I ), on obtient entre autres ‘AA =I5+ 'CC, ce
=1t =1t

qui entraine que la matrice AA est définie positive, donc que A est inversible (on obtient en fait méme | dét(A)| >
1). Il en est de méme pour D.

21. Comme dans la note 19, qui explique ces faits lorsque s = 1, la deuxiéme égalité et la connexité de SO’S‘ R
résultent, lorsque s, ¢t = 2, du fait que SO’SJ(R) opere transitivement sur la quadrique connexe Q, et que le stabi-
lisateur de eg est isomorphe a SO/S_M(R).

22. Cf. Dieudonné, J., La géométrie des groupes classiques, Springer Verlag, 1955, chap. II, § 6.5. Ce n’est plus
vrai pour dim(V) = 2, puisque SO(V, f) est alors abélien (§ 8.1), mais on a encore SO’ (V, f) = D(O(V, f)).
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4° Supposons K= Q. Si v(f) = 1 et n = 3, le th. 8.13 donne SO(Q", f)/D(0O(Q", f)) =
Q*/Q*? qui est un groupe infini (dans lequel tout élément est d’ordre 2).

Le cas oul'indice est nul est beaucoup moins bien connu. Lorsque K = Q, Meyer a mon-
tré qu’'une forme quadratique f d’indice nul sur Q”, avec n = 5, est nécessairement définie
négative ou définie positive vue comme forme quadratique sur R”. Dans ce cas, Kneser
a montré que I'image de 6lso(q», f) est Q**/Q*? et que son noyau SO’(Q", f) est encore
D(SO(Q", f)). On n’est donc pas tres loin du cas v = 1 : le groupe dérivé D(SO(Q", f)) est
encore d’indice infini dans SO(Q", f).

La structure des groupes O(Q3, f) et O(Q*, f) est beaucoup moins bien connue (dans
ce cas d’indice nul).

8.6. Centre. — On peut montrer que pour dim(V) = 3, le centre du groupe D(SO(V, f))
consiste en les homothéties de ce groupe, c’est-a-dire Idy et, éventuellement, —Idy.

On a d’autre part la formule

0(—1Idy) = disc(f).

En effet, dans une base (ey,...,e,) de Vou f(x) = ?:1 (x,-xlg, on écrit —Idy = s¢, * - S¢,,, d'ol1
0(=1dv) = f(e1) - fen) =1}, a; = disc(f).

On en déduit que pour dim(V) = 3 et v = 1, le centre de D(SO(V, f)) = SO'(V, f) est
d’ordre 2 si disc(f) = 1 et dim(V) pair, trivial sinon.

8.7. Simplicité. — Vu les résultats de la section précédente, le seul groupe qui a des
chances d’étre simple est le quotient P(D(SO(V, f))) du groupe dérivé D(SO(V, f)) par son
centre.

Nous nous contenterons de passer en revue quelques résultats connus, en renvoyant
au livre de Dieudonné, J., La géométrie des groupes classiques, pour les preuves et des dis-
cussions plus approfondies.

Cas v(f) = 0 (forme anisotrope).— Il n'y a pas de résultat général, mais certains cas par-
ticuliers sont completement décrits.

Lorsque K=R (ou D(SO,(R)) =SO,(R)), ona

— le groupe PSO4(R) n'est pas simple ®® (th. 11.3);

— le groupe PSO,(R) est simple pour n =3 oun=5.

Lorsque K=Q,ona:

— le groupe O(Q?, f) admet une suite décroissante de sous-groupes distingués dont

I'intersection est {Id};
- pour n =5, le groupe P(D(SO(Q", f))) = PSO'(Q", f) est simple.

Cas v(f) = 1.— La situation est plus claire : lorsque n = 3, le groupe P(D(SO(K", f))) =
PSO' (K", f) est simple, avec deux exceptions @9,

23. Ce fait fondamental est a 'origine de propriétés spéciales importantes de la topologie et de la géométrie de
dimension 4.
24. On aplus précisément :
— sin=3,legroupe D(SO(K3, f)) estisomorphe a PSLy (K), donc il est simple pour K # F3 (th. 2.15) ;
- si n =4 et disc(f) # 1 dans K* /K*2) le groupe D(SO(K4,f)) = P(D(SO(K4,f))) est isomorphe a
PGL, (K[+/disc(f)]) et il est donc simple (th. 2.15);
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Ce cas inclut celui des corps finis F; dés que n = 3. Rappelons qu’en dimension impaire,
onaun seul groupe orthogonal, noté 02,11 (F,) alors qu’en dimension paire, on en a deux,
notés O;m (Fg) (discriminant (—1)™, indice m) et O, (F;) (discriminant # (-1)", indice
m—1) (ex. 5.6.3°).

Donnons les cardinaux. On a tout d’abord :

1SO2mi1 Bl = q"™ (@™ =12 2-1)---(¢>- 1),
ISO5,, Bl = (g"—e)g™ ™ V(g™ 2 -1)---(q* - 1),
otie = +1 (e =1si (—1)"disc(f) est un carré dans F, et —1 sinon).
Par le th. 8.13, le groupe dérivé est d’'indice 2 dans tous les cas. Dans le cas de la dimen-
sion impaire, son centre est trivial et

(28)

1 2
IP(D(SO2mi1 (B = 54" @ -D(G" -1 (g* - D).

Dans le cas de la dimension paire, le centre est trivial si et seulement si disc(f) # 1. Tous
calculs faits, on arrive a

+ _ g -1 mm-1),2m-2 _ 1y, (2 _
[P(D(SO,,, FMNI = —pgcd(4, -1 q (q - (g°—1),

- _ q"+1 mim-1), 2m-2 _ 2
[P(DSO,,, FN = ———q (q ---(g"-1).

pged4, g™ +1)

On peut définir aussi ces groupes en caractéristique 2. On obtient ainsi trois autres sé-
ries infinies de groupes finis simples, 4 savoir ?®

P(D(SO2m+1(Fy))), P(D(SO3,,(Fy))) et P(D(SOy,, (Fy)).

9. Formes sesquilinéaires et hermitiennes

9.1. Formes sesquilinéaires. — Il y a une variante des formes bilinéaires quand le corps
K (qu’'on supposera toujours de caractéristique # 2) est équipé d'une involution de corps
o. Lexemple principal sera K= C avec o (z) = Z et, pour simplifier les notations, on notera
toujours I'involution o de K sous la forme o (A) = A, quel que soit le corps.

La décomposition C = R& iR s’étend de la maniére suivante a tout corps muni d'une
involution : comme car(K) # 2, on a une décomposition K = Ky @ K;, ott Ky et K; sont les
espaces propres de ¢ pour les valeurs propres 1 et —1, et Ky est un sous-corps de K. Si
o # Idk, on peut choisir I € K; — {0} ; on a alors

K=Ky®IK, avecl®cKj].

Exemple 9.1. — Si g est une puissance de nombre premier impair, le morphisme o : x —
x4 est une involution du corps K=F 42~ Le corps fixe Ko est le sous-corps F; de F 2.

- sin=4etdisc(f) =1 dans K* IK*?,le groupe P(D(SO(K?, f))) est isomorphe 2 PSLy (K) x PSLy (K) et il est
donc simple pour K # F3 (th. 2.15) ;
— le groupe P(D(SO(K", f))) est simple pour n = 5.

25. Pour des raisons que vous comprendrez plus tard, ces groupes sont aussi notés B, (q), Dy (q) et 2Dm(q),
respectivement.
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On dit qu'un morphisme de groupes additifs u entre K-espaces vectoriels est g-linéaire
si u(Ax) = Au(x) pour tout vecteur x et tout A € K. Une forme o-sesquilinéaire est une
application b:V xV — K telle que pour tout y € V, I'application x — b(x, y) soit o-linéaire
etl'application y — b(x, y) soit linéaire. Pour tous x et y dans V et tout A € K, on a donc

b(x,A\y) =Ab(x,y) et b(Ax,y)=Ab(x,y).

Dans une base (e;) de V, la matrice M de b est définie par M;; = b(e;, ¢;). Sur des vecteurs
colonnes, on a alors b(X,Y) = X*MY et la matrice de b dans une autre base est P*MP, ol1 P
est la matrice de passage (pour toute matrice N, on note N* := IN).

La forme sesquilinéaire b est hermitienne si en outre

b(y,x)=b(x,y)

pour tous x, y € V. C’est le cas si et seulement si sa matrice M satisfait M* = M (on dit aussi
que M est une matrice hermitienne)
Associée a une forme sesquilinéaire hermitienne est la forme hermitienne

h(x) = b(x, x).

On récupeére, puisque car(K) # 2, la forme sesquilinéaire a partir de & par la formule
1 1
b(x,y) = ZUZ(H Y —h(x—y)+ T(h(x+1y) —h(x-1y)).

On définit comme dans le cas symétrique le rang d’'une forme sesquilinéaire hermi-
tienne, la notion de forme sesquilinéaire hermitienne non dégénérée, d’isométrie, de vec-
teurs orthogonaux, de sous-espace totalement isotrope, de plan hyperbolique.

La réduction de Gauss (cf. § 4.2) décompose une forme hermitienne sous la forme

h(x)=o1X1 X1+ + O Xr X

avec ay,...,0r EKS.

Le théoreme de Witt reste valable (avec des modifications dans la démonstration, en
particulier dans celle du lemme 5.3) et on peut définir de la méme facon l'indice d’'une
forme hermitienne.

10. Groupe unitaire

10.1. Définition. — On définit le groupe unitaire U(V, h) d’'une forme hermitienne s non
dégénérée sur un espace vectoriel V. comme le groupe des isométries de (V, h). Si M est la
matrice (inversible) dans une base de V de la forme sesquilinéaire hermitienne b associée,
ce groupe est isomorphe au groupe

{UeGL(\V) | U*MU = M}.
Le groupe spécial unitaire est défini comme d’habitude par

SUWV, h) :=U(, h)nSL(V).
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Exemple 10.1. — 1° Si K = C et o est la conjugaison complexe, on peut trouver a; € C tel
que d;a; = +a;. Ainsi, pour toute forme hermitienne i non dégénérée sur C", il existe une
base dans laquelle elle s’écrit

h(x) = X114+ + XsXs = X1 X541 =+ — XnXn.

Lindice est inf(s, n — s). Le groupe unitaire associé est noté U ,_¢(C). Il estisomorphe a

s 0 \y_(L 0
{UEGLn(C)’U (0 —In_s)U_(O —In—s)}.

On note U, (C) lorsque s = n. Les groupes U ;,—s(C) (resp. SUj ,,—5(C)) sont des variétés
différentiables de dimension n? (resp. n> —1).
2°SiK=F . (avec q puissance de nombre premier impair) et 6(A) = A9, le morphisme
qu — Fy
A — A=A
est surjectif. En effet, un générateur du groupe cyclique F;z estd’ordre g> —1=(q-1)(g+
1);; il est donc envoyé sur un élément d’ordre g — 1, c’est-a-dire un générateur de F;. Il en

résulte que tout élément «; de F; peuts’écrire d; a;, et donc, pour toute forme hermitienne
h non dégénérée sur FZZ’ il existe une base dans laquelle elle s’écrit

= - _ g+l q+1
h(x)=X1x1+- -+ XpXpn =% +-+x, .
Toutes les formes non dégénérées sur FZZ sont donc équivalentes et il existe aussi une base

danslaquelle la forme s’écrit i (x) = X1 X1 —Xp X2+ -+ (—1) n+l

En particulier, tout plan est hyperbolique.
Le groupe unitaire est noté U, (F2). Il est isomorphe au groupe

U €GL,(Fp2) | 'UDPU =1},

XnXxy.Lindice est donc |n/2].

ol1 U@ est la matrice obtenue a partir de U en élevant tous ses coefficients a la puissance
g.Ona

U (Bp2)l = (q" - (=D"g" (" - (-1 Hg"*---(¢* - Dg(g+1).

Exercice 10.2. — Soit M € GL; (F qz) une matrice telle que ‘M = M@ . Montrer qu’il existe
une matrice P € GL; (F 2) tel que M = Ip@p,

10.2. La dimension 2. — Comme dans le cas orthogonal, le cas de la dimension 2 peut
étre décrit par calcul direct. Nous envisageons les deux types de formes qui peuvent inter-
venir dans les casK=CouF..

Cas de la forme hermitienne xj x1 + X2 x>.

Proposition 10.3. — Supposons dim(V) =2 et h(x1, xX2) = X1 X1 + X2 X2. Alors

SU(V,h)z{(_aB g)(a,seK, (xa+f5ﬁ:1}.

En particulier, SU,(C) est un groupe non commutatif. Il est homéomorphe a la sphere
unité S® dans I'espace euclidien R*.
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Démonstration. — La matrice U = (0( g) est dans SU(V, h) si et seulement si dét(U) =1
et U*U =1,. Ces conditions entrainent (g g) =U*=U"1=1U°= (—BY _(xﬁ)’ c’est-a-dire
y=—P et §=a, donc & +pp = 1. O

Cas d’'un plan hyperbolique. C’est le cas ol h(x1, xX2) = X1 X1 — XoX2 = %((xl + X2) (X1 —X2) +
1 =x2) (x1 + xz)). On peut donc se placer dans une base ot1 la forme hermitienne est don-
née par h(xy, x2) = X1 X2 + X2 X1.

Proposition 10.4. — Supposons dim(V) = 2 etV hyperbolique pour la forme hermitienne
h. Alors SU(V, h) = SLy(Ko).

Exemple 10.5. — On adonc SU;,1(C) = SLa(R) et SU2(F2) = SLa (Fp).

Démonstration. — Dans une base hyperbolique, la matrice de la forme hermitienne h

est M = ((1) (1)) Alors, U = ((; g) est dans SU(V, h) si dét(U) =1 et U*"MU = M, ce qui

entraine (‘?‘ Y) =U*=MU"'M=M/UM= ( ° _Y) Cest-a-dire@=o, 5=5,p=—P et
B 6 - - - - _ﬁ 6 ) - ’ - ) -

o Ip
I''y &
que l'application U — U’ est bien un morphisme de groupes 9. O

Y = —Y, ou encore «, §,1B,1y € Ky et ad — By = 1, soit U’ := ( ) € SL,(Kp). On vérifie

10.3. Produit scalaire hermitien. — Dans cette section uniquement, on suppose K= C
et on considere une forme hermitienne i définie positive sur un C-espace vectoriel V de
dimension n, c’est-a-dire satisfaisant h(x) = 0 pour tout x € V, avec égalité si et seulement
si x = 0. Une telle forme est en particulier non dégénérée ; on I'appelle un produit scalaire
hermitien. On a vu qu'’il existe alors une base orthonormale, c’est-a-dire une base dans
laquelle la forme £ s’écrit

h(x) = x4+ ).

Dans ce cas, les éléments du groupe U(V, k) jouissent d'une réduction particulierement
simple, similaire a celle des endomorphismes orthogonaux pour un produit scalaire eu-
clidien défini positif.

26. On peut décrire plus intrinsequement le morphisme SLp(Kg) — SU(V,h) comme suit. On considere K
comme un Ky-espace vectoriel de dimension 2. L'espace vectoriel V := Endg, K des endomorphismes Ko-
linéaires de K est naturellement un K-espace vectoriel de dimension 2, puisque (Id,o) en est une base. Si
a=a+ld et p=>b+ IV’ sont dans K, la matrice de I'endomorphisme ald+fo de K dans la base (1,I) est

a+b (d-b"P

a+b a-b
puisque le vecteur (1, 1) est isotrope.

On dispose d’autre part d'une application K-linéaire ¢ : V = Endg, K — Endg (V) qui envoie u € V sur I'en-
domorphisme ¢, de V donné par v— uo v. Comme dét(¢,,(v)) = dét(u) dét(v), on voit que ¢, est unitaire pour
la forme hermitienne dét si et seulement si dét(u) = 1. L'application ¢ induit donc un morphisme de groupes
SL(K) — U(V,dét). On vérifie ensuite que ce morphisme est a valeurs dans SU (V, dét) (c’est-a-dire que dét(¢py) =1
si dét(u) = 1) et qu'il est surjectif.

, dont le déterminant est &a — Bp. C’est donc une forme hermitienne sur V, hyperbolique
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Un endomorphisme u« de V admet toujours un adjoint u* défini par
b(x, u(y)) = b(u*(x),y)
1

pour tous x, y € V. En particulier, u € U(V, h) si et seulement si u* = u~".
Dans une base orthonormale, si u a pour matrice U, alors u* a pour matrice U*.
Plus généralement, on dit qu'un endomorphisme u de V est normalsi u* u = uu*. Cette
notion inclut les endomorphismes unitaires (u* = u™1), autoadoints (u* = u) et antiau-
toadjoints (u* = —u).

Proposition 10.6. — Tout endomorphisme normal pour un produit scalaire hermitien se
diagonalise dans une base orthonormale.

Les valeurs propres sont de module 1 pour les endomorphismes unitaires, réelles pour
les endomorphismes autoadjoints et imaginaires pures pour les endomorphismes antiau-
toadjoints.

Démonstration de la proposition. — Soit u un endomorphisme normal de V. Soit A une
valeur propre (complexe) de u et soit V) 'espace propre associé. Si x € Vj, on a
u(u® (x) = u* (w(x) = u* (Ax) = Au* (%),

donc u* (x) € V). Ainsi u* (V) € Vj.

Si y € V- et x € V), on obtient b(x, u(y)) = b(u*(x),y) = 0, donc u(Vy) € Vy. Une ré-
currence sur la dimension de V montre alors que V est somme directe orthogonale des
espaces propres de u. O

Sil’on dispose d'une seconde forme hermitienne 7', on peut lui associer, puisque / est
non dégénérée, un endomorphisme u de V qui vérifie

Vx,yeV  b'(x,y) = b(x, u(y).

On a aussi

b(u(x),y) = b(y, u(x) = b'(y,x) = b'(x, y) = b(x, u(y)),
de sorte que u* = u. D’apres la proposition, u se diagonalise dans une base h-
orthonormale, ce qui signifie que dans cette base, la forme b’ a une matrice diagonale
A1
, avecAi,...,A€R.
)\I’l

La forme h' est définie positive si et seulement si les A; sont tous strictement positifs.

10.4. Propriétés des groupes unitaires. — On énonce sans démonstration quelques pro-
priétés des groupes unitaires pour une forme hermitienne £ sur un K-espace vectoriel de
dimension n = 2.

Centre: Le centre de U(K", h) est constitué des homothéties de rapport A tel que A\ =
1.
Le centre de SU(K", h) est constitué des homothéties de rapport satisfaisant en
outre A" = 1. Pour K = C, c’est donc le groupe des racines n-iémes de 1'unité. Pour
K=F p, c'estle groupe des racines pgcd(q + 1, n)-iémes de I'unité.
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On notera
PSUK", h) :=SUK", h)/Z(SU (K", h)).

Simplicité : Silaforme hermitienne % est d’indice = 1, le groupe PSU (K", h) est simple
(c’est donc le cas pour les groupes PSU; ;(C) avec s, £ > 0, et PSUn(qu) pour n = 2),
al'exception du groupe PSU; (Fg) = PSL;(F3) (prop. 10.4).

Sil'indice est nul, donc la forme anisotrope, il n’y a pas de résultat général. Néan-
moins PSU,(C) est simple dés que n = 2 : en fait, comme on le verra dans le § 11,
PSU,(C) =S03(R), qui est simple, et'énoncé pour n > 2 s’en déduit.

On peut définir les groupes unitaires aussi en caractéristique 2. On obtient ainsi une
autre série de groupes finis simples, a savoir PSU,(F2) pour ¢ puissance de nombre pre-
mier et n>3 @7,

11. Quaternions

Le corps H des quaternions est un corps non commutatif, contenant comme sous-corps
R, et de dimension 4 comme espace vectoriel sur R. On peut le décrire comme une algebre

de matrices 2 x 2 complexes :
_Jfx B
H'_{(—ﬁ a)|a,ﬁec}. (29)

L'addition et la multiplication dans H sont celles des matrices. Puisque le déterminant est
o) + |[’)|2, seule la matrice nulle n’est pas inversible et on obtient un corps.
On distingue les éléments suivants de H :

O A P A R B

Les multiples réels de 1 fournissent le sous-corps R de H. La famille (1,1,],K) est une base
de H vu comme espace vectoriel sur R. On observe que
F=J*=K*=-1, JK=-1,
relations desquelles on déduit aisément les autres multiplications des éléments de la base :
J=-JI=K, JK=-KJ=I, KI=-IK=].

On définit le conjugué d'un quaternion q = xp + x11 + x2J + x3K, olt xp,...,x3 € R, en

posant
g =xp—x11-x2] — x3K.

La conjugaison a les propriétés suivantes :

I° 41G2= G241

2° N(q) := q4 = Gq = x% + X + x5 + x5 € R, en particulier, N(q) = 0 si et seulement si

q:O,etsiq;«éO,onaq‘l:%{]).

Un quaternion est
—réelsig=gq;

27. Ces groupes sont aussi notés 2An1 (qz).
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— imaginaire pursi g = —q.
Lensemble des quaternions imaginaires purs est Im(H) := {x;1+ x2J + x3K} eton a

H=ReImH).

Lensemble {x( + x11| xp, x; € R} est un sous-corps de H isomorphe a C (ce n’est pas le
seul car les roles de I, ] et K sont interchangeables dans H 28)), 1La famille (1,]) est une base
de H vu comme espace vectoriel sur C. Plus précisément, on a

qg = xo+x11+xJ+x3K, ou xgp,...,x3€R,

(JCQ + x11)1 + (x2 + x3I)I.

Dans cette écriture, on fera attention que § = x» + x3I et ] ne commutent pas en général
(ona]p=pJ).

Le centre Z(H) de H est R : en effet, si g € Z(H), écrivons comme ci-dessus q = « + pJ,
avec o, € C. De gl =1g, on déduit p =0, et de oJ =Ja = &J, on déduit o € R.

Lemme 11.1. — La norme N : H* — R* est un morphisme de groupes multiplicatifs. Son
noyauker(N) = {g € H|N(q) = 1} est un groupe isomorphe a SU, (C).

Démonstration. — Ona

N(g192) = 2419192 = G2N(q1) g2 = N(q1)N(g2),

la derniere égalité étant vraie car N(q;) € R = Z(H).
La description matricielle (29) donne l'interprétation du noyau comme le groupe
SU»(C) (prop. 10.3). O

Bien sir, N s’identifie 4 la norme euclidienne usuelle dans H = R?*, donc le groupe
SU>(C) est homéomorphe a la sphere de R*.

Soit g un quaternion tel que N(q) = 1. Considérons la conjugaison (au sens du groupe
multiplicatif (non abélien) (H*, x))

¢s:H — H
x — qxq'
Puisque g~! =4, ona
$g(x) = qiq",
donc ¢ agit par I'identité sur R et préserve la décomposition H=R & Im(H). En outre,
N(g(0) = gxq~ gxq" =N(x),

donc ¢4 agit par isométries sur R*. En restreignant b4 a Im(H), on obtient ainsi un mor-
phisme de groupes

$:SU2(C) — O3(R)
q — bgqlma.
28. En faisant agir les automorphismes ¢4 définis plus bas, on voit qu’on peut méme changer le triplet (I,],K)

en son image par n’'importe quelle rotation de R3, donc en particulier I en g1+ 2] + 3K pour 1, g2, 43 € R tels
que qf + q% + q§ =1, ce qui donne une famille de sous-corps de H isomorphes a C paramétrée par la sphere S2.
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Comme le groupe SU,(C), homéomorphe a la sphére de R?, est connexe, I'image de ¢ est
connexe donc incluse dans SO3(R).

Théoreme 11.2. — Le morphisme ¢ ainsi défini est surjectif, de noyau {£1}. Par consé-
quent,

SO3(R) =SU,(C)/{x1} = PSU,(C).

Démonstration. — Le noyau de ¢ est constitué des quaternions g de norme 1 tels que

gxq~! = x pour tout x € Im(H), soit gx = xq pour tout x € Im(H). Comme c’est toujours

vrai pour x € R, cela implique gx = xg pour tout x e H,donc g € Z(H) =Ret g = +1.
Montrons que ¢ est surjectif. Soit ¢ € Im(H) tel que gG = 1. Alors g* = —qg = -1 et

bq(q) q,
q)f,(x) = (qu(x):x pour tout x € Im(H),

donc ¢4lim@), qui est une rotation autre que I'identité, est obligatoirement le renverse-
ment d’axe Rg < Im(H). Limage de ¢ contient ainsi les renversements et ¢ est surjective
par le th. 8.9. O

Lisomorphisme entre PSU,(C) et SO3(R) a été montré en trouvant, grace aux quater-
nions, une action de SU,(C), identifié au groupe des quaternions de norme 1, sur R3. On
peut aussi regarder I'action de SU, (C) xSU, (C) sur R* = H, définie en associant a un couple
de quaternions (g1, g2), chacun de norme 1, 'endomorphisme

Va0 () = Q1XGo = q1xG5 "
de H.

Théoreme 11.3. — 1° On définit ainsi un morphisme
W :SU,(C) x SU2(C) — SO4(R)

qui est surjectif, de noyau {+(1,1)}.
2°On a un isomorphisme PSO4(R) = SO3(R) x SO3(R).

En particulier, le groupe PSO4(R) n’est pas simple.

Démonstration. — 1° A nouveau, on a NWg,,q, (X)) = qlxqz_lqgfcql‘l = N(x) donc I'image
de v est bien contenue dans O4(R) et méme, par connexité de 'image, dans SO4(R).
On vérifie facilement I'égalité

WYar,q. © qu,qé =V 41,924

qui montre que Y est un morphisme de groupes.

Le noyau de v est constitué des (g1, g») tels que qlxqz‘l = x pour tout x e Hdonc g1 x =
xq». Faisant x = 1 on déduit gq; = g», forcément élément de Z(H), donc q; = g2 = £1.

Pour montrer que  est surjective, on prend u € SO4(R). Le quaternion g := u(1) vérifie
N(g) =1.On a yg,10u(l) = gq = 1, donc I'isométrie Y41 o u laisse R, donc aussi R! =
Im(H), stable. Par le théoréme précédent, il existe g’ de norme 1 tel que yg10u = ¢y =
Vg ,q» Cest-a-dire u = Wc_'i,ll oWy, g = Wqq,q- Cecimontre que  est surjectif.
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2° En composant W par la surjection sur PSO4(R) = SO4(R)/{+14}, on obtient un mor-
phisme surjectif
P :SU,(C) x SU2(C) — PSO4(R).
Son noyau est constitué des (g, g») tels que q; xqz’1 =ex pour tout x € H, oli € = +1, C'est-
a-dire (q1,€eq2) € ker(y) = {£(1,1)}. Le noyau de \ est donc constitué des quatre éléments
(£1,+£1), donc PSO4(R) = PSU,(C) x PSU,(C) = SO3(R) x SO3(R). O

Remarque 11.4. — Pour tout n, on peut construire (cf. § 111.6.4) un groupe Spin,(R)
connexe, muni d'un morphisme de groupes surjectif Spin, (R) — SO, (R) dont le noyau a
deux éléments ?%. 1l est unique a isomorphisme (de groupes) pres.

OnavuSO;(R) = U;(C) (ex. 8.2.1°). Le groupe Spin, (R) estle groupe U; (C) des nombres
complexes de module 1, mais le morphisme Spin, (R) — SOz (R) est I'élévation au carré.

Le th. 11.2 entraine Sping(R) = SU3(C), et le th. 11.3 entraine Spin,(R) = SU,(C) x
SU»(C).

On peut montrer Sping(R) = SU4(C), c’est-a-dire qu'on a un morphisme surjectif
SU4(C) — SOg(R) dont le noyau est d’ordre 2 (exerc. I11.4.11).

Cette construction peut aussi étre effectuée dans le cas d'une forme quadratique (non
dégénérée) quelconque sur R” (rem. I11.6.11). On obtient alors un groupe Spin’s' ,(R) qui est
un revétement (connexe) de degré 2 du groupe connexe SO’S't(R) (d'indice 2 dans SOj,; (R))
défini dans I'ex. 8.12.3° (cf. exerc. 111.4.10).

Exercice 11.5. — Soit Kun corps de caractéristique différente de 2 et soit V 1'espace vectoriel
(de dimension 4) des matrices 2 x 2 a coefficients dans K.

a) Montrer que f : M — tr(M?) est une forme quadratique sur V.

b) Montrer que SL»(K) agit par isométries sur V par P-M := PMP! et que ces isométries
laissent toutes stable I'espace vectoriel W := IZL (de dimension 3).

¢) Montrer que la restriction de f a W est de type (1,—1,2).

d) On en déduit un morphisme SLy (K) — O(W, flyw). Montrer qu'il est surjectif et déterminer
son noyau.

e) En déduire que le groupe Spin’z'l (R) est isomorphe a SLp (R).

Exercice 11.6. — Le but de cet exercice est de montrer que le groupe SO’1’3(R) défini dans
I'ex. 8.12.3° est isomorphe a PSLy (C). En particulier, Spin’1'3(R) =SL,(C).
Soit V I'espace vectoriel réel des matrices hermitiennes 2 x 2.
a) Quelle est la dimension de V' ?
b) Montrer que GLy(C) agit linéairement sur V par la relation P-M = PMP*.
¢) Montrer que SL»(C) agit par isométries sur V pour la forme quadratique de Lorentz de
signature (1,3). On en déduit un morphisme ¢ : SL»(C) — O1,3(R).
d) Déterminer le noyau de ¢.
e) Montrer que I'image de ¢ est exactement SO/L3 (R) et conclure.

29. On dit que c’est un revétement de degré 2 de SO, (R) ; c’est en fait, pour n = 3, le revétement universel de
I'espace topologique SO, (R).






CHAPITRE III

ALGEBRE TENSORIELLE

1. Produit tensoriel

Soit K un corps et soient V et W des K-espaces vectoriels. Un produit tensoriel de V
et W est la donnée d'un K-espace vectoriel T et d'une application bilinéaire t: VxW — T
satisfaisant la propriété universelle suivante : si b : VxW — E est une application bilinéaire,
il existe une unique application linéaire b:T — E telle que b = bo t. Cela se traduit parle
fait que le diagramme

VxW—2-E

est commutatif. Une telle paire (T, t) est nécessairement unique, a unique isomorphisme
prés, au sens suivant.

Théoréme 1.1 (Existence et unicité). — Etant donnés des K-espaces vectoriels V et W, il
existe un produit tensoriel (V ®x W, t), unique au sens suivant : tout produit tensoriel (T', t')
deV etW lui est isomorphe, c'est-a-dire qu'il existe un isomorphisme ¢ : VoxW — T’ unique
tel que le diagramme

VxW

K

VeoxW T/
K ®

soit commutatif. On parle ainsi du produit tensoriel deV et W. Lapplication bilinéaire t :
VxW — VegW est notée (v, w) — ve w. Un élément deV @k W du type v ® w est appelé
tenseur décomposable ; les tenseurs décomposables engendrentV ex W.

On notera la plupart du temps V® W au lieu de Vg W.
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Démonstration. — Commencons par 'unicité. On applique la propriété universelle pour
VegW at' :VxW — T, pour déduire I'existence d’une application linéaire ¢ : VogW — T’
unique telle que ¢’ = ¢ o t. La propriété universelle pour T’ fabrique aussi ¢ : T' — T tel
que t = o t'. Appliquant I'unicité dans la propriété universelle a 'application bilinéaire
£:VxW —VegW, ondéduit yod =Idye,w. De maniére analogue, on a ¢poy =Idy.

Reste a construire V og W. Soit KV*W) Je K-espace vectoriel de base (e, 1) (s, w)evxw- Un
élément de KY*W) est donc une somme (finie) Y Ay, wey,w pour des scalaires A, presque
tous nuls. Lapplication VxW — KY*W) donnée par (v, w) — e,,,, W'est pas bilinéaire, mais
elle va le devenir si on compose par la surjection sur un certain quotient KV*W) — S, Pour
trouver S, écrivons les relations dont nous avons besoin : pour v, v’ € V, w, w' e W, \,\’ € K,
les quantités suivantes doivent étres nulles

exvinv,w — Neww—Ney (30)

1
ey w+Nw' — )\ev,w -A eyuw'- (1)

1l est donc naturel de définir S comme le sous-espace vectoriel de KY*W) engendré par
toutes les expressions (30) et (31) et de poser

T:=KYV*W/s.
On définit maintenant ’application bilinéaire ¢ :V x W — T comme la composée
VxW— KVW o, KW s =T,

Elle associe a (v, w) la classe, qu'on note v ® w, de e,,;, dans le quotient T. Puisque KV>*W)
est engendré par les e, ,,, son quotient T est engendré par les éléments de type v ® w,
c’est-a-dire par les tenseurs décomposables.

Pour montrer qu’on a ainsi obtenu le produit tensoriel de V et W, il reste a montrer la
propriété universelle : si on a une application bilinéaire b: V x W — E, on peut définir une
application linéaire g : KY*W) _, E en posant g(e,, ) = b(v, w). Puisque b est bilinéaire,
g s’annule sur le sous-espace S et passe donc au quotient pour donner une application
linéaire b : T — E. Lidentité b = bo t est claire et 'unicité de b provient du fait que T est
engendré par les v ® w; or 'image de v ® w par b est déterminée, puisque ce doit étre
b(v, w). O

Corollaire 1.2. — Soient V, W et E des K-espaces vectoriels. Lespace vectoriel des appli-
cations bilinéaires V x W — E est isomorphe a Hom(V ® W,E). En particulier, l'espace des
formes bilinéaires surV x W est isomorphe a (Vo W)*.

Démonstration. — Lisomorphisme est obtenu en passant d'une application bilinéaire
b:VxW — E a be Hom(V ® W,E) par la propriété universelle. Dans I'autre direction, on
obtient b a partir de b par restriction aux tenseurs décomposables. O

Proposition 1.3 (Fonctorialité). — Si on a des applications linéaires f : V) — Vy et g :
W; — Wy, il existe une et une seule application linéaire f® g : V1 ® W1 — Vo, @ Wy, felle
que (feg)(vew) = f(v)®g(w) pour tous v, w.

Enoutre, (f2® g2) o (f1® &1) = (f20 f1) ® (820 &1)-

Démonstration. — 11 s’agit de compléter le diagramme commutatif
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V1XW1 £>V2XW2

o

VieW,; *f* *g* Vo @ Wo.

1l suffit d’appliquer la propriété universelle a I'application bilinéaire ¢'o (f x g).
La seconde assertion résulte de la propriété d'unicité de la premieére assertion appli-
quéea (fr0 f1) ® (g20g1). Les détails sont laissés au lecteur. O

Propriétés du produit tensoriel 1.4. — SoientU, V et W des K-espaces vectoriels. On a des
isomorphismes canoniques

KeV-—V A®v— Ay,
UaV)eW-—UeW)®(VeW) (u+v)ew—u’w+vew,

UevV-—>VeU U UV— 11U,
Ue(Vew)—(UsV)eW ud(vew)— (u®v)® w.

Attention : la colonne de droite ne définit les isomorphismes que sur les tenseurs dé-
composables, alors que tous les tenseurs ne le sont pas. Mais ces applications sont li-
néaires, donc elles sont uniquement déterminées par leur valeur sur ces tenseurs parti-
culiers.

Démonstration. — Lapplication KxV — V donnée par (A, v) — Av est bilinéaire, doncil y
aune application linéaire induite K&V — V, qui envoie A® v sur Av. Linverse est v — 1®v,
d’ou1 le premier I'isomorphisme.

Pour le deuxieme isomorphisme, montrons la généralisation suivante : soit (V;);e1 une
famille d’espaces vectoriels ; I'application

(@Vi) xW — PV;eW)

i€l i€l
(Tviw) — Yvew
i€l i€l

est bilinéaire. Elle se factorise donc en
(@Vi) x W — (EBV,-) oW -2 DV & W).
i€l i€l i€l
Inversement, les injections canoniques t; : V; — @;¢;V; induisent par la prop. 1.3 des
applications linéaires t; ® Idy : V; @ W — (@ iel Vi) ® W, donc une application linéaire

B s1dw) : PV e W) — (BVi] oW

i€l i€l i€l
qui est un inverse de ¢. On a donc un isomorphisme canonique
(BVi)sw—=Pviow). (32)
iel i€l

Les autres isomorphismes se démontrent de facon similaire. O
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Si (vi)ier est une base de V, on a V = @, Kv; et on déduit de (32) un isomorphisme

VoW =P Kv; @ W).
i€l
Tout élément de V® W s’écrit donc de maniére unique Y ;c; V; ® w;., ol (w;)igl est une
famille presque nulle d’éléments de W.
De méme, si (w;) jej est une base de W, on a W = @ ;¢; Kw; et on déduit de (32) un
isomorphisme
VoW =PV eKw;).
Jjel
Tout élément de V® W s’écrit donc de maniéere unique ). jeJ v}. ® wj, ol (v}) jej est une
famille presque nulle d’éléments de V.
On a aussi un isomorphisme

VeW= P Ku;ew)),
i€l, jeJ
ce qui signifie que (v; ® w;)(;, je1x) est une base de Ve Ww.
En particulier, on a
dim (Ve W) = dim(V) dim(W).

SiVy apour base (v1 ) jer,, V2 a pour base (v2,i) je1,, W1 a pour base (wy, ) e, €t W» a pour
base (wy i) kej, €t qu'on a des applications linéaires f: V] — V; et g : W1 — W, de matrices
respectives A = (a;j) jel,, jer, €t B = (Di1)keg,, 1e7, dans ces bases, alors

(fegijewi )= Y aijbivsi®wa,
i€ly, kel,
de sorte que la matrice de f ® g dans les bases (v1,j ® wy,1)(j,ner, xj; de Vi ® Wy et (v2; ®
W) k) (i, k)el, xJ, de Vo ® W5 est

A®B:=(a;jbri) i kel xJa, (j,Del xJ1 -

Par exemple, si Vq,V,, Wy, W, sont tous de dimension 2 et qu’on choisit sur {1,2} x {1,2}
l'ordre (1,1),(1,2),(2,1),(2,2), la matrice est

ai1bny  anbiz appbiy apb
an d12)®(b11 blz)_(duB dlzB) aiibo1  anby  aiby  anbx

a1 axp) \ba b a1 B axB a2bi1  abiz  axpbin  axnbrp

a2ba1  apbay  axbz  azba

A®B=(

On appelle aussi cette matrice le produit de Kronecker des matrices A et B (on le définit de
facon analogue pour des matrices de taille quelconque). Noter qu'il n’est pas commutatif
(parce que 'ordre sur {1,2} x {1,2} n’est pas invariant par permutation des deux facteurs),
mais que la matrice B ® A est simplement obtenue a partir de A® B en faisant des permu-
tations de lignes et de colonnes.

Exercice 1.5. — Montrer les relations
rg(A®B) =rg(A)rg(B), tr(A®B)=tr(A)tr(B), dét(A®B)= dét(A)b dét(B)*

ol, dans les deux derniéres égalités, A est carrée d’ordre a et B carrée d’ordre b.
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Exemples 1.6. — 1° Lapplication
y:V'eW — Hom(V,W) (33)
avw — (v—a@w)

est linéaire. Elle est injective : en effet, si (w;) jej est une base de W, on a vu que tout élé-
ment de V* ® W s’écrit }_ jcja; ® wj, ol () jej est une famille presque nulle d’éléments
de V*. Si son image est nulle, c’est que Zje] a;j(v)w; = 0 pour tout v € V, ce qui entraine
a;(v) = 0 pour tout j € J, puisque (w;) jj est une base de W. On a donc a; = 0 pour tout
JjeJ.

Lapplication W n’est pas toujours surjective : son image consiste en fait en les applica-
tions linéaires de rang fini. Elle est donc surjective si et seulement si V ou W est de dimen-
sion finie. Concretement, si par exemple V est de dimension finie et que (v;)1<i<n en est
une base, de base duale (vi)lsisn, on a pour 1 € Hom(V, W) la formule

n
vlw=Y vieuw).
i=1
2° Le produit tensoriel K[X] ® K[Y] est isomorphe a K[X, Y], par 'application X ® Y/ —
xiyJi @,
3° On peut définir plus généralement le produit tensoriel de modules sur un anneau
commutatif A. La construction est la méme que sur un corps, mais son comportement
est plus compliqué. Si A = Z, les A-modules sont les groupes abéliens et on a par exemple
7% ®7 7! =7Z¥! mais aussi (Z/nZ) ®7Q =0, (Z/3Z) ®7 (Z/2Z) = 0 et (Z/3Z) ®7 (Z/3Z) = Z/3Z
(pourquoi ?).
4° Extension des scalaires. Si on a un corps L 2 K et que V est un K-espace vectoriel,
puisque L est un K-espace vectoriel, on peut former le K-espace vectoriel

vl =LegV.

On peut donner 4 VL une structure de L-espace vectoriel de la maniére suivante : si ¢ € L,
la multiplication my par £ est un endomorphisme K-linéaire de L, donc on peut définir la
multiplication par ¢ sur VI comme I'endomorphisme my ® 1. Les propriétés de L-espace
vectoriel sont faciles a vérifier. On dit que VI est obtenu a partir de V par extension des
scalaires de K 2 L. On a dimy, (VL) = dimg (V) : si (v;) je1 est une K-base de V, alors (1® v;) jer
est une L-base de VL.

Un endomorphisme u € Endg (V) s’étend en ul = Idy ® u € Endy,(VY). Si u a comme ma-
trice A dans une K-base (v;) de V, alors u! a la méme matrice A dans la L-base (1 ® v;) de
VL,

Par exemple, si K = R et L = C, alors V¢ = C®g V est la complexification de I'espace
vectoriel réel V.

Exercice 1.7. — Soient V et W des espaces vectoriels de dimension finie.

a) Quelle est 'image de I'ensemble des tenseurs décomposables par I'application (33) de I'ex.
1.6?

b) On sait que tout élément de VoW peut s’écrire comme somme de tenseurs décomposables.
Quel est le nombre maximal de tenseurs décomposables dont on a besoin ?

1. Mais attention : K(X) ® K(Y) n’est pas isomorphe a K(X,Y) (pourquoi?)!
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Exercice 1.8. — Soit fi (resp. f») une forme quadratique sur un K-espace vectoriel Vy (resp.
V>) de dimension finie .
a) Montrer qu'’il existe une unique forme quadratique f ® f> sur V; ® Vo qui vérifie

Vo, eV (fie )1 ®v) = fi(v) f2(vo).

b) Montrer que si f et f> sont non dégénérées, il en est de méme de f] ® fo.
¢) Avec les notations de § I1.4.2, montrer que

(()(1,...,0(m>®<ﬁ1,...,f)n>Z(QiﬁjJSiSm,lSan).

d) Si (Va, f2) est somme de plans hyperboliques, montrer qu’il en est de méme pour (V1 ®

Vo, fi@ f2).
e) En déduire que le produit tensoriel des formes quadratiques définit une structure d’anneau
sur le groupe de Witt W(K) (§ 11.6).

Exercice 1.9. — a) Rappeler la structure de R-algebre de C®g C.

b) Montrer qu’il y a deux structures de C-algebre non isomorphes sur C ®g C.

¢) Montrer que les C-algebres .#5(C) et H®g C sont isomorphes (H est le corps des quater-
nions, cf. §11.11).

d) Montrer que les R-algébres H®g H et .#4 (R) sont isomorphes.

2. Algebre tensorielle

2.1. Applications d-linéaires. — Soient Vy,...,V,,E des K-espaces vectoriels. Une appli-
cation d-linéaireV) x --- xV; — E est une application qui est linéaire par rapport a chacun
des facteurs V;. On peut construire comme dans le th. 1.1 un K-espace vectoriel V; ®---®V
et une application d-linéaire universelle

Vix--xVg—-=V;®---0V,.

L'espace vectoriel Mult?(V; x---x V4,E) des applications d-linéaires de V; x --- x V; vers E
est alors isomorphe a I'espace vectoriel Hom(V; ® --- ® Vg, E).

On a vu dans la section précédente (prop. 1.4) que (V; ® V) ® V3 et V] ® (V, ® V3) sont
canoniquement isomorphes. On vérifie facilement qu'’ils le sont aussi a Vi ® V, ® V3.

De la méme maniere que pour le produit tensoriel, si on a des applications linéaires
fi : Vi = W;, on obtient une application linéaire unique

fi®-®f;:Vi®- -0V —W;®---@W,
qui vérifie sur les tenseurs décomposables la relation

(hieefavie---evg)=filv))®--& fa(va).

Remarque 2.1. — Soient Vy,...,V; des espaces vectoriels de dimension finie. Tout élé-
ment de V; ® --- ® V4 peut donc s’écrire comme somme de tenseurs décomposables. On
peut se poser la question de savoir le nombre maximal de tenseurs décomposables dont
on abesoin. Lorsque d = 2, c’est'objet de I’exerc. 1.7. En général, on ne connait la réponse
a cette importante question que dans certains cas.
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2.2. Algebres graduées. — Rappelons qu'une K-algebre est un K-espace vectoriel A muni
d’un produit A x A — A qui est une application bilinéaire et qui fait de A un anneau. Elle
est donc associative, mais pas nécessairement commutative. Toutes les algebres que nous
considérerons seront munies d'une unité, c’est-a-dire d'un élément 1 telque a-1=1-a=a
pour tout a€ A.Onal=0sietseulementsiA=0.

Lalgebre A est graduée si elle est munie d'une décomposition

A=EPAs

deN

en somme directe d’espaces vectoriels telle que
Vd,eeN Ag-ArSAgqe.

Si Aauneunité,onale€Ay.

Par exemple, I'algébre K[X] des polynomes a une indéterminée est graduée par K[X] =
@KX4. Lalgebre (commutative) A = K[X),...,X,] des polynomes 2 plusieurs indéterminés
est également graduée si on définit A; comme le sous-espace vectoriel des polynémes
nuls ou homogenes de degré total d, donc engendré par les Xil XU pouriy+---+i, =d.

Un élément non nul x € A est dit homogene s’il existe d tel que x € A;; on dit alors que
x est de degré d.

Un morphisme d’algebres graduées est un morphisme d’algebres f : A — B qui préserve
la graduation : f(A;) < B, pour tout d € N.

2.3. Algebre tensorielle. — On définit les puissances tensorielles d un K-espace vectoriel
VparT'V=Ket, pourd =1,

TWV:=Ve -V =V®,
——
d fois

On peut voir aussi (canoniquement et par définition) le dual de T*V comme I'espace vec-
toriel Mult? (V4 K) des formes d-linéaires sur V.
L algebre tensorielle de V est définie par
TV = @ TV. (34)

neN

Pour en faire une algebre, nous devons définir un produit sur TV. C’est
TIWVxTV — T4y
(N® - QUg, W1 ® - ®Wp) —— V1 ® - QUgO@W® ® We,.

Compte tenu des propriétés du produit tensoriel vues plus haut, ce produit est bien défini;
il est associatif et fait de TV une algébre, munie de I'unité 1 € K = TOV. Cette algebre n’est
pas commutative des que dim(V) =2 :on a v; ® v» # vy ® v des que v; et v, ne sont pas
proportionnels.

La décomposition (34) en fait une algebre graduée. Noter la présence d'une injection
canonique 1 : V — TV puisque T'V s’identifie a V.

SiV a pour base (e;)e1, alors TV a pour base les e;, ® ---® e;, pourd e Net iy,...,ig € L
Méme si I'espace vectoriel V est de dimension finie, 'espace vectoriel TV est toujours de
dimension infinie des que V # 0.
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Proposition 2.2 (Propriété universelle). — Lalgebre tensorielle TV satisfait la propriété
universelle suivante : si f : V. — A est une application linéaire vers une algebre avec unité
A, il existe un morphisme d'algébres f : TV — A unique tel que f = f o\, c'est-a-dire que le
diagramme

V——A

est commutatif.

Démonstration. — Comme I'application
vl — A

1,..,vg) — flv)fvg)
est d-linéaire, la propriété universelle de T?V permet de définir I'application linéaire f :
TV — A. Reste 2 montrer que c’est bien un morphisme d’algebres. 11 suffit de le vérifier
sur les tenseurs décomposables, qui engendrent TV ; or on a

flwneev)ew e 8wy =f) - fwa)f(w): fwe)
=feov)fw e ew),

ce qui montre ce qu’on veut. O

Comme dans tous les cas précédents, la propriété universelle implique la fonctorialité
de la construction : si on a une application linéaire f : V — W, il y a un morphisme d’al-
gebres T f: TV — TW, unique, tel que le diagramme

V#W

Tf

TV —TW

soit commutatif. Le morphisme T f n'est autre que @Tf, ot T f = f®? est f®---® f,
—

d fois
défini plus haut. En outre, on a la propriété

T(fog)=TfoTg.

2.4. Tenseurs covariants et contravariants. — Ce paragraphe tente d’expliquer le lan-
guage et les notations utilisés en physique (et parfois aussi en géométrie différentielle).
Soit V un espace vectoriel et soit V* son espace vectoriel dual, c’est-a-dire Hom(V,K). Les
«tenseurs » considérés par les physiciens sont en général des éléments d'un produit ten-
soriel

Vi®---eV'eVe---®@V=T V" @TV.

—_——r —o—

p fois q fois
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Un tel tenseur T est dit « p fois covariant et g fois contravariant ». Si on choisit une base
(e1,...,en) de'V, de base duale (e, ..., e") de V*, on écrit

— Nelg 1 o & aip R Qe
T= Z . le...j,,e ®---®e” e, 0 -8e
yeenrlgr 10 ]p

(la famille des /! ® --- ® e/r ® ej, ® - ®e;, estune base de TPV* ® T?V). En physique, on
utilise la convention de sommation d’Einstein et on écrit simplement

iy i ;
T=T,"7e'®---0erwe;, o -ce;
J1--Jp q

. . e . i
(il est entendu qu’on somme sur les indices répétés en haut et en bas). On dit que les Tji j“
wedip
sont les coordonnées du tenseur T.
Soit v = v'e; un élément de V. Dans une autre base (e, ..., €},), définie par la matrice de

passage P = (Pj.) ete) = P;e,-, onav= v’je}, avec
v= v”e} = V’JP;ei,
douvi = Pj. v'l, ou encore
V=@ hiv.
On dit que les coordonnées de v se transforment en sens inverse des vecteurs de base (d’ot
la terminologie « contravariant »). Inversement, pour une forme linéaire a = aje/ = oje",
ona
I _ o JoN_pla.

o; =ale;) = (x(Pi ej) = Pl. aj.

Les composantes de a se transforment donc dans le méme sens que les vecteurs de base
R . . . . i . .
(d’ot1 la terminologie « covariant »). Pour un tenseur général T = (le j”’) qui est p fois
wedp

covariant et g fois contravariant, on vérifie que ses coordonnées dans la base (ej,...,€/)
sont

ifod
!

/ 0 _ p-1yi1 ~1ylgpi Jppileig
(T )jl...j,’g =@ ) (® )iqu{ '"Pj,;Th...jp'
Tout cela a en général lieu en présence d'une « métrique », c’est-a-dire d'une forme bili-
néaire B non dégénérée sur V (produit scalaire ou forme de Lorentz; cf. exerc. I11.11.6).

On appelle B le tenseur métrique (par le cor. 1.2, on peut voir B comme un élément de
(VeV)* =V*eV*, donc comme un tenseur 2 fois covariant) et on le note par sa matrice
gij = B(e;, ej) dans la base (ey,...,e,) de V. Comme la forme B est non dégénérée, elle
induit un isomorphisme B: V= V* (prop. I1.3.2) qui identifie les vecteurs (contravariants)

aux formes linéaires (covariantes). En coordonnées, on a B(e i)(e;) =Blej,e;) = gji, d'out
B(v/ej) =v/gj;e'.

On passe donc des coordonnées contravariantes (v/) aux coordonnées covariantes (vy)
parlaformule v; = v/ g ji- On peut faire le méme genre de manipulations avec les tenseurs.
Lexercice est laissé au lecteur.

Lisomorphisme B permet aussi de transporter la métrique B en une métrique B* sur
V*. On vérifie que la matrice g'/ := B*(e’,e/) de B* dans la base duale (e',...,e%) de V*
est la matrice inverse de la matrice (g;;), c'est-a-dire g;; glk = 65? . Ce «tenseur métrique
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dual » permet de passer des coordonnées covariantes aux coordonnées contravariantes
par la formule v/ = v;g"/. Finalement, le produit scalaire s’écrit

B(u,v) = uivi = uivi :gijuivj :gijuivj.

3. Algebre extérieure

On a introduit dans la section précédente I'algebre tensorielle TV = @T?V, oi1 T4V
est canoniquement le dual de Mult? (Vd, K) (les formes d-linéaires sur V). Dans cette sec-
tion, nous faisons une construction analogue pour I'espace vectoriel Alt? (V) des formes
d-linéaires alternées sur V, c’est-a-dire satisfaisant a(vy,..., v4) = 0 dés qu’au moins deux
des vecteurs vy, ..., Vg sont égaux.

Lalgebre extérieure AV, avec une inclusion t : V. — AV, sera la solution du probleme
universel pour les applications linéaires f : V. — A de V vers une algébre avec unité A,
satisfaisant 'identité

fw?=o. (35)
Compte tenu de la propriété universelle de I'algébre TV, 'injection t doit se factoriser via
TV; en méme temps, comme dans les cas précédents, AV sera engendrée par les images
des tenseurs décomposables. Il est donc 1égitime de chercher AV comme quotient de TV,
sous la forme ?
AV:=TV/IL

11 faut mettre dans I'idéal I tout ce dont on a besoin pour factoriser les applications
satisfaisant (35). Les éléments de la forme v ® v, pour v € V sont de ce type, puisqu’ils sont
envoyés sur 0. Il est alors naturel de définir I < TV comme I'idéal bilatere engendré par les
éléments de type v ® v, pour v €V, c’est-a-dire 'ensemble des sommes finies d’éléments
de TV du type

a®veveb,

pour veVeta,beTV,etl'algebre extérieure par
AV =TV/L
La composition V— TV — TV/I fournit I'application 1 : V— AV.
Proposition 3.1. — Lalgebre extérieure satisfait la propriété universelle suivante : si f :
V — A est une application linéaire vers une algebre avec umte, telle que f(v)?> = 0 pour

tout v, alors f se factorise de maniere unique en f = f oL, ol f AV — A est un morphisme
d’algebres :

V——A

2. Comme pour les anneaux, on peut définir le quotient d'une algebre A par un idéal bilatere I, c’est-a-dire un
sous-espace vectoriel I € A satisfaisant Al = I et IA < I. On forme alors le quotient comme espace vectoriel A/I et
les propriétés Al =1 et IA € A sont exactement ce qu’il faut pour que la multiplication passe au quotient.



3. ALGEBRE EXTERIEURE 109

Démonstration. — Par la propriété universelle de TV (prop. 2.2), on a une factorisation
de f par une application linéaire g : TV — A. Puisque g(v ® v) = f(v)? = 0, I'application
g s’annule sur I'idéal I donc g passe au quotient pour fournir un morphisme d’algebres
f : AV =TV/I — A. 1l est manifestement unique puisque AV est engendré par les tenseurs
décomposables. La démonstration se résume ainsi par le diagramme

V——A

PLEN
7 1
s !
s
’ g 1
7 !

O

Comme conséquence de la prop. 3.1 ou du méme énoncé pour le produit tensoriel, on
obtient le résultat suivant.

Proposition 3.2. — Si f : V — W est une application linéaire, elle induit un morphisme
d'algebres \f : \V — AW tel querwo f = Nfoty. Enoutre, N(fog) = NfoAg.

Décrivons maintenant de maniere plus concrete I'algebre AV. Pour cela, remarquons
que I est un idéal homogene de TV, c’est-a-dire qu'on a

I=@Puntiv).
d

En effet, un élément de I est une somme finie d’éléments de type a® v®v®b, pour a,b € TV
et v € V. En écrivant a et b comme somme d’éléments homogenes, on voit que chaque
a® v®ve® b est somme d’éléments homogenes qui sont dans 1@,

Il en résulte que le quotient AV = TV/I est encore une algébre graduée :

AV =@, T[TV =By NV,

oit A4V est appelée la puissance extérieure d-ieme de V.

Puisque I'idéal I est engendré par les éléments v ® v, il ne rencontre T°V et T'V = V

qu’en 0, donc
NV=K, AV=V
etle morphisme t: V — AV est une injection.

Le produit dans AV est appelé produit extérieur et noté A. Le K-espace vectoriel AV
est engendré parles vy A---Avg pour d e Net vy,...,vg € V. Le fait que 'algebre AV soit
graduée s’écrit

/\dV/\/\eVE/\d+e\7.

3. Plus généralement, un idéal d’'une algebre graduée qui est engendré par des éléments homogenes (comme
c’est le cas pour I) est homogene.
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Si f:V — W est une application linéaire, il s’ensuit qu'on a
N =@aN'f, avec N f: NV — NW.
Proposition 3.3. — Lapplication d-linéaire
vi — Ay
(v1,...,0q) — UVIA---AVg
est alternée. En particulier, elle est antisymétrique : pour toutc € Sy et vy,...,Vg€V,0na
Vo) N+ N VUga) = €0V A=+ A Vg. (36)

Démonstration. — Par définition de I et de AV, 'expression v A --- A v est nulle dés que
deux consécutifs des vecteurs vy, ..., vg sont égaux. De vAv = wAw = (v+w)A(v+w) =0,
on déduit I'identité w A v = —v A w. Cela entraine que la relation (36) est vérifiée lorsque
o est une des transpositions (12), (23),..., ((d — 1) d). Or, si cette relation est vérifiée pour
des permutations o et T et tous vy,...,Vg €V, ona

Vg A" AVig@) = EMVga)y A A Vg
e(Me(@vy A=Ay,

c’est-a-dire qu’elle est vérifiée pour le produit To. Comme les transpositions (12), (23),...,
((d-1) d) engendrent G, (ex.1.1.8.2°), cela démontre (36).

Si deux des vecteurs vy, ..., V4 sont égaux, on se rameéne par une permutation adéquate
au cas ou ils sont consécutifs, d’ou on déduit (en utilisant (36)) vy A--- A vg = 0; 'applica-
tion (vy,...,v4) — v1 A--- A vg est donc bien alternée. O

Proposition 3.4. — Lalgebre graduée \V est anticommutative, c'est-a-dire que si a € N*V
etPe NV, onaPra=(-1)%anp.

Démonstration. — 1l suffit de le montrer lorsque a et 3 sont des produits extérieurs d’élé-
ments de V. Cela se déduit de I'identité wAv=-v A w. O

Proposition 3.5 (Propriétés de ANV, — 1° Lapplication d-linéaire alternée
vl — Aty
(l/l,...,l/d) — UV A---AVg

satisfait la propriété universelle suivante : si on a une application d-linéaire alternée a :
V4 = E, il existe une unique application linéaire a: N*V — E telle que le diagramme

vd _* L E

2
’
7
7
/oA
, a
v

NV

soit commutatif. En particulier, Alt? (V) = (AW,
2°Si (ey,...,en) est une base deV, alors (ej; A+ A e;,)1<i)<--<iy<n €St une base de NV,
En particulier, on a ANV =0 pourd > n, et

dim(A*V) = ().
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3°SiV est de dimension finie n et 0 < d < n, la forme bilinéaire
NV NIy — AW =K
(a,p) — anp
est non dégénérée. En particulier, on a un isomorphisme non canonique®
(NW)* = N
4° Il existe une application bilinéaire
NV NV — K
(A AOg, V1A Avg) —  dét(a; (Vj)1<i,j<d

et elle est non dégénérée. SiV est de dimension finie, on en déduit un isomorphisme cano-
nique
AN (V) = (ATV).
5°SiV est de dimension finie n, on adim(N*V) = 1 par le point 2°. Si u € End(V), l'endo-
morphisme N*u de N'V est donc la multiplication par un scalaire, qui est dét(u).

Le point 4° est utile notamment en géométrie différentielle : les applications de R” dans
p g pp
N (R™* sont en effet les d-formes différentielles sur R”.

Démonstration. — 1°Par la propriété universelle de T?V, 'application d-linéaire a se fac-
torise en a = goi, ol g € Hom(T4V, E) et i est 'application d-linéaire canonique V¢ — T4V,
Mais, parce que a est alternée, g s’annule sur InT%V, donc se factorise a travers le quotient
N4V en une application linéaire 4 € Hom(A?V, E). Lunicité de @ provient du fait que A’V
est engendré par les vy A - A vy

2° et 3° Par (36), les (ej; A+ A ej,)1<ii<<iy<n €Dngendrent NV et il reste 2 voir qu’ils
sont linéairement indépendants. C’est le cas lorsque d = n : il existe en effet une forme
n-linéaire alternée non nulle, a savoir le déterminant (dans une base donnée), donc NV
n’est pas nul. Comme il est engendré par e; A --- A ey, il est de dimension 1 et ce vecteur
n’est pas nul.

Fixons 1 < jj <+ < ju_gq < n; le seul cas ol le produit extérieur de e; A--- A e;, avec
ej A---Aej, ,estnonnul estlorsque {jy,..., j,—q} estle complémentaire de {iy,..., iz} dans
{1,...,n}. On en déduit que les (e; A--- A e;,)1<i; <--<iy<n SONt linéairement indépendants,
ce qui montre le point 2°, ainsi que le point 3°.

4° Compte tenu des propriétés d’antisymétrie du déterminant, la formule proposée est
alternée en les a; et en les v; et fournit donc bien une application bilinéaire b : /\d (V*) x
ANV = K. Si (e;) est une base de V et (¢’) la base duale, et quel<ij<---<ig<net
1<ji<--<jg<n, onab(e" /\‘-'/\e"d,ej1 A--+Aej,) =1 ou0 suivant que iy = ji pour
tout k ou non. Ainsi la forme b est non dégénérée et on obtient une dualité dans laquelle
(e A-+-Aeld) < <..ciy<n estlabase duale de (e;, A+ A e;,)1<iy<-<ij<n-

50naNulerA---Aey)=uler) A---Auley) = upne) A+ A(E; uine;) = dét(u)e; A
.-+ A ey, apres développement. O

4. Tldépend du choix d’un isomorphisme A'V = K. Lisomorphisme N*Ve® (A V)* = N*~4V est lui canonique
(espace vectoriel N*V est de dimension 1, mais n’est pas canoniquement isomorphe a K).



112 CHAPITRE III. ALGEBRE TENSORIELLE

Remarque 3.6 (Produit vectoriel). — Vous avez peut-étre déja rencontré le produit vec-
toriel de deux vecteurs dans I'espace vectoriel euclidien orienté R3, ou plus généralement
le produit vectoriel de n—1 vecteurs dans I’espace vectoriel euclidien orienté V =R, qu’on
note v; A--- A v,—1 en France, mais vy x --- x v,_1 dans le monde anglo-saxon; adoptons
cette derniere notation pour faire la différence avec le produit extérieur. Ce vecteur est
défini par la propriété

YveVv (V1 x - X vy_1,v) =dét(vy,...,Vn_1, 1),

le déterminant étant pris dans une base orthonormale directe (il ne dépend alors pas du
choix de cette base).

D’autre part, le produit extérieur des n vecteurs d'une telle base fournissent un géné-
rateur canonique de A"V donc, par prop. 3.5.4° (et surtout la note 4), un isomorphisme
canonique A~V = V*. Si on le compose avec I'isomorphisme V* =V donné par le pro-
duit scalaire, on peut voir 'élément v; A - A vy,—; de N1V comme un élément de V. Le
lecteur vérifiera que ce n’'est autre que le produit vectoriel vy x --- x v,,_;.

Exemple 3.7 (Grassmanniennes). — Soit V un espace vectoriel de dimension n. Pour
tout sous-espace vectoriel W < V de dimension d, la droite vectorielle NW est un
sous-espace vectoriel de AV engendré par un tenseur décomposable. On peut donc
la considérer comme un point de l'espace projectif P(A%V). Inversement, tout point de
P(A?V) qui correspond 2 une droite engendrée par un tenseur décomposable (non nul)
V1 A -+ A vg définit un sous-espace vectoriel W <V de dimension d, a savoir (vy, ..., vg).

On a ainsi identifié I’ensemble des sous-espaces vectoriels de V de dimension fixée d a
un sous-ensemble (dit « grassmannienne ») de I’espace projectif P(A\?V); onle note G(d,V)
(lorsque d =1, ce n’est autre que I'espace projectif P(V) ).

Lorsque K =R, c’est une variété différentiable de dimension d(n — d).

Exercice 3.8. — a) Montrer que dans P(/2K%), la grassmannienne G(2, K*) est la quadrique
projective définie par I'« équation» w A w = 0.

b) Montrer que toute grassmannienne G(d,V) < P(A%V) est intersection de quadriques pro-
jectives.

Exercice 3.9. — Soit K un corps et soit V un K-espace vectoriel de dimension n. On a défini
(prop. 3.2) un morphisme de groupes

$GL:GLV) —  GL(/RV)
u — /\2 u.

a) Déterminer le noyau de ¢y, (Indication : on pourra distinguer le cas n = 2).
b) Soit # = (e1,...,ex) une base de V. Soit a € K et soit u 'endomorphisme de V défini par
u(e;) = e; + ady;ez, pour tout i € {1,..., n}. Calculer dét (A% u).
¢) Exprimer dét(/¢ u) en fonction de dét(u) (Indication : on pourra commencer par le cas
dét(u) =1).
d) Pour tout entier d = 0, exprimer dét(/\d u) en fonction de dét(u).

3.1. Tenseurs antisymétriques. — Supposons car(K) = 0. Dans ce cas, on peut réaliser
N4V comme sous-espace vectoriel de T?V de la maniére suivante. Chaque o € &4 induit
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un endomorphisme K-linéaire 6 de T?V défini sur les tenseurs décomposables par
G(V1®--®Vg)=V51)® - ® Vs (d)-

Un tenseur ¢ € TV est dit antisymétrique si 6(t) = €(0) ¢t pour toute permutation o € G.
On notera a?V < TV le sous-espace vectoriel des tenseurs antisymétriques.
Considérons I'application linéaire d’ antisymétrisation

p:T%v — Ty
Y e(0)6(2).

UEGd

t —

d!
On a par exemple p(v; ® v,) = %(vl ® U — U2 ®U]).

Proposition 3.10. — Lapplication linéaire p est un projecteur (p* = p), de noyauln TV
et d’'image a®V. Elle induit donc un isomorphisme a®V = N2V,

On prendra garde que @, a®V n'est pas une sous-algebre de TV : le produit

(N ®V—12®11)Q (W ® Wy — Wy ® W)
= NOAWIOUW2—V1®UAUW2QW— 12V QW1 QW2+ 1281 W2® W)

de deux éléments de a®V n’est en général pas dans a*V. On ne peut donc pas décrire la
structure d’algebre de AV ainsi.

Démonstration. — Pour tout 1€ G4, 0ona
1 1
paM)=— Y e@&in=— Y et Ha'®=e@p®), (37)
d! 0eSy ‘0'eGy

et de la méme facon

1 1
Wpm) == Y e@icn=— Y e 016’ =e@mp),
d! eSSy d! 0'eSy

de sorte que
1 - _1 2
p(p(n) = 7 e(MT(p) == § e(M)p(r) = p(o).

|
*1e6y d! €Sy

Limage de p est donc contenue dans a?V.

SiteatV,onap(t) = % Yoes, €(0)e(0)t = 1. Donc p est I'identité sur aVetp?>=p:
c’est un projecteur d’image a?V.

Montrons maintenant que InT4V est contenu dans le noyau de p. Lespace vectoriel In
T4V est engendré parles f = v1®---®vg4, 0u v; = v+ pouruni € {1,...,d—1}. Prenons pour
T la transposition (i i +1). On a alors T(¢) = ¢, donc, par (37), p(¢) = p(7(#)) = () p(¥) =
—p(#). Comme on est en caractéristique nulle, on a bien p(t) = 0.
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Lapplication p se factorise ainsi en une application linéaire surjective p : ATV — a“V.
Si i est la surjection canonique TV — NV, on a

Mop(V1A---AVg) = Tnop(V1®---QUy)

1
= ﬂ(a Z 8(()')1/0(1)@"'@1}0(4))
0eSy
1
= E €(0) V1) A+ A Ug(a)
*0eGy

1
= Z €02V A Ay
*0eSy

= VIA---AVg.

Onadonc o p=1Id,ay. Donc p estinjective etIn TV =ker(p). O

4. Pfaffien

Soit A = (a;j) une matrice 2n x 2n alternée a coefficients dans un corps K de caracté-
ristique quelconque ®. Soit (e, ...,es,,) la base canonique de 1'espace vectoriel K. On
pose

pA):= Z aijej \e;j E/\2K2n.
1<i<j<2n
Alors p(A)" € 2" K?" ; on définit le pfaffien de A par la formule :
p(A)" = n!Pf(A)e; A+ A eap. (38)

A priori, cette formule ne définit Pf(A) que si car(K) = 0. Néanmoins, en développant p(A)”,
on s’apercoit que, pour car(K) = 0, le pfaffien Pf(A) est un polynéme en les coefficients de
la matrice A, indépendant de K, a coefficients entiers :

PfEZ[aij]. 39)

Pour un corps K quelconque, on utilise le morphisme d’anneaux canonique ¢ : Z — K pour
définir a partir de (39) le pfaffien Pf € K[a;].

Exemple 4.1. — Considérons la matrice
0 M
- 0
A= . (40)
0 An
Ay, O

Alors p(A) = X1 | Ajezi—1 Aez; et PR(A) = A1--- Ay,

5. Celasignifie aj; = —a;j pour tous i, j ; en caractéristique 2, il faut ajouter la condition a;; = 0.
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Exemple 4.2. — Considérons la matrice alternée
0 a2 a1z A
-a 0 a a
A= 12 23 24

—m3 —ap3 0  az|
—ayy —apy —az O

Alors
p(A)2 = (appeiNex+ajze; ANes+apel Neg+ aszex Nes+ dsaer N eg+ dsges N e4)2
= 2(a12a34 — A13a24 + A14a23)e1 Nea Ne3 N ey

donc Pf(A) = aipaz4 — a3 a4 + a14azs.

Exercice 4.3. — Montrer la formule suivante, pour toute matrice A = (a;) alternée d’ordre
2n:
Pf(A) = 21l Y. €@ ag),6@ Ao@n-1),0@2n)
n 0eSay

) €(0)ag(1),6(2) Ao (2n-1),62n)-
0e€Sy,, 0(l)<o(3)<-<o(2n-1)
o(1)<a(2),...,02n-1)<o(2n)

Lemme 4.4. — Sicar(K) # 2, pour toute matrice antisymétrique A et tout P € M, (K), on a
p(PA’P) = (\2P)(p(A)) dans N K>".

Démonstration. — Par calcul direct: siP = (p;;) et A = (agp), onaPA'P = (¥, PikAkIPjDi,
et

1
p(PA'P) = ) Zpikaklpjlei nej= > > bikaripjiei Nej
i<jk,l i j, k1
1
= ) aPlex) AP(e)) = ) axiPlex) AP(e)
251 k<l
= (NP)pA).
O
Lemme 4.5. — Pour toutP € Ms,,(K), on a l'identité Pf(PA'P) = dét(P) Pf(A).
Démonstration. — 11 s’agit d’'une identité entre polyndmes a coefficients entiers en les

coefficients de A et P, qu’il suffit de tester pour K = Q. Mettant 1'égalité du lemme 4.4 ala
puissance extérieure n-ieme, on obtient
nPE(PA'P)e; A+ Aean = ((RP)(pA))" = ((AP)(p(A))"
(AP)(p(A)™) = (N"P)(p(A)")
dét(P) n! Pf(A) e1N---Néyy,

ol la troisieme égalité utilise que AP est un morphisme d’algebres. O

Théoréme 4.6. — On a l'identité Pf(A)? = dét(A).
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Démonstration. — De nouveau, il s’agit d’'une identité entre polynémes a coefficients en-
tiers en les coefficients de A, donc il suffit de la tester pour K = Q. Le théoréme est vrai sur
les matrices de type (40), puisque le pfaffien est []; A; et le déterminant []; )\?. Or, par la
théorie des formes alternées (sur un corps de caractéristique # 2; cf. §4.4), toute matrice
antisymétrique s’écrit sous la forme PA’P, ol1 P est inversible et A de la forme (40), avec
Ai = 1 ou 0 (il suffit de décomposer K>" = ker(A) & E et de choisir une base hyperbolique
de E). Le théoreme découle alors du lemme 4.5. O

Exercice 4.7. — Vérifier directement avec I'exerc. 4.2 la conclusion du théoréme pour les ma-
trices alternées d’ordre 4.

Comme conséquence, on obtient une seconde démonstration (valable aussi en carac-
téristique 2!) du fait que les transformations symplectiques sont de déterminant 1.

Corollaire 4.8. — Pour tout corps K, on a l'inclusion Sp,,,(K) < SLy, (K).

Démonstration. — On a
Spon(K) = {P € GL2, (K) | P2, P =21},

ol Jz, est la matrice alternée définie en (21). Par le lemme 4.5, un élément P de Sp,,,(K)
satisfait dét(*P) Pf(J,,) = Pf(J,), ce qui implique dét(P) = 1 puisque J»,, est inversible. O

Exercice 4.9. — Soit Kun corps; on pose V:= K%, muni de la base canonique (e, ez, €3, e4).
a) Lespace vectoriel AV est de dimension 1, donc isomorphe 2 K en envoyant le générateur
e1 A ez Ae3 Aey sur 1. Montrer que le produit

NV x RV - NVESK

provenant de la structure d’algebre extérieure est une forme bilinéaire symétrique non dégé-
nérée sur A2V. On note f la forme quadratique associée.

b) Soit W’ I'espace vectoriel des matrices alternées d’ordre 4 a coefficients dans K. Montrer
que le pfaffien définit une forme quadratique f’ non dégénérée sur W’.

c) Le groupe GL4(K) agit

— d’une part sur 'espace vectoriel W := NV parP-(v1 Av2) =Pvy APvy;

- d’autre part sur 'espace vectoriel W par P-M =PMP.

Montrer qu'il existe un isomorphisme ¢ : W= W' tel que

YweWw  fl(pw) = f(w) (¢ est une isométrie) ;
VPeGL4(K) ¢P-w)=P -dp(w) (¢ est un morphisme de représentations (cf. § IV.1.1)).

d) Montrer que la premiére de ces actions définit un morphisme de groupes v : GL4(K) —
O(W, f), qui induit un morphisme injectif y : SLy (K)/{£I4} — SOW, f) (cf. exerc. 3.9).

e) Montrer que I'image de y est contenue dans le groupe O’ (W, f) défini dans le § I1.8.5, puis
que ni Yy, ni ¥ ne sont surjectifs si K n'est pas quadratiquement clos (K*? #K*) (Indication :
on pourra utiliser le th. 11.2.6).

On peut monirer que \y induit en fait un isomorphisme SLy (K)/{£14} = SO'(W, f).

Exercice 4.10. — Le but de cet exercice est d’expliquer pourquoi le groupe Spin’3 3(R) men-
tionné dans la rem. 11.11.4 est isomorphe a SL4(R) et pourquoi Sping ,(R) est isomorphe a
Sp4(R). On se place dans la situation de I'exercice précédent, dont on garde les notations,
avecK=R.
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a) Déterminer la signature de la forme quadratique f’ sur W’ et en déduire que I'image de
v : SLs(R)/{£I4} — SOW, f) est contenue dans le groupe SO% 3(R) défini dans I'ex. 11.8.12.2°
(c’est un cas particulier de I'exerc. 4.9.e)).
On peut montrer que \y induit en fait un isomorphisme SL4(R)/{+14} 380’3’3(R), donc que
SL4(R) est bien le groupe Spinj 5(R).

(0 I
b) On pose J := (_12 0
tique f’. Quelle est la signature de la restriction de la forme quadratique f' a H?
f) Montrer que le groupe W (Sp,4 (R)) est contenu dans SO'2 3 (R).

) et on note H < W’ 'hyperplan orthogonal 4 ] pour la forme quadra-

De nouveau, on peut montrer que \ induit en fait un isomorphisme Sp,(R)/ {14} = SO’2 3R,
donc que Spy (R) est bien le groupe Spin’,  (R) = Spinj, , (R).

Exercice 4.11. — Le but de cet exercice est d’expliquer pourquoi le groupe Sping(R) men-
tionné dans larem. I1.11.4 estisomorphe a SU4(C). On se place dans la situation de I’exerc. 4.9,
dont on garde les notations, avec K = C. On a donc un morphisme injectif \ : SL4(C)/{+14} —
S06(C).

On note (-,-) la forme sesquilinéaire hermitienne définie positive standard sur V = C*,
a) Montrer que la formule

B(v1 A v, w1 A wp) :=(v1, wi){v2, w2) — (v1, w2){ve, w1)
définit une forme sesquilinéaire hermitienne définie positive sur W = A2C4.
b) Montrer que le groupe y(SU4(C)) est contenu dans le groupe d’isométries U (W, B) = Ug (C).

Le morphisme ¢ induit donc un morphisme injectif ¢ : SU4(C)/ {14} — Ug(C)NSOg(C) dont on
peut montrer qu'il est surjectif. D'autre part, on peut aussi montrer que le groupe Ug(C)NSOg (C)
est isomorphe a SOg (R). Donc SU4(C) est bien le groupe Sping (R).

5. Algebre symétrique

On sera ici trés bref car la construction est entierement parallele a celle de 1'algebre
extérieure. Le probleme universel a résoudre ici est celui pour les morphismes V — A ol
A est une algébre commutative avec unité. L'algébre solution de ce probleme est I'algebre
symétrique SV, obtenue comme le quotient

SV:=TV/],

ol J est I'idéal de TV dans lequel on a mis exactement ce qu’il faut pour que le quotient
soit commutatif. Donc J est 'idéal engendré par les éléments du type

VO W— WS .
Lidéal J est a nouveau homogene, donc se décompose en] =@, (0N TV), eton a
sv=@pstv, sv=T/gnTV).

En particulier, SV = K et S'V = V, d’ol1 I'injection canonique V — SV. Le produit dans
I'algebre symétrique est noté sans signe particulier : par exemple vy v2 = V2 v5.

Une application linéaire f : V — W donne une application linéaire S f : SV — SW, avec
Sf=@,S%f.On abien sir la propriété S(fog) =SfoSg.

Les propriétés de S?V sont les suivantes.
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Lapplication d-linéaire
vl — sdy
(v,...,vg) — V1 Ug

est symétrique © et elle est universelle pour cette propriété; en particulier (S%V)*
est I'espace vectoriel des formes d-linéaires symétriques sur V.

Si (ey,...,e,) est une base de V, une base de S%V est donnée par les (ei.cl1 --‘ef’) pour
r
tout r-uplet 1 < i) <--- < i, < netentiers k; telsque k; +---+ k, = d; on adonc

dim(S4V) =
n—1

n+d—1)

En particulier, si V # 0, 'espace vectoriel SV est toujours de dimension infinie,
contrairement a A\V.

Si V est de dimension n, l'algébre SV est isomorphe a l'algébre de polynémes
K[Xy,...,X,] : si (e1,...,e,) est une base de V, un isomorphisme est obtenu en
envoyant e; sur X;.

Si car(K) = 0, on peut réaliser S?V a I'intérieur de TV comme le sous-espace s?V
des tenseurs symétriques, c’est-a-dire des tenseurs ¢ satisfaisant 6(#) = ¢ pour tout
o0 € G,,; en effet, on dispose alors d'une symétrisation

qg:T%V — T
1

U1®"'®Vd —— JR—
d!

Z Vg(1) ® " ® Ug(d)
U€6d

qui est d’'image s?V et de noyau J N T?V. Elle induit ainsi un isomorphisme s4V =
S4v.

Pour d =2, si car(K) # 2, on peut toujours écrire
1 1
vew= 5(1/@ w—-we v)+§(v® w+wev)=pvew)+qglvew),

donc on obtient une décomposition de tout 2-tenseur en somme d’un tenseur anti-
symétrique et d'un tenseur symétrique :

T2V = a*V & s°V. €30

Remarque 5.1 (Foncteurs de Schur). — Supposons car(K) = 0. La décomposition (41)
n'est plus valable pour T4V lorsque d = 3; on a bien une inclusion

T4V 2 a®Ve stV

6. Une application d-linéaire f est symétriquesi f(vq),..., Vo)) = f(v1,...,v4) pour tout o € & 4. De nou-

veau, on sait par définition de J que cette propriété est vraie lorsque o est une transposition (i i + 1) et il faut un
petit argument pour I’étendre a toutes les permutations.
7. La somme est bien directe puisque le projecteur p est I'identité sur a%V mais est nul sur s?V.



5. ALGEBRE SYMETRIQUE 119

mais elle est stricte pour d = 3. Il suffit pour s’en convaincre de calculer les dimensions
pourd=3:

dim(T3V) = 1® > dim(a®V) + dim(s*V) =

3 3 6 6

n) (n+2) nn-1)n-2) nnrn+l)(n+2)
+ = + .

2_
Le bout manquant est un sous-espace vectoriel de T3V de dimension 2%. 1l
est somme directe de deux copies d'un espace vectoriel canonique noté Sp, )V (voir
exerc. 5.2).

En général, on a une décomposition canonique

vl P (Sa.agV)™

Ap=2Ap=0
A +-+Ap=d
ottles m) sont des entiers strictement positifs etles Sy, . z,,) sontles foncteurs ®) de Schur,
avec (on ne note pas les A; nuls)
- Sq,..pV= adV;

—~—
d fois

- SayV= s4v;
- Sa,,..\»V estune représentation irréductible de GL(V) (cf. déf. IV.1.3) de dimension

)\i—)\j+j—i
1<i<j<n j-i

Exercice 5.2. — Soit K corps de caractéristique nulle et soit V un K-espace vectoriel.

a) Montrer que le sous-espace vectoriel S de ves3 engendré parles v ® 12 ® U3+ 12 ® V] ® U3 —
V] ® V3 ® 12 — U2 ® v3 ® 1 est a la fois dans le noyau de I'antisymétrisation p et dans celui de
la symétrisation g.

b) En déduire V®3 2 a3Ve s3VeSs.

¢) Montrer que S est dans 'image de 'application linéaire injective f:V® A2V — V®3 donnée
parvi ® (V2 AV3)— V1 ® U2 ®U3— U] ® U3 .

d) On consideére I'application linéaire g: Ve &V — A3V donnée par la structure d’algebre de
AV (avec le fait que ALV = V). Montrer que g est surjective et que S = f(ker(g)). En déduire la
dimension de S.

e) Soit S’ le sous-espace vectoriel de V&3 engendréparles V1 ® V2@ U3+ V2@V VU3 —U3Q U2 ®
v] — 13 ® V] ® Uy. Montrer que S’ est isomorphe a S et que

VB =avesiveses = NBvesdves2.

Les espaces S et S’ sont des copies de S(2,1)V, qui est donc isomorphe au noyau de g: Ve®
RV — V.

Remarque 5.3. — SoitV un C-espace vectoriel de dimension finie 7. Tout élément de SV
peut s’écrire comme somme de tenseurs décomposables du type v---v (cf. rem. 2.1). On
peut se poser la question de savoir le nombre maximal de tenseurs décomposables dont
on a besoin (« probleme de Waring »).

8. La fonctorialité signifie que pour tout A = (Ay,...,A5) et toute application linéaire f : V — W, il existe une
application linéaire canoniquement définie Sy (f) : S) (V) — Sy (W), avec Sy (Id) =Id et Sy (f o g) = Sy (f) o Sp(g)
(cf. prop. 3.2 et§ 5).
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Lorsque d = 2, on peut interpréter un élément de SV comme une forme bilinéaire
symétrique sur V*; une telle décomposition consiste alors a écrire la forme quadratique
associée comme somme de carrés de formes linéaires. La réduction de Gauss nous dit
qu'une forme quadratique est somme d’au plus 7 tels carrés. Dans ce cas, la réponse a la
question est donc n.

Pour d et n quelconques, on connait la réponse a cette importante question lorsque le
tenseur a décomposer est « général » (travaux de Alexander et Hirschowitz dans les années
90) mais pas pour tous les tenseurs.

6. Algebre de Clifford et groupe spinoriel

Dansle §II.11, on avait utilisé H, le corps des quaternions (une R-algebre de dimension
4) etle groupe de ses éléments de norme 1 (isomorphe a SU, (C)) agissant par conjugaison,
pour construire un morphisme de groupes surjectif de SU,(C) vers le groupe orthogonal
03(R) pour la forme quadratique définie positive standard sur R3.

Cette construction est un cas particulier d'une construction tres générale, celle de l'al-
gebre de Clifford d'un espace vectoriel muni d’'une forme quadratique, qui nous permettra
de définir le groupe et la norme spinoriels déja mentionnés dans larem. I1.11.4 etle § I1.8.5.

6.1. Algebre de Clifford d’'une forme quadratique. — On part maintenant d'un espace
vectoriel V sur un corps K de caractéristique différente de 2, muni d’'une forme quadra-
tique f. On cherche a résoudre le probléme universel pour les morphismes g :V — A,
ol A est une K-algebre avec unité, qui vérifient g(v)? = f(v)1a pour tout v € V. Lalgebre
solution de ce probléme est I'algébre de Clifford C(V, f) (notée parfois simplement C(f)),
obtenue comme le quotient
CW\, f)=TV/I(f),

ou I(f) estl'idéal bilatere de TV engendré par les éléments du type v ® v— f(v). Contraire-
ment aux cas des algebres extérieure et symétrique, 'idéal I(f) n’est pas engendré par des
éléments homogenes (v ® v est de degré 2 et f(v) est de degré 0), donc I(f) n’est pas une
algebre graduée au sens précédent @ . On peut néanmoins la décomposer en

C(Hi=C(H"eC(NH,

ou C(f)™ est’ensemble des images des éléments de TV de degré pair et C(f)~ 'ensemble
des images des éléments de TV de degré impair. La multiplication par un élément de C(f)™*
laisse stable ces deux morceaux, tandis que la multiplication par un élément de C(f)~ les
échange. En particulier, C(f)* est une sous-algebre de C(f).

On a dans C(f), pour tous v, w €'V, les égalités

v-r = f) (42)
v-w+w-v = 2Byw), (43)

ol B est la forme bilinéaire associée a f.
Si (eq,...,ey,) est une base de V, on peut montrer que les produits e;, -...- e;, avec k =
Oetl<i) <-: < i< nforment une base du K-espace vectoriel C(f), qui est donc de

9. Saufsi f =0, auquel cas C(f) est simplement AV.
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dimension 2¢. Un tel produit est dans C(f)* ou C(f) selon que k est pair ou impair, donc
chacun des morceaux est de dimension 271, En particulier, s’il est de dimension finie, V
s’injecte canoniquement dans C(f)~.

Exemples 6.1. — 1° Considérons I’espace vectoriel V = R et sa base canonique (e; = 1),
muni de la forme quadratique f(x) = —x2. Une base de C( f) est alors (1,e;) avec les re-
lations ef = f(e;) = —1. Lalgebre C(f) est donc isomorphe au corps C des nombres com-
plexes.

2° Considérons I'espace vectoriel V = R? et sa base canonique (e;, e2), muni de la forme
quadratique f(x1,x2) = —xf - x%. Une base de C(f) est alors (1, e, ez, e1e2) avec les rela-
tions

e=fle)=-1, e=fle)=-1 , e-ex=—ez-e1.
Sionposel:=e;,]:=e; et K:=e; e, =1J, on vérifie les relations des quaternions (§ I1.11)
UK=K*=¢e; e, e1-er=—¢%-e5=—1.

Lalgebre C(f) est donc isomorphe au corps non commutatif H des quaternions.

Exercice 6.2. — Déterminer la R-algebre C(V, f) dans les cas suivants :
- V=Ret f(x) = x?;

- V=R2et fx1,x0) = x% +x§;
- V=R%et fx1,x2) = x% —x%.

Exercice 6.3. — Pourtous s, f =0, onnote C(s, f) 'algébre de Clifford de la forme quadratique
de signature (s, t) sur V= RSt
a) Pour tout n = 0, montrer qu’'on a un isomorphisme de R-algebres

C(0,n+2) =C(n,0) g C(0,2)

(Indication : si (ey,...,en+2) est une base orthonormale de R"t2 (e’l, ...,eﬁl) une base ortho-
normale de R” et (e’l', e’z' ) une base orthonormale de Rz, on pourra considérer I'application
linéaire R"*2 — C(n,0) ®g C(0,2) qui envoie e; sur e;. ® e’l’ . e’z’ sii€{l,...,n}etsur 1 ® e;’_n si
ie{n+l,n+2}).

b) Pour tous s, £ = 0, montrer qu’'on a un isomorphisme de R-algébres

C(s+1,t+1)=C(s, 1) ®r C(1,1).
¢) Pour tout n = 0, montrer qu'on a des isomorphismes de R-algebres

C0,n+8) = C(0,n)®rC(0,8)
C(n+8,00 = C(n0)e®gC(8,0)

et
C(Oyg) = C(B,O) = .ﬂ]G(R)

(Indication : on pourra utiliser les exerc. 6.2 et 1.9).
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6.2. Groupe de Clifford. — On note a: C(f) — C(f) I'involution qui vaut Id sur C(f)* et
—1Id sur C(f)". Elle vérifie a(x - y) = a(x) - a(y), pour tous x, y € C(f).
Pour tout x dans le groupe des unités C(f)*, on considere I'endomorphisme

px:ZH(x(x)-z-x_l

de C(f).Onap; = Idc(f) et, pour tous x, y € C(f)*,

pry@=alx-y) -z (x ' =a)-ay) z-y 'x =propy (2.
Lendomorphisme py est donc inversible (d'inverse p,-1) et
T(f):={xeC()*|VreV ax)-v-x eV}
estun sous-groupe de C(f)* stable par a appelé groupe de Clifford de f.On a par construc-
tion un morphisme de groupes
p:I'(f) — GLV)
X — pPx
Remarquons que tout élément non isotrope v de V (c’est-a-dire qui vérifie f(v) # 0) est
inversible dans C(f), avec v~ = ﬁ v.
Proposition 6.4. — Tout v €V non isotrope est dans ' (f) et p, est la réflexion par rapport
a Uhyperplan v+ (ex. I11.5.2).
Démonstration. — Si B est la forme bilinéaire associée a f et que s, est la réflexion en
question, on a (ex. I11.5.2)
B(v,
ZM V.
B(v,v)
Comme V est un sous-espace vectoriel de C(f), on peut voir cette égalité entre éléments
de V comme une égalité dans C(f). Elle s’écrit alors, en utilisant (42) et (43),
2

YweV sy(w)=w-

1

YweV ss(wy=w-(v-w+w-v)-v- -v:—v-w~v71:(x(v)~w-v7 ,

puisque a est —Id sur V. O
Lemme 6.5. — Si f est non dégénérée etV de dimension finie, le noyau de p est K.
Démonstration. — Soit x un élément du noyau de p, qu'on écrit x = x* + x~, avec x* €

C(f)*.Onaalors a(x)-v=v-x pour tout v €V, d’oll +x* - v = v- x*. Choisissons une base
orthogonale (ey,...,e,) de V. On a alors, par (43),
ej-ej=—ej-e; Sii#].
On rappelle que les e;, -...- e;,, avec 1 < ij < --- < i} < n forment une base du K-espace
vectoriel C(f). On peut donc écrire x* = x; +e; - x{, ot ni x5 € C(f)*, ni x{ € C(f)7, ne
contient de facteur e; dans sa décomposition sur cette base. On a alors
+ + + + + + + +
e1-xy +flen)x] =e;-x" =x"-eg=x5-e1+e-x] e1=e; x5 — flen)x].

Puisque f est non dégénérée, on a f(e;) # 0, d'ol1 on déduit xl+ =0, c’est-a-dire que x* ne
contient aucun facteur e;. On appliquant ce raisonnement avec les autres e;, on voit que
x* ne contient aucun facteur e;, c’est-a-dire x* € K.
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Si on écrit de la méme fagon x~ = x; +e; - x|, on obtient x| = 0, c'est-a-dire x~ € K.
Mais on a alors x™ e KN C(f)™ = {0}.
Tout cela montre x = x* e KNC(f)* =K*. O

6.3. Norme et groupe spinoriels. — On définit une deuxiéme involution ¢ : C(f) — C(f)
de la fagon suivante. Soit C(f)° I'algébre opposée a C(f), c’est-a-dire le méme espace vec-
toriel, mais ot la multiplication x° y est donnée par y - x. Comme le probléme universel
dont 'application linéaire V — C(f) est la solution a une unique solution a isomorphisme
prés, il existe un isomorphisme d’algebres ¢ : C(f) — C(f)°. Cet isomorphisme vérifie donc
t(x-y) = t(y)- t(x), pour tous x, y € C(f). De nouveau, par unicité, ¢ est une involution.
Lorsque V est de dimension finie, de base (ey,..., e;), on peut décrire I'action de ¢ sur

une base de C(f) :

tej -...-ep)=ej. ... ej.
On remarque que toa = ao t. Il s’ensuite que 'application

X— X:=toa(x) =ao t(x)

est une involution de C(f) qui commute avec « et ¢ et vérifie X~y = y- X. On définit enfin
la norme spinorielle

N:C(f) — C(f)
X — XX

On a en particulier
YveV N@w) =-f(). (44)

Proposition 6.6. — Supposons [ non dégénérée etV de dimension finie. Par restriction, la
norme spinorielle définit un morphisme de groupes N : T'(f) — K*.

Démonstration. — Si x € I'(f), nous allons montrer que N(x) est dans le noyau de p.
Appliquons ¢, qui renverse 'ordre des produits et qui est I'identité sur V, a la relation
a(x)-v-x~LeV; on obtient

ax)-v-x t=tx™h v tax),

d’ ol
1! :(x()'c-x)-v-()'c-x)fl.

v=tx)-ax)-v-x~
Puisque x € C(f)*, cela signifie x-x € I'(f) et X- x € ker(p), c’est-a-dire X - x € K* par le
lemme 6.5. De plus, on a X € I'(f) puisque I'(f) est un groupe. Appliquant ce résultat a ¥,
on obtient que X- % = N(x) est dans K*.

Six,yeI'(f),ona
Nxy)=x-y-y-x=x-N(y)-Xx=x-XN(y) = Nx)N(p),

ol la troisieme égalité a lieu puisque N(y) est dans K*, donc commute avec tous les €élé-
ments de C(f). On a donc bien un morphisme de groupes. O

Proposition 6.7. — Supposons f non dégénérée etV de dimension finie. L'image du mor-
phisme de groupes p : T'(f) — GL(V) est le groupe orthogonal O(V, f).
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Démonstration. — Soit x € T'(f). Montrons tout d’abord que p, est bien une isométrie,
c’est-a-dire qu'on a f(px(v)) = f(v) pour tout v € V. On a, avec la prop. 6.6 et (44),

Flpx(w) ~N(px(1) = —a(®)-v-x1 -1 (1) a®) = —a®) - v-NEx™) - v-a®)

FONGEHaNG@) = F@NGEINX) = f(0).
Limage de p : T'(f) — GL(V) est donc contenue dans le groupe orthogonal O(V, f).

Mais d’autre part, par la prop. 6.4, cette image contient toutes les réflexions. Comme
celles-ci engendrent O(V, f) (th. I1.8.7), on a p(I'(f)) = O(V, f). O

Corollaire 6.8. — Sous les mémes hypotheses, on a un isomorphisme de groupes p :
T (f)/K* SO0V, f) et la norme spinorielle induit un morphisme de groupes

6:0(V, f) — K*/K*?
qui vérifie, pour tout v € V non isotrope, 0(s,) = f(v).

Démonstration. — Le morphisme p est fourni par la factorisation canonique de p.
Limage de K* < I'(f) par la norme spinorielle N : I'(f) — K* est le sous-groupe K*? des
carrés non nuls. On a donc un morphisme induit N: T'(f)/K* — K*/K*2. Il suffit de poser
0:=Nop~l. O

6.4. Groupe Spin,,. — On se place ici dans le cas ot K=R, V=R" et f est (le carré de) la
norme euclidienne usuelle :

2 2
fx,.ox) =x7 4+ x5,

On pose alors
Spin,(R) :=kerN) NI (/)NC()* ={xeC(H* Ix-X=1, x-V-x 1 cV}
puisque « est I'identité sur C(f)*. C’est un sous-groupe de I'(f).

Théoréme 6.9. — Limage du morphisme de groupes plspin, ®) : Spin, (R) — O(V, f) est le
groupe SO(V, f) et son noyau est {+1}.

Démonstration. — Vu le lemme 6.5, le noyau de la restriction de p a Spin,, (R) est l'inter-
section de R* avec ker(N). Mais sur R, la norme spinorielle est juste le carré, donc le
noyau est {+1}.

Soit x € Spin,, (R). On décompose l'isométrie p, en produit de réflexions s,, o---0s,,,
ol on peut supposer les vecteurs vy,..., v, de V unitaires. On a alors (prop. 6.4) s, = py,,
donc p(x) =p(v; -...: v;). Comme le noyau de p est R* (lemme 6.5), il existe A € R* tel que
X = Avy-...- v, dans ['(f). En prenant les normes spinorielles, on obtient (en utilisant la
prop. 6.6 et (44))

1=N@ = AN -...-v,) = *N@1) - N@) = (=D fw) -+ f () = A* (=D,
Cecin’est possible que si r est pair, ce qui entraine
dét(p,) = dét(s,,) ---dét(s,,) = (-1)" = 1.

Le groupe p(Spin, (R)) est donc bien contenu dans SO(V, f).
Inversement, tout élément u de SO(V, f) se décompose en un produit de réflexions s, o
-+-08y,,avec vy,..., vy dansVde norme 1 et r pair. Comme s,, = p(v;),onau=p(v;-...-v;)
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avec vy -...- vy € ker(N) NnT(f) N C(f)* = Spin,, (R). Limage p(Spin,,(R)) est donc égale a
SOV, ). O

Les groupes Spin,, (R) ont déja été identifiés pour 7 petit (rem. I1.11.4) : on a Spin, (R) =
U, (C), Spins (R) = SU,(C), Spiny (R) = SU,(C) x SU2(C) et Sping(R) = SU4(C).

Exercice 6.10. — Montrer que Spin,(R) est connexe pour n = 2 (Indication : on pourra
utiliser le th. 8.7 et, pour tous v, w € V unitaires et orthogonaux, le chemin ¢ — (vcost —
wsint)(vsint + wcos t), pour f € [0,/2], dans Spin,, (R)).

Remarque 6.11. — Si f est une forme quadratique de signature (s, r) sur R**?, on pose de
la méme facon

Sping ,(R) :=kerMN) nT'(f)nC(N*.
Une preuve analogue a celle du th. 6.9 montre que le morphisme p induit par restriction un
morphisme surjectif Spin ,(R) — SO ;(R) de noyau {+1}. Lorsque s¢ > 0, ces groupes ne
sont pas connexes (ex. I1.8.12.2°) et on définit Spin{ ,(R) comme I'image inverse du groupe
connexe SO;’ /(R).






CHAPITRE 1V

REPRESENTATIONS DES GROUPES

1. Représentations

Soit G un groupe et soit V un K-espace vectoriel. Une représentation linéaire de G dans

V est un morphisme de groupes
p:G— GL(V).

En d’autres termes, on représente les éléments de G comme des automorphismes de V
ou plus simplement, si V est de dimension finie et qu’on en choisit une base, comme des
matrices (inversibles).

On notera la représentation (V,p), ou simplement, en 'absence d’ambiguité, p ou V.
Laction d'un élément g € G sur V sera souvent notée g- v (= p(g)(v)). C’est une action du
groupe G sur V au sens de la déf. du § 1.2.1.

Exemples 1.1. — 1° Une représentation de G dans un espace vectoriel de dimension 1 est
un morphisme p : G — K*. Si G est fini, I'image est un groupe cyclique (exerc. 1.1.29).

2° Si G est défini comme un sous-groupe de GL(V) (ce qui est le cas de tous les groupes
classiques), I'inclusion G — GL(V) est appelée la représentation standard.

3°Si (ey, ..., e,) est une base de K”, on obtient une représentation de &, dans K" en po-
sant p(0)(e;) = eg(;)- Une telle représentation est appelée représentation de permutation.
Les p(o) sont des matrices de permutation.

4° Si G est un groupe fini, on peut composer le morphisme de groupes de Cayley
(ex.1.2.3)

G — Bij(G)
g — (x—gx
avec la construction du 3° ci-dessus pour obtenir une représentation
pr : G — Bij(G) — GL(K®),

o1 KC est I'espace vectoriel des fonctions de G dans K. Si e, : G — K est la fonction caracté-
ristique d'un élément & de G, la famille (gj) e forme une base de KS.Ona Pr(8)(€n) =€gn
et, pour tout f € K% onapgr(g)(f):g' — f(g~'g") pour tout g’ € G.

Cette représentation s’appelle la représentation réguliere de G.
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1.1. Vocabulaire et propriétés. — Soit (V, p) une représentation de G.

La dimension (on dit aussi le degré) de la représentation est dim(V).

Une sous-représentation est un sous-espace vectoriel W €V stable sous 'action de G;
on parle de sous-espace G-invariant. Dans ce cas, on a des représentations induites sur W
et sur le quotient V/W.

Exemples 1.2. — 1° Le sous-espace vectoriel
Ve={veV|VgeG g-v=u}
des vecteurs fixes sous G est un sous-espace G-invariant : si h € G et v € VS, on a pour tout
geG
g-(h-vy=g-v=v="h-v
donc h-veVE,
2°SiV =K" est la représentation de permutation du groupe &,,, '’hyperplan

Xn:xiZO}

Vo = {(xl,...,xn) eV
i=1

est une sous-représentation de V, ainsi que la droite
Vi =K({,...,1)

qui en est un supplémentaire si et seulement si car(K) t n

Un morphisme entre des représentations (V, py) et (W, pw) d'un groupe G est une appli-
cation linéaire u: V — W telle que

VgeG uopy(g) =pw(gou.

Dans ce cas, ker(u) et im(u) sont des sous-représentations de V et W, et u induit un iso-
morphisme de représentations
V/ker(u) =im(uw).

L'espace vectoriel des morphismes entre les représentations V et W est noté Homg (V, W),
ou Hom(py, pw). Des représentations py et pyw de dimension finie d'un groupe G sont iso-
morphes si et seulement si il existe une base de V et une base de W dans lesquelles, pour
tout g € G, les matrices de py(g) et de pw(g) sont les mémes.

SiV et W sont des représentations de G, on peut former les représentations suivantes :
- Ve W pour p(g) = (pv(8),pw(g8));

- Ve W pour p(g) = pv(g) ®pw(g);

- V* pour p*(g) = ‘p(g™);

Homg (V,W) = V* ® W pour p(g)(u) = pw(g)ouo p\/(g)’1 ; en particulier 'espace des
morphismes de représentations de V vers W est

Homg(V, W) = Homg (V, W)5;

- T4, AV, SV sont aussi des représentations de G (on associe a g € G les endomor-
phismes (pv(g))®d, N (pv(g), et Sd(pv(g))). Si car(K) # 2, on a par (41) un isomor-
phisme de représentations

VeV=NVeSs2V. (45)
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1.2. Représentations irréductibles. —

Définition 1.3. — Une représentation V est irréductible si elle est non nulle et que ses
seules sous-représentations sont0 et V.

Toute représentation de dimension 1 est bien stir irréductible.

Exemples 1.4. — 1° Si G est abélien et que K est algébriquement clos, les seules repré-
sentations irréductibles V de dimension finie de G sont de dimension 1. Soit g € G et
soit W € V un sous-espace propre (non nul) de p(g), pour une valeur propre A € K. On
a, puisque G est abélien,

VheGVxeW  p(g@)(ph)(x) =p)(p(g)(x) = p(h)(Ax) = Ap(h)(x),

donc p(h)(x) € W. Le sous-espace vectoriel W de V est donc stable par tous les p(h) : c’est
une sous-représentation non nulle de V. Comme V est irréductible, elle est égale a V. Ceci
entraine que tous les p(g) sont des homothéties. Toute droite D < V est alors une sous-
représentation, donc D = V.

Les représentations de Z/ nZ dans C sont données par I'image d'un générateur, qui doit
étre une racine n-iéme de 'unité dans C. On obtient ainsi les n représentations irréduc-
tibles py, ...,pn-1 de Z/nZ, données par

VkeZl/nZ pj(k)zexp(zkim).

Notons que tout cela n’est plus vrai lorsque K = R : la représentation de Z/nZ dans R?
qui fait correspondre a k € Z/nZ la rotation d’angle 2kn/n est irréductible lorsque n = 3
puisqu’aucune droite n'est laissée stable par toutes ces rotations.

2° Pour n = 3, la représentation standard du groupe diédral D, dans R? (ou dans C?) est
irréductible, puisqu’aucune droite n’est laissée stable par tous les éléments de Dy,.

3° Si dim(V) = 2, les représentations standard de SL(V), GL(V) et Sp(V) sont irréducti-
bles puisque ces groupes opérent transitivement sur V—{0}. C’est aussi le cas pour O,(R),
qui opeére transitivement sur la sphere unité 8”1, qui engendre 1'espace vectoriel R”.

4° Soient py : G — GL(V) et pw : G — GL(W) des représentations de G. Si W est de dimen-
sion 1, le groupe GL(W) s’indentifie canoniquement a K* (ex. 1.1.1°) et la représentation
pvew : G — GL(V ® W) est isomorphe a la représentation

G — GLV)
g — pw(gpv(g),

dontles sous-espaces G-invariants sont les mémes que ceux de py. En particulier, pygw est
irréductible si et seulement si py 'est. Ce n’est plus vrai en général si dim(W) > 1 (méme si
pw estirréductible; cf. (45)).

Exercice 1.5. — Soit G un groupe fini.
a) Montrer que toute représentation irréductible de G est de dimension finie < |G|.
b) Supposons K algébriquement clos. Soit A<G un sous-groupe abélien. Montrer que toute

représentation irréductible de G est de dimension < %.
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Exercice 1.6. — Soit V un espace vectoriel réel de dimension finie n > 0 et soit d un entier
positif.

a) Soit # = (ey,...,ex) une base de V. Donner une base naturelle %, de l'espace vectoriel
sdv.

b) Montrer qu’il existe des réels Ay,...,A; tels que, si P et Q sont des mondmes unitaires de
degré d en n variables, alors P(A1,...,Ap) = Q(A1,...,Ay) siet seulement si P = Q.

¢) Montrer que GL(V) agit naturellement sur 'espace vectoriel S9V. On en déduit une repré-
sentation p; de GL(V) dans sdy.

d) Soit W un sous-espace vectoriel non nul de S4V stable par 'action de GL(V). Montrer qu'il
existe un sous-ensemble de la base %, qui engendre W (Indication : on pourra considérer
I'automorphisme g de V qui envoie e; sur A;e;).

e) En déduire que la représentation p 4 est irréductible.

f) Montrer qu'il existe, pour tout entier d € {1,..., n}, une représentation irréductible de GL(V)
dans /\d V.

g) Que se passe-t-il si on remplace le corps R par un corps quelconque ?

1.3. Supplémentaire G-invariant. — Si W est une sous-représentation de V, il n’existe
pas en général de supplémentaire G-invariant de W dans V.

Exemple 1.7. — Le groupe G=GL(K) des matrices triangulaires supérieures se re-
présente dans V = K? par la représentation standard. La droite W = Ke; est une sous-
représentation dépourvue de supplémentaire T-invariant.

SiK est le corps F), on a ainsi un exemple avec un groupe G fini de cardinal p(p - 2.

Néanmoins, il y a quand méme un résultat général d’existence de supplémentaire G-
invariant pour certains groupes finis.

Théoreme 1.8. — Si G est un groupe fini tel que car(K) { |G| et queV est une représentation
de G, tout sous-espace G-invariant deV admet un supplémentaire G-invariant.

Corollaire 1.9. — Soit G un groupe fini tel que car(K) 1 |G|. Toute représentation de G de
dimension finie est somme directe de représentations irréductibles.

On va donner deux démonstrations du théoréme, une premiére particuliere a K=R ou
C, mais qui est valable aussi pour certains groupes infinis; une seconde traitant tous les
corps.

Premiere démonstration. — Supposons K =R ou C etV de dimension finie. On choisit un
produit scalaire ou un produit scalaire hermitien sur V, noté (, )o. Puis on définit un autre
produit scalaire par

1

(v,w) = Z (8- v,8 W)o. (46)

Gl &
Ce nouveau produit scalaire est G-invariant : pour tout g € G, on a
(& vg w=(vw),

si bien que p est a valeurs dans O(V) ou U(V). En particulier, si W est un sous-espace G-
invariant, W= est aussi G-invariant et fournit le supplémentaire voulu. O
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Lingrédient essentiel de cette démonstration consiste a fabriquer un produit scalaire
G-invariant par moyennisation d'un produit scalaire quelconque donné. Si G est un
groupe topologique compact, il est muni d’'une mesure de probabilité G-invariante, la
mesure de Haar : en remplacant (46) par 'intégration sur le groupe, la démonstration
s’étend a ce cas.

Seconde démonstration. — On applique encore un procédé de moyennisation. Choisis-
sons un projecteur quelconque po : V — V d’'image un sous-espace G-invariant W et po-
sons
1 -
pi=— Z p(g)opoop(g) le End(V). (47)
Gl &
Comme p(g) préserve W, 'image de cet endomorphisme est contenue dans W. Si v e W,
onap(g)~'(v) €W, donc pgop(g)~t(v) =p(g) "' (v) et p(v) = v. Ceci montre que p est un
projecteur d'image W.
Montrons que son noyau est invariant par G. Pour tout h € G, on a

- 1 - -
p(hopopM™ = — Y phop(g)opoop(g) top()!
Gl 4=
1 -1
= = ) phglopoophg)™ =p,

Gl 4
c'est-a-dire p(h) o p = pop(h). En d’autres termes, p est un endomorphisme de la repré-
sentation p, donc son noyau (supplémentaire de W) est bien invariant par G. O
Lemme de Schur 1.10. — Soit G un groupe, soient (V,py) et (W, pw) des représentations ir-

réductibles de G et soit u:V — W un morphisme de représentations.

1° Soit u est nul, soit c’est un isomorphisme.

2°Sipv = pw, queV est de dimension finie et queK est algébriquement clos, l'application
u est une homothétie.

Démonstration. — 1° Les sous-espaces ker(u) et im(u) sont G-invariants, donc triviaux.
2° Si A est une valeur propre de u, alors ker(u — Aldy) est G-invariant et non nul, donc
égal a'V, et u est une homothétie. O

Supposons G fini et car(K) 1 |Gl. Par le cor. 1.9, on peut décomposer la représentation
réguliere K© (ex. 1.1.4°) en somme
K% =PR;

de représentations irréductibles. Soit (V, p) une représentation de G et soit vy € V. Lappli-
cation linéaire

w:KS — VvV

(f:G—=K — ) f(®pgwo)
geG

est un morphisme de représentations. En effet, pour tout 4 € G et tout g € G, on a u(gg) =
p(g)(vo) et (cf ex. 1.1.4°)

uopr(h)(eg) = uleng) = p(hg)(vo) = p(h) o p(g)(vo) = p(h) o uleg),
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donc ucpr(h) = p(h) o u. Si vy # 0, 'application f n’est pas nulle (car f(e.) = vp), et si de

plus V est irréductible, f est surjective, donc il y a au moins un i tel que f|g, soit non nul;

par le lemme de Schur, c’est un isomorphisme et V est isomorphe a la représentation R;.
On en déduit le résultat suivant (V.

Proposition 1.11. — Soit G un groupe fini tel que car(K) 1|G|. Il n'’y a a isomorphisme preés
qgu’'un nombre fini de représentations irréductibles de G et chacune est de dimension < |G|.

Lorsque K est algébriquement clos, ces résultats seront précisés dans le cor. 2.6.1° et, si
de plus car(K) = 0, dans la prop. 2.8, ol on montre que la dimension d'une représentation
irréductible est < v/|Gl.

Exercice 1.12. — Si car(K) 1 |G|, montrer que l'intersection des noyaux des représentations
irréductibles de G est {e}.

Proposition 1.13. — Soit G un groupe fini tel que car(K) 1 |G| et soient py,...,pg les repré-
sentations irréductibles de G. Toute représentation de G de dimension finie se décompose en
(&) p;”, ol les entiers naturels n; sont uniquement déterminés par la représentation.

Démonstration. — Lexistence d'une telle décomposition est le cor. 1.9. Montrons I'uni-
cité des n; par récurrence sur la dimension de la représentation. Supposons V := @V; iso-
morphe a W:= @ W;, oules V; et les W; sont des représentations irréductibles, éventuel-
lement répétées. On va montrer qu'a permutation pres, les (V;) et les (W;) sont la méme
collection de représentations. On dispose d'un isomorphisme de représentations

u:EBViL»@Wj
i j

dont on notera I'inverse u'. Notons p; : V— V; et ¢; : W — W les projections et considé-
rons les morphismes de représentations

!
ulvy - qj wlw;
uj=vi—w-=Lw;, vy,

Ona

dYuj=y protlw;oqjouly, = pio (Z U lw; °67j) ouly, = prou ouly, =ldv, .
J J J
Au moins un des u; est donc non nul et, quitte a rénumeéroter les W;, on peut supposer
que c’est u;. Les morphismes de représentations ¢; o uly, : Vi — Wy et pyou/lw, : Wy — V)
sont alors non nuls. Par le lemme de Schur, ce sont des isomorphismes.

Pour appliquer 'hypotheése de récurrence, il suffit de montrer que le morphisme de
représentations

(Idw —g1) ulg,.,v; : D Vi — PW;
i=2 j=2

1. Comme on I'a vu dans I'exerc. 1.5, la seconde partie est valable sans hypotheése sur la caractéristique du
corps. Il en est de méme de la premiére partie, mais il faut prendre garde que lorsque car(K) | |Gl, il existe des
représentations (de dimension finie) qui ne sont pas sommes de représentations irréductibles, donc il y a des
représentations indécomposables qui ne sont pas irréductibles. Et malheureusement, pour certains groupes fi-
nis, le nombre de classes d’isomorphisme de représentations indécomposables est infini (en caractéristique p,
Higman a démontré que c’est le cas si les p-sous-groupes de Sylow ne sont pas cycliques).
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entre représentations de méme dimension est encore un isomorphisme. C’est en effet le
cas : si x € @;s, V; est dans le noyau, u(x) € Wy et pyu' (u(x)) = p1(x) =0, donc, py o u'|w,
étant un isomorphisme, u(x) = 0 et x = 0. Ce morphisme est donc injectif. Comme source
et but ont méme dimension, c’est un isomorphisme. O

Sous les hypotheses de la proposition, on peut donc décomposer une représentation
(V,p) de dimension finie du groupe G en somme directe V = @;V; de représentations ir-
réductibles. Cette décomposition nest en général pas unique! Dans le cas par exemple ol
tous les p(g) sont l'identité (donc la seule représentation irréductible qui intervient est la
représentation triviale, de dimension 1) , il s’agit simplement de décomposer V en somme
directe de droites, ce qu’on peut faire de bien des facons.

2. Caracteres

Dans cette section, on suppose G fini, K algébriquement clos et car(K) t |Gl.

Si (V,p) est une représentation de dimension finie de G, on appelle caractére de p la
fonction

Xp:G — K
g — tr(p(g).

On a xp(e) = dim(V), donc le caractere détermine la dimension de la représentation (on
verra dans la prop. 2.8 que le caractere détermine p complétement lorsque K est algébri-
quement clos).

On calcule

Vg heG  xplhgh™) =tr(pthp@pm) ") = tr(p(g) = Xo(&)-

On dit que X, est une fonction centrale, ou encore invariante par conjugaison.

De facon générale, une fonction f : G — K est centrale si et seulement si elle est
constante sur chaque classe de conjugaison C de G; on notera alors f(C) sa valeur sur la
classe C. Le K-espace vectoriel de toutes les fonctions centrales sur le groupe G sera noté
% (G). Sa dimension est donc le nombre de classes de conjugaison.

Rappelons (§1.2.3) que les classes de conjugaisons de G sont les orbites sous I'action de
G sur G définie par g- x = gxg~! (lorsque G est abélien, ces classes sont des singletons).

Exemples 2.1. — 1° Le caractére de la représentation réguliére est
G| sig=e,
(8) =
Xrig {0 sig#e.

C’est donc |G| fois la fonction caractéristique 1¢, de la classe de conjugaison C, = {e}.
2° Le caractére de la représentation standard de D,, dans C? est donné par

k ZkT[ k
x(r ):20057, x(r*s)=0.
Il vaut donc O sur {s, s, ..., r"*"Ls} (qui estlaréunion de 1 ou 2 classes de conjugaison selon

que n est impair ou non) et 2 cos % sur chaque classe de conjugaison (rk, r=ky.
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3° Le groupe G3 possede trois classes de conjugaison, celle de I’élément neutre e, celle
a 3 éléments d’'une transposition T, et celle a 2 éléments d'un 3-cycle o. Le caractere de
la représentation standard de &3 dans C® vaut 3 sur e, 1 sur les transpositions et 0 sur les
3-cycles.

Plus généralement, on a vu dans la prop. 1.2.8 que les classes de conjugaison de G, sont
en bijection avec les partitions de n :

n=k+--+k, reN 1<k <---<k,

une telle partition correspondant aux produits de cycles a supports disjoints d’ordre
ki,...,kr. Sur la classe de conjugaison correspondante, le caractére de la représenta-
tion standard de &, dans C" vaut max{i | k; = 1} (c’est le nombre de points fixes de la
permutation).

Propriétés 2.2. — 1° Des représentations de dimension finie isomorphes ont méme carac-
tere.

2°Onaxv-(8) =xv(g™.

3°Onaxvew = Xv +Xw-

4°SiW <V est une sous-représentation, Xy = Xw + Xv/w-

5°0n axvew = XvXw-

Démonstration. — Tout est évident, sauf la quatrieme propriété qui découle de I'identité
tr(u ® v) = tr(u) tr(v), qu’on peut vérifier dans une base (exerc. I11.1.5). O

On introduit sur le K-espace vectoriel K¢ = {f : G — K} la forme bilinéaire symétrique

Sofy = — Y g hf' ).

Gl &

On a en particulier (f,eg) = ﬁ f (g_l) donc cette forme est non dégénérée.

Théoréme 2.3. — Les caracteéres des représentations irréductibles de dimension finie
forment une base orthonormale du K-espace vectoriel €' (G) des fonctions centrales sur G.

Démonstration. La démonstration du théoréme va utiliser deux lemmes. Soient (V, py)
et (W, pw) des représentations de G et soit u € Hom(V,W). Comme dans (47), on pose

1 _
nw=— ) pw(g)ouopy(g)"' € Hom(V,W).
Gl &
Lemme 2.4. — Lendomorphisme n de Hom(V,W) ainsi défini est un projecteur d’image
Homg (V,W) et
tr(7m) = (Xv, Xxw)-
Démonstration. — On rappelle que

Homg(V,W) :={ue Hom(V,W) |VYhe G uopy(h)=pw(h)ou}.
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Pour tout # € Hom(V,W) et tout % € G, on a bien

pr(h)opw(g)ouopv(g) Yopy(m)™!

pw (h) o mt(u) opy ()"
Gl &%

= pr(hg)oquv(g )
Gl &

= Y pw(ghouopy(g™
|G|g€G

= 1n(u).
De plus, si u € Homg(V,W), on a n(u) = u, de sorte que m est bien un projecteur d'image
Homg (V,W).
On calcule maintenant tr(mm) dans une base de Hom(V,W). Choisissons des bases de
V et W et notons e;; 'élément de Hom(V,W) dont la matrice dans ces bases a tous ses

coefficients sont nuls, sauf celui situé a la i-éme ligne et la j-éme colonne, qui vaut 1. Les
(e;j) forment une base de Hom(V,W) eton a

(pw(@ oeij Opv(g)fl)kl = pW(g)kipV(gil)jl

Appliquant ceci au cas particulier i = k et j =/, on calcule

1
tr(m) = ) _m(e;j)ij Zﬁ Y ew(@iipv(ghjj
ij ij

geG
1
= pr(g)u va(g )]])
IGI geG i
= (@xvig™h.
IG] g;GXW gxvig
Ceci démontre le lemme. O

SiV et W sont irréductibles, on a par le lemme de Schur

0 siVetW ne sont pas isomorphes,
Homg(V,W) = . .

K siVetW sontisomorphes.
Comme le rang d'un projecteur est sa trace, le lemme 2.4 entraine que (xv, xw) = tr(im) vaut
0 dans le premier cas, 1 dans le second. Donc la famille des (xv), pour V irréductible (ou
plus exactement, pour V décrivant 'ensemble des classes d’isomorphisme de représenta-
tions irréductibles de G), est orthonormale ; il reste a voir qu’elle engendre tout €' (G).

Lemme 2.5. — Soit (V,p) une représentation de G. Si f : G — K est une fonction centrale,
posons
foi=—=1Y f(®p(g™") eEnd(V).
|G| =
1°Ona f, € Endg(V) ettr(fy) = (f, Xp)-
2°8i (V,p) estirréductible, dim(V) - 1k est inversible dansK et fp est 'homothétie deV de

(fXe?
dim(V) *

rapport
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Démonstration. — On calcule, puisque f est centrale,
1
YheG  pWofyop()™=— Y flgpthg™'h™
Gl 4z
1 _ _ 1 _
=G Y fthlg'mpg™h = i Y g™ =1f.

g'eG g'eG

Donc fp € Endg (V) et sa trace est
1 _
— Y f@xp& =1 xp)

t =
r(fp) Gl &,

Ceci montre le premier point.

Sip estirréductible, on déduit dulemme de Schur 1.10 et du premier point appliqué ala
fonction centrale f = X, que (Xp)p est une homothétie. Si A est son rapport, on a tr((xp)p) =
dim(V)A = (xp, Xp) = 1k. En particulier, dim(V) - 1k est inversible dans K.

Pour f fonction centrale quelconque, f, est de nouveau une homothétie par le lemme

de Schur 1.10. Comme sa trace est {f, Xp), son rapport est %XO"/)) Cela montre le second

point. O

Si une fonction centrale f € % (G) est orthogonale a tous les caractéres Xp» ON &, par le
lemme, f, = 0 pour toute représentation p irréductible, et donc pour toute représentation
puisque foep = fo @ fir. Appliquant cela a la représentation réguliére, on obtient fp, =0
donc

1 1

0=fir(€ed = —= Y f@PrE NE) = — Y f(Q)gg
Gl &, Gl 4t
dans K%, ce qui entraine f =0, puisque les & ¢! forment une base de KC.
Cela termine la preuve du th. 2.3 : tout f € ¢'(G) s'écrit f = ¥ ir ([, Xp) Xp- O
Corollaire 2.6. — 1° Le nombre de représentations irréductibles de G est égal au nombre

de classes de conjugaison de G.
2° Soientxy,..., Xe les caracteres des représentations irréductibles de G. Soient C et C' des
classes de conjugaison dans G. On a
¢ IGl ic=C
ICl 1k si c=C),

0 sinon.

4

i€ Hxi(Ch = {
1

Lentier |C| divise 'ordre de G puisque c’est le cardinal d'une orbite pour I'action de G
sur lui-méme par conjugaison (cf. § 1.2.2).

Lorsque la caractéristique de K divise 'ordre de G, le premier énoncé n’est plus néces-
sairement vrai (cf. rem. 2.13).

Démonstration. — La dimension de % (G) est égale au nombre de classes de conjugaison
dans G, d’ol1 le premier énoncé. Pour le second, soit 1¢ la fonction caractéristique de C.
Alors f = 1¢ est une fonction centrale qui se décompose sur la base orthonormale des
caracteres x; des représentations irréductibles :

4 1 )
Ic=) (e, xiXi» avec(lc,Xi) = g€,
i=1
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Il en résulte
| | &

Gl 5

ce qui est exactement le résultat voulu. O

1c = 1( _I)er

On a déja remarqué que la décomposition V = @;V; d'une représentation en somme
directe de représentations irréductibles n’est pas unique. En revanche, si on regroupe tous
les V; isomorphes a la méme représentation irréductible, on obtient une décomposition
V =& ; W; en composantes isotypiques indépendante des choix.

Théoreme 2.7. — Soit (V,p) une représentation de dimension finie du groupe fini G. La
projection deV sur la composante isotypique correspondant a une représentation irréduc-
tible (U, ) est donnée par

dim(U )
pu = Y xu(gpg™.

6l &

En particulier, la décomposition en composantes isotypiques ne dépend que de la représen-
tation (V,p).

Démonstration. — Soit f une fonction centrale sur G. Par sa définition méme, I'’endo-
morphisme f, de V laisse stable toute sous-représentation (V;,p;) de (V, p) et se restreint a
(foxi)

Vi en fp,.SiV; estde plus irréductible, f,; est’homothétie de V; de rapport (lemme
2.5.2°).

Par le th. 2.3, si f est le caractére Xy d’'une représentation irréductible (U,y), I'en-
domorphisme (xy)plv; est donc dlm 5 1dy, si V; est isomorphe a U et 0 sinon. Comme
pu = dim(U)(xy)p, sa restriction a V; est donc I'identité de V; si V; est isomorphe a U et 0

sinon. Ceci démontre le théoréeme. O

dim(V,—)

On peut maintenant montrer qu’en caractéristique 0, une représentation est détermi-
née par son caractere. On identifie aussi les représentations irréductibles comme étant
celles dont le caractéere est de norme 1.

Proposition 2.8. — Notonsp,,...,pg les représentations irréductibles du groupe fini G. Soit
p une représentation de G, qu'on décompose en p = Eszl pl'.li (prop. 1.13). On a

[4
XoXod =1 1K+ XorXo) = (X 12T
i=1
Sicar(K)=0
— des représentationsp etp’ deG sont isomorphes si et seulement si Xy = X' ;

— p est irréductible si et seulement si (Xp, Xp) = 1k ;

) . s . d -
— la représentation réguliere se décompose en K© = EBf 1pllm(p’) ; en particulier,

¥!  dim(p)? =Gl

Si car(K) = p # 0, il est faux que le caractere détermine la représentation ; par exemple,
pour toute représentation V, le caractere de V” est nul.
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Une autre contrainte importante sur les dimensions des représentations irréductibles
est qu’elles divisent I'ordre du groupe. Ce théoréme plus difficile (th. 3.6) sera vu dans le
§ 3.2 en caractéristique nulle.

Démonstration. — Onayp = Zle NiXp;» donc (Xp, Xp;? = 1 - 1k €t {Xp, Xp) = (Zle nlz.) -1k.
Ainsi, en caractéristique nulle, x, détermine les entiers n; et donc toute la représenta-
tion p, et p est irréductible si et seulement si (Xp, Xp) = 1k.
Appliquons cela a la représentation réguliére : puisque xg = |Gllj;, on obtient
{XR»Xp:? = Xp; (€) = dim(p;), d’our il résulte que la représentation réguliere est isomorphe a

®L_, pimen, O

4

Proposition 2.9. — Supposons car(K) = 0. Le groupe G est abélien si et seulement si toutes
ses représentations irréductibles sont de dimension 1.

Le nombre de ces représentations irréductibles est alors le cardinal de G.

Démonstration. — Un groupe G est abélien si et seulement si il a exactement |G| classes
de conjugaison, donc |G| représentations irréductibles. Or |G| = Zle dim(pi)z, donc ¢ <
|G| avec égalité si et seulement si toutes les représentations irréductibles sont de dimen-
sion 1. O

Si car(K) # 0, la conclusion de la proposition n’est plus vraie en général, comme le
montre I'exercice suivant (il existe des p-groupes non abéliens).

Exercice 2.10. — Soit p un nombre premier, soit G un p-groupe (c’est-a-dire un groupe fini
de cardinal une puissance de p; cf. prop. 1.2.13) et soit K un corps de caractéristique p. Mon-
trer que la seule représentation irréductible p de G dans un K-espace vectoriel est la représen-
tation triviale (Indication :siV est une telle représentation et v € V—{0}, on pourra considérer
le sous-groupe additif de V engendré par les p(g)(v), pour g décrivant G, montrer que c’est un
p-groupe, et appliquer la prop. 1.2.13).

2.1. Table des caractéres. — On prend K = C. Pour toute représentation (V,p) d'un
groupe fini G, on a p(g)'®! = Idy, donc les valeurs propres de p(g) sont des racines de
1'unité, et celles de p(g~!) sont leurs conjugués. On a donc

Xolg™H = trip(g™) = tr(p(g)) = Xp (&)

On a ainsi
1 N
Ko Xp? = = 2 Xo(&) X' (8) (48)
Gl 4=
et,sixy,...,Xe sontles caracteres des représentations irréductibles de G, le cor. 2.6.2° donne
A 9 sic=c,
Y xi©pCh=4 " (49)
i=1 0  sinon.

Comme X, (g) estla somme des valeurs propres, on a aussi
VgeG [Xp (&) < Xp(e) = dim(V).
De plus, xp(g) = Xp(e) si et seulement si p(g) = Idy. On a donc
{8 €GIxp(8) =Xp(e)} =ker(p) IG.
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De méme, on a [x,(g)] = Xp(e) si et seulement si p(g) est une homothétie.

La table des caracteres de G donne la valeur de chaque caractere sur chaque classe de
conjugaison; les lignes correspondent aux caracteres et les colonnes aux classes de conju-
gaison. C’est une table carrée (cor. 2.6.1°). Les relations obtenues se traduisent par le fait
que

les colonnes sont orthogonales (pour le produit scalaire hermitien standard) ;

— la colonne correspondant a la classe de conjugaison C est de norme hermitienne (au
carré) |G|/|C] (cf. (49));

les lignes sont orthogonales et de norme (au carré) |G| pour le produit scalaire her-
mitien pondéré par le cardinal des classes de conjugaison (cf. (48)) ;

la somme des lignes pondérées par les dimensions x(e) est laligne |G| 0 --- 0.

Exercice 2.11. — Montrer qu’'une table des caracteéres est une matrice inversible.

On peut utiliser cette table pour obtenir des informations sur les sous-groupes distin-
gués de G. Un tel sous-groupe est réunion de classes de conjugaisons. Pour chaque carac-
tere X, laréunion des classes sur lesquelles x prend la valeur x(e) est un sous-groupe G, <G
et tout sous-groupe distingué de G est obtenu comme intersection de Gy (utiliser I'exerc.
1.12).

En particulier, G est simple si et seulement si tous les Gy a part Gy, = G sont triviaux,
c’est-a-dire si et seulement si dans chaque ligne excepté celle correspondant a la repré-
sentation triviale (qui est la seule composée uniquement de 1), la valeur x(e) n’apparait
qu’'une seule fois (dans la colonne correspondant a la classe {e}).

Les représentations de dimension 1 sont des morphismes G — C* donc elles se facto-
risent par G/D(G). Par le méme raisonnement, le groupe dérivé D(G) est I'intersection des
Gy, pour tous les caracteres x de représentations de dimension 1.

On s’intéresse maintenant au centre Z(G) de G. Si g € Z(G), alors p;(g) commute avec
tous les p;(h) donc, par le lemme de Schur 1.10, c’est une homothétie de rapport une ra-
cine de l'unité et |x;(g)| = x;(e) pour tout i. Inversement, si |x;(g)| = x;(e), on a vu plus
haut que p;(g) est une homothétie, donc commute avec tous les p;(h). Si c’est vrai pour
tout i, alors p(g) commute avec tous les p(h) pour toute représentation p. En appliquant
cela a une représentaiton fidele (c’est-a-dire pour laquelle p est injective) comme la repré-
sentation réguliere, on obtient g € Z(G).

Le centre de G est doncla réunion des classes de conjugaison C pour lesquelles |x; (C)| =
Xi(e) pour tout i.

Les contraintes obtenues sur les caracteres sont suffisantes pour obtenir une descrip-
tion complete des représentation irréductibles du groupe G dans certains cas. On traite ici
quelques exemples.

Le groupe G3 = D3. — On a vu qu’il y a trois classes de conjugaison : celle de I'élément
neutre e, celle des transpositions T, et celles des 3-cycles o. Il y a donc trois représentations
irréductibles de G3.

Les représentations de dimension 1 sont les morphismes G — G/D(G) — C*. Dans
notre cas, le groupe dérivé est 3 et G3/23 = Z/2Z. Il y a donc deux représentations de
dimension 1, facilement identifiées : la représentation triviale Cyjy (de caractére Xyiy) et la
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signature Csign (de caractére ysign). Par la prop. 2.8, la somme des carrés des dimensions
des représentations est |S3| = 6, soit 1 + 1 +4 = 6 donc la dimension de la dernieére re-
présentation irréductible est 2. On peut alors dresser la table des caracteres, en indiquant
au-dessus de chaque classe de conjugaison son cardinal :

Ss; |1 3 2
e o

Xwiv | 11 1
Xsign 1 -1 1
X 2 0 -1

La premiere colonne donne la dimension des représentations. La troisieme ligne, a priori
inconnue, est obtenue en utilisant le fait que les colonnes sont orthogonales; une autre
méthode est d’écrire (prop. 2.8) Xtriv + Xsign + 2X = Xr = 6 1{¢; d’ot1 on déduit également le
dernier caractére x.

On a ainsi déterminé le caractere de la troisieme représentation sans la connaitre, mais
on peut aussi la décrire explicitement : d’apres 'ex. 1.2.2°, G3 a une représentation p dans
le plan complexe Vg = {(x1, x2,x3) € C3lx;+x+ x3 = 0} dont la somme directe avec la
représentation triviale de dimension 1 est la représentation de permutation, de caractére
(ex. 2.1.3°) de valeurs 3,1 et 0, qui est bien la somme Xy + X-

On reconnait les sous-groupes distingués de G3 : ce sont G3 (noyau de Yiv), 23 = {e} U
{o} (noyau de Xsign) et {e} (noyau de x). Le groupe dérivé est 23 (noyau de Xsign) et le centre
est trivial.

La table des caractéres peut aussi étre utilisée pour calculer la décomposition en com-
posantes irréductibles d'une représentation donnée, grace a la prop. 2.8. Par exemple, dé-
composons le produit tensoriel Vy ® V, ou1 Vj est la représentation irréductible d’ordre 2.
Son caractére est x?, de valeurs 4, 0, 1; c’est donc Xyriy + Xsign + X- On a ainsi

Vo ® Vo = Cyiv ® Csign & Vo.

Remarquons qu’on connaissait déja, par (41), la décomposition Vo ® Vo = S2Vy @ N2V Le
morceau /2 Vy, de dimension 1, est Cisign (C'estle déterminant), tandis que le morceau S2v,
se décompose en deux.

Exercice 2.12. — Soit V une représentation réelle d'un groupe fini G. Montrer que la repré-
sentation $2V contient une sous-représentation de dimension 1 (Indication : on pourra utili-
ser la construction de la premiére démonstration du th. 1.8).

LegroupeD4. — Le groupe de symétrie du carré est engendré par une rotation r d’angle 5
et une symétrie s. On a sr¥s = r % et rsr=! = sr?, ce qui donne 5 classes de conjugaison :
{1d}, {r?}, {r,r}, {s,r%s} et {rs,r3s}. Le sous-groupe Z/2Z = {Id,—Id = r?} est distingué et
dans le quotient les trois éléments distincts r, s et rs sont d’ordre 2, donc

D4/(Z/2Z) =Z/2Z x Z|2Z.

Cela nous donne donc quatre représentations de dimension 1 correspondant aux quatre
morphismes Z/2Z x Z/2Z — C* ; la cinquiéme doit donc étre de dimension 2. Appliquant
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la méme méthode que précédemment, on obtient la table des caracteres :

Dy 1 1 2 2 2
e 12 (3 {sris} {rsris}
Xew |1 1 1 1 1
i |1 1 -1 1 -1
e |1 1 1 -1 -1
X1X2 1 1 -1 -1 1
v |2 -2 o 0 0

La représentation de dimension 2 ici n’est autre que la représentation standard p dans C?
(ex. 2.1.3°).

Les sous-groupes distingués de D4 sont Dy, {e,r2,s,r%s} (noyau de x1), {e,r,r?,r
(noyau de x2), {e,r2,rs,r3s} (noyau de x1x2), {e} et leurs intersections. Le groupe dérivé
est {e, 1%} (ker(x1) nker(x2)) et c’est aussi le centre {g € Dy | Vi [x;(g)l = xi(e)}.

%)

Le groupe S4. — On a (prop. 1.2.8) 5 classes de conjugaison, correspondant aux partitions
(1111) (classe de Id), (112) (classe d’'une transposition, de cardinal 6), (13) (classe d'un 3-
cycle, de cardinal 8), (4) (classe d'un 4-cycle, de cardinal 6) et (22) (classe d'une double
transposition, de cardinal 3) de 4, donc 5 représentations irréductibles. D’autre part, on
aD(6,) =2y (prop. 1.5.9), donc deux représentations irréductibles de dimension 1, la re-
présentation triviale Cy;y et la signature Cgign.

On a aussi la représentation de dimension 3 de &4 dans Vg = {(x1, X2, X3, X4) € Cx +
X2 + X3+ x4 = 0}. Le caractere de V@ Cyjy @ été calculé dans 'ex. 2.1.3° : il prend les valeurs
4,2,1,0,0. Le caractere de Vy prend donc les valeurs 3,1,0, -1, —1.On a

1

1
(XVo» XVo) ZXp(g)2=ﬂ(9><1+1><6+1x6+1x3)=1,

IGl g6

de sorte que Vj est irréductible (prop. 2.8).

Il nous reste deux représentations irréductibles a trouver, dont la somme des carrés des
dimensions est 24 — 1 —1—-9 = 13. Elles sont donc de dimension 2 et 3. L'une d’elles est
Vo ® Csign, dont le caractere prend les valeurs 3, -1, 0, 1, —1. Elle est irréductible (on peut
voir ¢a soit en calculant (XvyeCgg,» XVo®Csgn)» SOit €n remarquant que le produit tensoriel
d’une représentation irréductible et d'une représentation de dimension 1 est encore irré-
ductible (ex. 1.4.4°)).

On a donc déja la table de caracteres partielle

G 1 6 8 6 3
Id (12) (123) (1234) (12)(34)
Xtriv 1 1 1 1 1
Xsign 1 -1 1 -1 1
XVo 3 1 0 -1 -1
XVoXsign | 3 -1 0 1 -1
Xv 2 * * * *
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dont on peut compléter la derniére ligne en utilisant le fait que les colonnes sont orthogo-
nales :

G 1 6 8 6 3
Id (12) (123) (1234) (12)(34)
Xeiw | 11 1 1 1
Xsign |1 -1 1 -1 1
Yo |3 1 0 -1 -1
XVo Xsign 3 -1 0 1 -1
v |2 0 -1 0 2

Comment déterminer cette derniére représentation irréductible (V, p) ? L'astuce est de no-
ter que p((12)(34)) est de trace 2, donc c’est'identité. La représentation p se factorise donc
par la surjection G4 — G4/K, ol K<1 S, est d’ordre 4 (ex. 1.5.3.3°). Le groupe G4 /K est iso-
morphe & G3. Il y a donc une représentation irréductible de degré 2 (comme on I’a vu plus
haut).

Les sous-groupes distingués de G4 sont G4, 4 (noyau de Xsign), K (noyau de xv) et
{e}. Le groupe dérivé est 2, (noyau de Xsign) €t le centre est trivial puisque par exemple
{0 € G4l Ixvy (0] = Xv, (Id) =3} = {Id}.

Remarque 2.13. — Cette discussion reste valable sur tout corps K de caractéristique
autre que 2 et 3 : G4 a encore, a isomorphisme pres, 5 classes de représentations irré-
ductibles. Sur un corps de caractéristique 2, il n'y en a plus que 2, a savoir Kgiy et V; en
caractéristique 3, il y en a 4, a savoir toutes celles de la table ci-dessus a I'exception de V
(qui devient isomorphe a Kiiy @ Ksign).

Le groupe G5. — On a (prop. 1.2.8) 7 classes de conjugaison, correspondant aux partitions
(11111) (classe de Id), (1112) (classe d’'une transposition, de cardinal 10), (113) (classe d'un
3-cycle, de cardinal 20), (14) (classe d'un 4-cycle, de cardinal 30), (5) (classe d'un 5-cycle,
de cardinal 24), (122) (classe d'une double transposition, de cardinal 15) et (23) (de car-
dinal 20) de 5, donc 7 représentations irréductibles. D’autre part, on a D(S5) = %5 (prop.
1.5.9), donc il y a exactement deux représentations irréductibles de dimension 1, la repré-
sentation triviale Cyiy et la signature Cg;gn.

On a aussi la représentation de dimension 4 de &5 dans Vg = {(x1,...,%5) € C® | x1 +--- +
x5 = 0} dont le caractere prend les valeurs 4, 2, 1, 0, -1, 0, —1. On calcule (xv,, xv,> = 1, de
sorte que Vy est irréductible (prop. 2.8). La représentation Vg ® Cs;ig, est aussi irréductible
(ex. 1.4.4°).

SiV est une représentation de G, on a vu que la représentation V®V se scinde en S?V &
A2V. Le lemme suivant nous permet de calculer les caracteres.

Lemme?2.14. — On ax/\zv(g) = %(Xv(g)2 —xv(g?) etxszy(g) = %(Xv(g)2 +xv(g?).

Démonstration. — Les p(g) étant d’ordre fini, ils sont diagonalisables (leur polynéme mi-
nimal est a racines simples). Soit g € G; il existe une base (ey,...,e,;) de V formée de
vecteurs propres de p(g), avec valeurs propres Ay,...,A,. Une base de MV est donnée
par les (e; A ej)1<i<j<n €t Ce sont des vecteurs propres pour /\Zp(g), avec valeurs propres
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(AiAj)1<i<j<n- Onadonc
1 2 1 )
X a2y (8) = Z )\iAjZ— Z Al —— Z A%,
NV 1<i<js<n 2(lsisn ) zlsisn !
De méme, les valeurs propres de Szp(g) sontles (AjAj)1<i<j<n €t
1 2 1
xsv@= Y Al-)\jzz( Y A IR
1<isjsn 1<isn 1<isn

Le lemme en résulte. O

On en déduit les valeurs du caractere x A2V, et on vérifie que cette représentation est

irréductible.
On a donc déja la table de caracteres partielle (on note I'isomorphisme de représenta-
tions Vo = /2 Vo ® Cgign)

Ss |1 10 20 30 24 15 20
Id (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (12)(345)
Xew | 11 1 1 1 1 1
Xsgn |1 -1 1 -1 1 1 -1
o |4 2 1 0 -1 0 -1
XvoXsign | 4 -2 1 0 -1 0 1
Xpey, | 6 0 0 0 1 )

Il nous reste deux représentations irréductibles a trouver, dont la somme des carrés des
dimensions est 120—1-1- 16— 16 — 36 = 50. Elles sont de dimension > 1, donc toutes les
deux de dimension 5. Notons 'une d’elles V et soient 5, a;, az, as, as, as, ag les valeurs de
son caractere. Le caractere de V ® Csign prend alors les valeurs 5, —ay, az, —as, a4, as, —as.
De deux choses 'une :

— soit les deux représentations manquantes ont a; = as = ag = 0 (et chacune est iso-

morphe a son produit tensoriel avec Csign) ;

- soit les deux représentations manquantes sont V et V ® Csign.
Dans le premier cas, les colonnes 2 et 4 ne peuvent étre orthogonales, donc on est dans
le second cas. Les relations d’orthogonalité permettent alors de compléter la table (les
calculs sont laissés au lecteur) ; on obtient

Gs |1 10 20 30 24 15 20
Id (12) (123) (1234) (12345) (12)(34) (12)(345)

Xew | 1 1 1 1 1 1 1

Xsgn |1 -1 1 -1 1 1 -1

Xvo |4 2 1 0 -1 0 -1
XvoXsign | 4 -2 1 0 -1 0 1
Xpey, | 6 O 0 0 1 -2

v |5 1 -1 -1 0 1
Xsign | 5 -1 -1 1 0 1 -1
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Une autre facon de compléter la table est de s'intéresser au caractere x de la représen-
tation S%Vj. Il prend les valeurs (lemme 2.14) 10, 4, 1, 0, 0, 2, 1 donc

1
(X,X)z@(IOOX1+16x10+4x15+1x20)=3.

Cette représentation est donc somme de 3 représentations irréductibles. Comme elle est
de dimension 10, ces représentations sont nécessairement de dimension 1, 4 et 5; on note
cette derniére V. Sans méme calculer (X, Xuiv), On voit que c’est strictement positif, donc
Cuiv intervient dans S?V, (cela résulte aussi de I'exerc. 2.12, puisque Vj est en fait une
représentation réelle). On calcule aussi (¥, xv,» = 1, donc X = Xwiv + Xv, + Xv, d’'olt on déduit
Xv- On voit ensuite xv # XvXsign €t on complete la table.

Les sous-groupes distingués de G5 sont G5, 25 (noyau de xsign) et {e}. Le groupe dérivé
est A5 (noyau de xsign) et le centre est trivial puisque par exemple {0 € G5 | [xv,(0)| =
Xv, (Id) = 4} = {Id}.

Remarques 2.15. — 1° Il reste vrai que pour tout n = 1, la table des caracteres du groupe
G, est a coefficients entiers (mais ce n'est pas le cas pour 2, ; cf. exerc. 2.17 et 2.18).
2° Dans les exemples précédents, on remarque que la dimension d'une représentation
irréductible divise toujoursl’ordre du groupe. C’est un fait général qui sera démontré dans
le th. 3.6. On voit aussi que le caractére d'une représentation irréductible de dimension > 2
prend toujours la valeur 0. C’est un fait général qui sera (presque) démontré dans l'exerc.
3.9.
4° On trouve ces tables de caracteres dans la littérature scientifique pour les chimistes.
Les notations sont différentes : le groupe D, est noté C,, et la table des caractéres de
D3 = &3 apparait ainsi
|E 3sy 2Cs
A1l 1 1
A1 -1 1
E|2 0 -1

La notation 3s, indique qu’il y a 3 éléments dans la classe de conjugaison et s, signifie
qu’elle contient des symétries par rapport a un plan vertical (les éléments de D3 = S3 sont
interprétés comme les symétries d'un triangle équilatéral situé dans un plan horizontal).
La notation 2C3 indique qu’il y a 2 éléments dans la classe de conjugaison et C,,; corres-
pond a des rotations d’angle 2n/m.

Les lettres A et B indiquent des représentations (irréductibles) de dimension 1, E des
représentations de dimension 2 et T des représentations de dimension 3.

Terminons avec la preuve d'une propriété vue dans des cas particuliers dans les
exemples.

Proposition 2.16. — La représentation de S, sur l'espace vectoriel
Vo={(x1,...,x) €C* | X1+ + x,, = 0}

est irréductible.
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Démonstration. — Par la prop. 2.8, cette représentation est irréductible si et seulement
si {Xvy,Xv,» = 1. Comme la représentation de permutation C" est somme de Vj et de la
représentation triviale de dimension 1, il suffit de montrer que le caractere x de la repré-
sentation de permutation vérifie (x, x) = 2.
Onavudanslex. 2.1.3° que x(g) estle nombre de points fixes de la permutation g € G,.
Pour tout a€{l,...,n}, posons g, =0si g(a) # a, et g, =1si g(a) = a. On adonc
1

= 2 (i ga)z

n! geS, a=1

Z Z 8a8b

1<a,bs<n geS,

XX
2
o Z Z 8at — Z Z 8a8b-

|
l<asn geS, n

1
n!
1
n: ‘1<a<bsn geG,

Le premier terme de la somme vaut # Y 1<a<n(m—1)!=1etle second vaut % Y 1<a<b<n(l—

2)! = 1. La proposition en résulte. O
Exercice 2.17. — Montrer que la table des caracteres du groupe alterné 2(4 est donnée par
1 4 4 3
Id (123) (132) (12)(34)
Xtriv | 1 1 1 1
X 1 w w? 1
x2 1 0? w 1
Xvy | 3 0 0 -1

oll w :=exp(2imn/3).

Exercice 2.18. — Montrer que la table des caractéeres du groupe alterné s est donnée par
1 20 15 12 12
Id (123) (12)(34) (12345) (21345)
Xtriv | 1 1 1 1 1
a |3 0 _1 1 +2\/§ 1 —2\/5
v |3 0 1 1 —2\/5 1 +2\/§
Xvo | 4 1 -1 -1
Xv | 5 -1 1 0 0
Exercice 2.19. — Déterminer la table des caracteres du sous-groupe Hg := {+1, I, +J, K} du

groupe multiplicatif H* des quaternions (cf. § I1.11). Remarquer que c’est la méme que celle
du groupe Dy.

Exercice 2.20. — Déterminer la table des caractéres du groupe SLy (F3) (cf. exerc. 1.2.12) (In-

dication :les 7 classes de conjugaison sont celles de ((1) ?) (cardinal 1), de (_01 _01) (cardi-

0 1 . 1 1 . 1 -1 . -1 -1
nal 1), de (_1 0) (cardinal 6), de (0 1) (cardinal 4), de (0 1 ) (cardinal 4), de ( 0 _1)

(cardinal 4) et de (_01 _11) (cardinal 4)).
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Exercice 2.21. — Déterminer la table des caracteres du groupe T3 (F3) des matrices 3 x 3 tri-
angulaires supérieures, avec des 1 sur la diagonale, a coefficients dans Z/3Z (cf. ex. 1.2.19).

Exercice 2.22. — Onrappelle que le groupe SL, (F3) est de cardinal 24 et qu’il y a 7 classes de
-1

conjugaison (exerc. 1.2.10) : celle de ((1) (1)) (cardinal 1), celle de ( 0

_01) (cardinal 1), celle

de ((1) i) (cardinal 4), celle de (é _11) (cardinal 4), celle de ( :}) (cardinal 4), celle de

0
-1 1 (cardinal 4) et celle de 0 1 (cardinal 6))
0 -1 -1 0 ’
Déterminer la table des caracteres du groupe SLy (F3).
Exercice 2.23. — Soit F; un corps fini et soit G le groupe des bijections de F4 de la forme

x—ax+b,avecac F; et b e Fy. Il est donc de cardinal g(g —1).

a) Montrer que G a g — 1 représentations complexes de dimension 1 (Indication : utiliser le
morphisme de groupes de G vers F;; donné par a).

b) Montrer que G a g classes de conjugaison. En déduire que G a exactement g représenta-
tions complexes irréductibles.

¢) En déduire que G a exactement une autre représentation complexe irréductible que celles
décrites en a) et que cette représentation est de dimension g — 1. Décrire explicitement cette
représentation (Indication : on pourra composer I'action de G sur F; avec la représentation
de permutation de & 4 = Bij(Fg) sur CY).

Exercice 2.24. — Considérons la représentation de permutation de &, sur 'espace vectoriel
V = C" et sa sous-représentation irréductible (prop. 2.16)

VOZ{(xlv...,Xn)ECn|xl+...+xn:0}‘

a) Montrer qu’on a un isomorphisme de représentations NV = A Voo /\k_IVO.
b) Montrer que chaque représentation Nev, pour 1 < k < n—1, estirréductible (Indication :
on pourra calculer <X/\kV' x/\kv)).

Exercice 2.25. — On fixe un entier n > 4. Pour tout g € &, on note ¢(g) le nombre de points
fixes de la permutation g et on pose, pour tout entier m =0,

om,m:= Y o™
8¢S,

a) Calculer ®(n,1), ®(n,2), ®(n,3) et ®(n,4) (Indication : on pourra s’inspirer de la preuve de
la prop. 2.16).

b) Le groupe &, opere sur 'espace vectoriel V = C" par permutation des coordonnées. Il
opere aussi sur VeV par

VgeG Vy,weV g-vew) =g egw).

Décomposer cette représentation VoV de G; en somme de représentations irréductibles.

¢) Montrer que pour tout m, le quotient B(n, m) := ®(n, m)/n! est un entier.

d) Pour m < n, montrer la relation B(n,m +1):= X" | ("7)B(n, i), avec B(n,0) := 1. En particu-
lier, B(n, m) est indépendant de n.



3. PROPRIETES D'INTEGRALITE 147

3. Propriétés d’intégralité

Dans cette section, on suppose G fini et K algébriquement clos de caractéristique 0. 11
contient alors Q comme sous-corps.

Dans cette section on démontre que la dimension d'une représentation irréductible
(de dimension finie) divise 'ordre du groupe. La démonstration nécessite de connaitre
quelques propriétés des entiers algébriques, que nous allons maintenant définir.

3.1. Entiers algébriques. —

Définition 3.1. — Un élément de K est un entier algébrique s’il est racine d’'un polynéme
unitaire a coefficients dans Z.

Par exemple, toute racine de l'unité est un entier algébrique.

Remarque 3.2. — Si x € Q < K est un entier algébrique, x € Z. En effet, si x = £ avec
pged(r,s) = 1, alors r* + a;r"* 1s+--- + a,s"™ = 0 qui implique s | r"* donc s = +1.

Si x € K, on note Z[x] le sous-anneau de K engendré par x, c’est-a-dire 'ensemble des
P(x), pour P € Z[X], ou encore le sous-groupe additif de K engendré par les puissances
positives de x.

Proposition 3.3. — Soit x € K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) x estun entier algébrique;
(ii) le groupe abélien Z[x] est de type fini;
(iii) il existe un sous-groupe abélien de type fini deK contenant Z[x].

Démonstration. — Lénoncé (i) implique (ii) : si x" +a; x"* "1 +---+a, = 0, le groupe abélien
Z[x] est engendré par 1,x, x%,..., x" L.

Le passage de (ii) a (iii) est évident. Montrons que (iii) implique (i). Par la prop. 1.3.2.2°,
Z[x], qui est un sous-groupe d’'un groupe abélien de type fini, est encore un groupe de
type fini. Soit {P; (x),...,P,(x)} un ensemble de générateurs. Si d := max; <;<, deg(P;), I'en-
semble {1, x,..., x%} engendre aussi Z[x]. Comme x%*! € Z[x], on peut I'écrire comme com-
binaison linéaire a coefficients entiers de 1, x, ..., x%. Cela donne un polynoéme unitaire de
degrés d + 1 a coefficients entiers qui annule x, de sorte que x est un entier algébrique. O

Corollaire 3.4. — Lensemble des entiers algébriques deK est un sous-anneau de K.

Démonstration. — Si x et y sont des entiers algébriques, Z[x] est engendré (comme
groupe abélien) par 1,x,...,x", et Z[y] par 1,,...,y°. Alors le groupe (abélien) Z[x, y] est
engendré par les x'y/ pour 0 < i <ret0< j<s, donc est de type fini. Or il contient
Z[x—yletZ[xy], donc x—y et xy sont aussi des entiers algébriques par la proposition. O

Par exemple, les valeurs des caracteres des représentations (de dimension finie) de G
sont des entiers algébriques, puisque ce sont des sommes de racines de I'unité.
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3.2. Propriété de la dimension des représentations. — On peut maintenant passer a la
démonstration que la dimension d’une représentation irréductible (de dimension finie)
divise I'ordre du groupe.

Lemme 3.5. — Soit C une classe de conjugaison de G et soit (V,p) une représentation irré-
. IClxp(©) . P

ductible de G. Alors dmf(v) est un entier algébrique.

Démonstration. — Le lemme 2.5.2° appliqué a la fonction caractéristique f = 1--1 de la

classe C™! := {g”! | g € C} fournit un endomorphisme v := |G|(1¢-1)p = X gec P(g) qui est
I'homothétie de V de rapport

_1GKIc-1,Xp)  ICIxp(C)

T dim(V)  dim(V)’
Considérons maintenant la représentation réguliere pg : G — GL(K®). Dans la base ca-
nonique (€g)geg de KG, la matrice de chaque endomorphisme pgr(g) est une matrice de
permutation, donc elle est en particulier a coefficients entiers. Il en est de méme pour
I'endomorphisme u = } zcc pr(g) de KC. Mais KC contient comme sous-représentation
toutes les représentations irréductibles de G, donc en particulier V.

La restriction de u a V est alors 'endomorphisme v défini plus haut, qui est une ho-
mothétie de rapport A. On en déduit que A est valeur propre de u, donc est racine de son
polynoéme caractéristique, qui est unitaire a coefficients entiers. C’est donc un entier algé-
brique. O

Théoreme 3.6. — On suppose G fini et K algébriquement clos de caractéristique 0. SiV est
une représentation irréductible de G, on a dim(V) | |G|.

Démonstration. — Six estle caracteredeV,onal=(x,X) = \_él Y geG x(g Hx(g) (th.2.3).
Notons Cy,...,Cy les classes de conjugaison de G. On a alors

G 1 O
dimV)  dim(V) g;Gx(g x(@)
= ! iICI (€;hHx(cy
= dimv) & iIX G XL
4
= 1:21 dim@y) XCi)-

Comme les X(Cl.‘l) sont des entiers algébriques, on conclut par le lemme 3.5 et le cor. 3.4

que le rationnel dilr?(lw est un entier algébrique, donc un entier (rem. 3.2; c’est ici que sert

I'hypothese car(K) = 0). O

Remarque 3.7. — La conclusion du théoréme n’est plus vraie en général sile corps Kn'est
pas algébriquement clos : si K= R, la représentation de Z/3Z comme groupe des rotations
de R? préservant un triangle équilatéral centré a 1'origine, donc envoyant 1 sur la matrice

-1/2 -V3/2
(\/5 2 -1/2
Sur C, cette représentation se scinde en somme directe de deux représentations de dimen-
sion 1.

), est irréductible mais sa dimension, 2, ne divise pas I'ordre du groupe, 3.
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En revanche, elle reste vraie en caractéristique p > 0 si p 1 |G|. Mais il existe une re-
présentation irréductible dans F% (ot Fy3 est une cloture algébrique de Fi3) du groupe
SL,(Fy3), d’ordre 23 -3-7-13 = 2184 divisible par la caractéristique, 13, mais pas par la di-
mension, 5.

La contrainte donnée par le théoréme est tres forte. Par exemple, en combinant avec la
prop. 2.8, on déduit qu'un groupe d’ordre p® ne peut avoir que des représentations irré-
ductibles de dimension 1, donc est abélien (prop. 2.9). On retrouve ainsi le cor. 1.2.15.1°.

On peut raffiner un peu le th. 3.6.

Théoreme 3.8. — On suppose G fini et K algébriquement clos de caractéristique 0. SiV est
une représentation irréductible de G, on adim(V) | [G : Z(G)].

Démonstration (J. Tate). — Le groupe G™ = G x --- x G a une représentation p,, dans V®"
donnée par

Pm (815, 8m) =p(81) ® -~ ®p(gm).
Son caractere est (exerc. I11.1.5)

Xm (&1, &m) = X(g1) - X(&m),
donc (X, Xm) =1 et p,, est irréductible (prop. 2.8).

Si g; € Z(G), alors p(g;) commute a tous les p(g). C'est donc un endomorphisme de
la représentation (V,p), c’est-a-dire une homothétie A;Idy (lemme de Schur 1.10). Si en
outre g1---gm = e, alors Idy = p(e) = p(g1) - p(gm) = A1---Apldy et Ay --- Ay, = 1k, d'ol
pm(gl, veey gm) = Idv@m. Soit

S={(g--8me€Z@" g1 gm=el

C’est un sous-groupe distingué de G™ et on peut factoriser la représentation p;, en

Gm ", GLvem)

|

G™/S,

ol Py, est encore irréductible. Par le th. 3.6, dim(V®™) = (dim(V))" divise |G™/S| =

m
% , donc pour tout m =1,

|Gl
dim(V)

1Z(G)|™ !

IGI \™ o
(m) , quiimplique |Z(G)]|

O

On peut généraliser ce résultat en montrant que le degré de toute représentation irré-
ductible divise 'indice de tout sous-groupe abélien distingué dans G.

Exercice 3.9. — Soit G un groupe fini et soit x le caractére d'une représentation irréductible
complexe p de G. On pose

N = [T x>
geG
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On admettra que N(x) est un entier @,

a) Montrer N(x) < 1, avec égalité si et seulement si dim(p) = 1 (Indication : on pourra comparer
moyenne géométrique et moyenne arithmétique).

b) En déduire que si dim(p) = 2, il existe g € G tel que x(g) =0.

2. Lathéorie de Galois nous dit N(x) € Q. D’autre part, N(x) :=[Igec X(©)x(g~1) est un entier algébrique. C'est
donc un entier.



